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4.1 WSTEP

Niech S, oznacza zamknieta i orientowalna powierzchnig¢ topologiczng rodzaju g. Grupg klas od-
wzorowan M(S,) powierzchni Sy nazywamy grupe klas izotopii zachowujacych orientacj¢ home-
omorfizméw Sy. Jak wiadomo [Eps66] réwnowaznie mozemy zdefiniowaé grupe M(Sy) jako grupe
klas izotopii zachowujacych orientacje dyfeomorfizméw S, dla jakiejkolwiek struktury gtadkiej
na Sy. Grupa klas odwzorowan jest od kilkudziesigciu lat przedmiotem intensywnych badan,
ktérych poczatki siegaja prac M. Dehna [Deh38, Deh87] i J. Nielsena [Nie27, Nie29, Nie32].
Duze zainteresowanie algebraicznymi wlasnoéciami grupy M (Sy) wynika z jej centralnej roli w
topologii niskowymiarowej oraz w teorii powierzchni Riemanna. Nie spos6b w tym miejscu szcze-
gblowo oméwié wszystkich kontekstéw w jakich pojawia si¢ potrzeba badaf wiasnosci grup klas
odwzorowan, dlatego ograniczymy sie tylko do wypunktowania najwazniejszych jej zastosowarn:

e Grupa M(S,) dziala na Sciagalnej przestrzeni Teichmiillera 7 i jako przestrzen orbit otrzy-
mujemy przestrzen moduli M, struktur powierzchni Riemanna na S;. Dzigki temu wiele
topologicznych wlasnosci przestrzeni moduli M, wynika z algebraicznych wilasnosci grupy
klas odwzorowan M (S;) [Mum67, Mac71, Har83, Har85, HZ86, Har91, Mor93, MWO07].

e Skoniczone podgrupy grupy klas odwzorowan M(S,) to doktadnie grupy automorfizméw
powierzchni Riemanna [Roy71, Ker80, Zei81, Ker83]. Zaleznod¢ ta jest czesto wykorzy-
stywana w obie strony: do dowodzenia twierdzefn topologicznych przy pomocy narzedzi
holomorficznych [Har66, Wan90, BCG01], [D1, D4] i odwrotnie [BS99, BCCS10, BEMS15].

e Kazda zwarta zamknieta 3-rozmaitos$¢ posiada rozktad Heegaarda, tzn. moze by¢ przedsta-
wiona jako sklejenie dwéch handelbodies przy pomocy homeomorfizmu f € M(S,) sklejaja-
cego ich brzegi. Wiele wlasnosci otrzymanej w ten sposéb 3-rozmaitosci jest zakodowanych
we wlasnoéciach homeomorfizmu f [Lic62, Thu76, FLP79, Thu88, CB89, Kap10].

e Rozklady Heegaarda sfer homologicznych prowadza do tzw. grupy Torelli Z(S,). Jest to
podgrupa normalna grupy klas odwzorowan M(S,) skladajaca sie z klas izotopii home-
omorfizméw Sy, ktére dzialaja trywialnie na pierwszej grupie homologii H 1(Sg; Z) [Joh79,
Joh83a, Joh83b, Mor89a, Mor91, Mor93|

e Grupa klas odwzorowan dziata na kompleksie krzywych, ktéry jest przestrzenig hiperbo-
liczng w sensie Gromowa [MM99]. Wlasnos¢ ta z jednej strony stala sie punktem wyjscia
do dowodu hipotezy Thurstona o kofcowych laminacjach [Min10, BCM12], a z drugiej
strony pozwala stosowaé metody geometrycznej teorii grup do badania wlasnosci grup klas
odwzorowan [BF02, BM08, BKMM12, MMS12]

e Na mocy twierdzenia Dehna-Nielsena-Baera grupa klas odwzorowan M(Sy) jest izomor-
ficzna z grupa automorfizméw zewnetrznych Out™ (1 (Sy)) grupy podstawowej powierzchni
Sy, ktére przeprowadzaja relacje definiujacqg R = Hf;l[ai, b;] na jej sprzezenie. Zwiazek ten
jest punktem wyjécia do catego nurtu badan grupy automorfizméw zewnetrznych grupy
wolnej Out™ (F,) [BV95, Vog02, BV06].

e Grupa klas odwzorowan M(S,) jest bardzo blisko zwigzana z grupa B, warkoczy Artina
[Art26, Artd7, Bir69, Bir74, BB05]. Zwiazek ten jest aktywnie wykorzystywany w obie
strony, zaréwno do przenoszenia wlasnosci grup warkoczy na grupg klas odwzorowan, jak
i do badania wlasnoéci grup warkoczy przy pomocy ich geometrycznych reprezentacji w
grupach klas odwzorowan [GVB68, Kor00, BB01, BM06, LM10, Cas16].

e Naturalnym uogélnieniem grupy warkoczy sa tzw. grupy Artina i podobnie jak w przypadku
grupy warkoczy sa one bardzo blisko zwigzane z grupami klas odwzorowan [PV96, Waj99,
LP01, Par01].

e Jeszcze innym uogélnieniem grup warkoczy sa warkocze na powierzchniach S innych niz
dysk, lub réwnowaznie grupy podstawowe przestrzeni konfiguracji n punktéw w S (upo-
rzadkowanych lub nie). Wiadomo, Ze jezeli S ma ujemng charakterystyke Eulera, to tak
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zdefiniowane grupy warkoczy moga by¢ traktowane jako podgrupy grup klas odwzorowan
powierzchni z naktuciami [IIM00, GG04, Bel08].

e Na mocy twierdzen Gompfa [GS99] i Donaldsona [Don99], 4-rozmaitosci symplektyczne mo-
ga by¢ utozsamione z rozwléknieniami Lefschetza (z doktadnoscia do pewnych technicznych
zalozen na rodzaj wiékna oraz ewentualnych rozdmuchan). Rozwiéknienia Lefschetza sa z
kolei sklasyfikowane przy pomocy monodromii, ktérej odpowiadaja bardzo specjalne rela-
cje w grupie klas odwzorowan bazy rozwléknienia. Zaleznoé¢ ta pozwala uzywac zaréwno
topologii symplektycznej do badania wlasnosci grup klas odwzorowan [Kor04] jak i odwrot-
nie, algebraicznych wtasnoéci grup klas odwzorowan do badania topologii symplektycznej
[EKK*02, Gur04, Aur05, KS09, BMHM14]

e W przypadku 3-rozmaitosci odpowiednikiem topologii symplektycznej jest topologia kon-
taktowa, ktéra moze byé opisana przy pomocy rozkladéw ksiazkowych [Gir02]. Rozklady
te podobnie jak w przypadku symplektycznym, sa kodowane przy pomocy monodromii
[Etn06, PHM10, DKP15].

e Grupy klas odwzorowan powierzchni sa blisko zwigzane z innymi podobnie zdefiniowanymi
grupami np. z grupa klas odwzorowan handlebody [Tak95, Waj98, IS15] lub grupa klas
odwzorowan rozktadéw Heegaarda [Nam07, JR13, CR12]

Grupa klas odwzorowati M (N,) powierzchni nieorientowalnej N, rodzaju g jest obiektem o
wiele mniej zbadanym i z tego powodu jej zwiazki z innymi dziedzinami matematyki sa znacz-
nie slabiej rozwiniete, niz ma to miejsce w przypadku orientowalnym. Pierwsze istotne wy-
niki siegaja prac Lickorsha, Chillingwortha i Birman [Lic63, Chi69, BC72], w ktérych wy-
znaczono skoficzone zbiory generatoréw dla grupy M(Ny). W pézniejszym okresie ukazywaly
sie tylko pojedyncze prace dotyczacego tego zagadnienia [Sch82, Wan90, PMO04], az do prac
Korkmaza [Kor98, Kor02b], ktére na nowo rozbudzity zainteresowanie tym tematem. W chwili
obecnej tematyka grup klas odwzorowan powierzchni nieorientowalnych zaczela si¢ dos¢ dyna-
micznie rozwijaé i dzieki temu udalo si¢ uzyskaé wiele ciekawych i fundamentalnych wynikéw
[GP05, Irm06, Wah08, RW08, PP13, Irm14, AS14, HK15, PS15, Omol6].

Problem z przenoszeniem twierdzen z przypadku orientowalnego na nieorientowalny polega na
tym, ze na ogél nie ma prostego sposobu na udowodnienie danego twierdzenia w przypadku
grupy M(N,) jako wniosku z analogicznego twierdzenia dla grupy M(Sy) (pomimo, ze N,
posiada orientowalne podwéjne nakrycie). W wigkszoéci przypadkéw dowdd takiego twierdze-
nia w przypadku nieorientowalnym musi by¢ przeprowadzony w sposéb niezalezny i co wigcej,
czesto jest on znacznie trudniejszy, niz w przypadku orientowalnym. Dobra ilustracja takiej
sytuacji jest problem wyznaczenia przedstawienia grupy klas odwzorowan, ktéry w przypad-
ku orientowalnym zostal rozwiazany na poczatku lat 80-tych ubiegtego wieku [HT80, Waj83].
W pézniejszym okresie uproszczono metody otrzymywania takiego przedstawienia oraz wy-
znaczono inne przedstawienia dla réznych grup klas odwzorowan powierzchni orientowalnych
[Ger96, Ger(01, Ben01, LP01, Hir02, Mat10]. Pomimo tych postepéw w przypadku orientowal-
nym, w przypadku nieorientowalnym problem ten okazal si¢ by¢ bardzo skomplikowany tech-
nicznie i zostal rozwigzany dopiero niedawno [PS15].

4.2 SKRECENIA DEHNA T ICH WLASNOSCI

Podstawowym przyktadem [Deh38] nietrywialnego elementu w grupie klas odwzorowan M(Sy)
jest tzw. skrecenie Dehna t, wzgledem krzywej zamknietej a. Geometrycznie dziatanie tego ho-
meomorfizmu ilustruje sie rozcinajac powierzchni¢ wzdtuz a, nastepnie skrecajac jeden z koficow
otrzymane]j powierzchni z brzegiem o 360° i na koniec ponownie sklejajac dwa brzegi otrzymane
w wyniku poczatkowego rozcigcia.

Jest kilka powodéw duzego znaczenia skrecenn Dehna:

3

Chud/



e Skoficzona liczba skrecent Dehna generuje grupe klas odwzorowan M (Sy), co jako pierwszy
odkryl Dehn [Deh87], a nastepnie niezaleznie zauwazyt Lickorish [Lic62, Lic64].

e Skrecenia Dehna maja bardzo geometryczna nature (sa jednoznacznie zwigzane z definiuja-
cymi je krzywymi zamknigtymi), co sprawia, ze wiele ich wtasnosci ma proste interpretacje
geometryczne. Méwigc w duzym uproszczeniu, badanie skrecenn Dehna (a wigc posrednio
wszystkich elementéw M (Sy)) sprowadza si¢ do badania wtasnoéci krzywych zamknigtych
na powierzchniach. Manifestacja tej uwagi jest fakt, ze wiele fundamentalnych wtasnosci
grup klas odwzorowan uzyskano badajac rézne kompleksy symplicjalne stowarzyszone z
konfiguracjami krzywych na powierzchniach [HT80, Har83, Waj83, Har85, IM99, MM99].

e Jak pisalem we wstepie, sa rézne konstrukcje 3 i 4 rozmaitosci, ktére za punkt wyjscia
maja klasy izotopii homeomeorfizméw powierzchni. W wiekszosci tych konstrukeji skrecenia
Dehna odgrywaja bardzo szczegélna role, np. prowadza do chirurgii Dehna w przypadku
rozktadéw Heegaarda [Lic62], czy tez do widkien osobliwych w rozwiéknieniach Lefschetza
[KS09].

e Maksymalne grupy abelowe generowane przez roztaczne skrecenia Dehna sa jednocze$nie
maksymalnymi beztorsyjnymi podgrupami abelowymi grupy klas odwzorowan [BLM83]. Te
kraty generowane przez skrecenia Dehna pozwalaja nasladowac niektére techniki badawcze
stosowane przy badaniu grup liniowych [Iva88].

e Skrecenia Dehna sa bardzo blisko zwigzane z elementarnymi warkoczami i z tego powodu
dzielg z nimi wiele algebraicznych wlasnosci [BHT71].

Nasza wiedza o skreceniach Dehna na powierzchniach nieorientowalnych jest znacznie ubozsza.
Wiadomo [Lic63], ze nie generuja one calej grupy klas odwzorowan M (Ny), a jedynie jej pod-
grupe 7 (Ng) indeksu 2, tzw. podgrupe skreceri (twistow).

Prawdopodobnie pierwszg praca badajaca w systematyczny sposéb wlasnosci skrecenn Dehna na
powierzchniach nieorientowalnych jest [H1]. Punktem wyjscia do tych badan byta analiza dzia-
tania skrecenia Dehna t, na innej krzywej zamknietej b. W przypadku orientowalnym dziatanie
to ma bardzo prosty opis w jezyku geometrycznego indeksu przeciecia I(a,b) krzywych a i b.

It (b),b) = |n| - I(a,b)>

Okazuje sie, ze w przypadku nieorientowalnym opis ten komplikuje si¢ i przyjmuje postaé ([H1],
twierdzenie 3.3)

k
I(tg(6),0) = In| - I(a,b)* = >k, (1)

gdzie k; sa pewnymi liczbami naturalnymi w geometryczny sposéb wyznaczonymi przez wza-
jemne polozenie krzywych a i b. W odréznieniu od przypadku orientowalnego, dowéd wzoru (1)
jest doéé techniczny i skomplikowany. Opiera si¢ on na dokladnej analizie wpltywu wzajemne-
go potozenia krzywych a i b na mozliwe redukcje punktéw przeciecia krzywych t,(b) i b. Jako
wniosek z dowodu wzoru (1) otrzymalem nastepujace oszacowania ([H1], stwierdzenie 3.14)

I(ty(b),b) > I(a,b)

n 2 (2)
I(t2(b),b) = (In] — 1)I(a,b)* +2I(a,b) — 2.

Oszacowania te maja kilka natychmiastowych konsekwencji

e Skrecenia Dehna na powierzchniach nieorientowalnych Ny innych niz No sa elementami
nieskoficzonego rzedu w M(N,) ([H1], wniosek 4.5). Stwierdzenie to jest dos¢ proste w
dowodzie w przypadku orientowalnym lub w przypadku skrecenia wzgledem krzywej nie-
rozdzielajacej (tzn. takiej krzywej a, dla ktérej przestrzen Ny \ a jest spéjna), jednak w
pozostatych przypadkach jest ono dalekie od bycia trywialnym.
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e Ogolniej, skrecenia Dehna wzgledem roztacznych krzywych generuja wolna grupe abelowa
([H1], stwierdzenie 4.4)

e Istnieja geometryczne charakteryzacje réznych relacji miedzy skreceniami Dehna: ) = t{f ,
tith = thtl, 1kt = thtitk ([H1], stwierdzenia 4.6, 4.7 i 4.8).

W dalszej czesci pracy [H1] zajmowalem sie problemem wyznaczenia centrum grupy klas odwzo-
rowan powierzchni nieorientowalnej ([H1|, stwierdzenie 6.2 1 wniosek 6.3) oraz ogélniej, centrali-
zatora podgrupy twistéw 7 (Ng) ([H1], twierdzenie 6.2). Podstawowym narzedziem w tej czesci
pracy byly wprowadzone w [H1] rozklady na spodnie i spédnice (ang. P-S decompositions). Poje-
cie to okazalo si¢ by¢ uzytecznym réwniez w innych badaniach grup klas odwzorowan powierzch-
ni nieorientowalnych [P1], [AS14]. Dodatek do pracy [H1] zawiera opis grupy klas odwzorowan
butelki Kleina z jednym naktuciem lub skladows brzegu ([H1], twierdzenia A.5 i A.7).

Bardzo naturalnym pytaniem wytaniajacym sie po badaniach zainicjowanych w pracy [H1] byto
pytanie o mozliwe relacje pomiedzy dwoma réznymi skreceniami Dehna. W przypadku oriento-
walnym prawdopodobnie juz od lat 70-tych ubieglego wieku bylo wiadomo, ze

Twierdzenie 1 Jezeli geometryczny indeks przeciecia dwdch okregéw a i b jest réwny co naj-
mniej 2, tzn. I(a,b) > 2, to skrecenia Dehna t, ity generujqg grupe wolng.

Wiadomo, ze fakt ten byl znany W. Thurstonowi, prawdopodobnie tez N. Iwanowowi, a precy-
zyjny dowéd mozna znalezé np. w pracy [Ish96]. Naturalnym jest pytanie, czy analogiczne twier-
dzenie jest réwniez prawdziwe w przypadku nieorientowalnym? Pytanie to kilkukrotnie byto mi
wprost stawiane przez réznych matematykéw, ale przez kilka lat préoby dowodu twierdzenia 1 w
przypadku nieorientowalnym konczyly sie niepowodzeniem. W przypadku orientowalnym zna-
nych jest w tej chwili kilka réznych dowodéw i nie sg one specjalnie trudne. Co ciekawe, kazdy
z tych dowodéw w do$é spektakularny sposob zatamuje sie przypadku nieorientowalnym. Np.
dowdd Ishidy [Ish96] opiera sie na prostej obserwacji ([Ish96], lemat 2.3), ze jezeli I(a,b) > 2, to

I(¢c,a) > I(c,b) = I(tZ(c),a) < I(t’;(c),b). (3)

Powyzsza wlasnoéé pozwala uzy¢ lematu o ping-pongu i w dos$¢ prosty sposéb wywnioskowac,
7e grupa generowana przez to i ¢, jest wolna. Okazuje sie, ze w przypadku nieorientowalnym
implikacja (3) nie jest prawdziwa i co gorsza, istnieja wystarczajaco generyczne kontrprzyklady
([H5], przyktady 3.2, 3.3 i 3.4), ze trudno oczekiwa¢ prostego sposobu (zalozen) na naprawienie
tej sytuacji.

Pomimo tych trudnoéci, w pracy [H5] udalo mi si¢ udowodni¢ twierdzenie 1 w przypadku nie-
orientowalnym ([H5], twierdzenie 13.2). Dowéd jest jednak bardzo diugi i skomplikowany tech-
nicznie. Ogélna idea dowodu polega na ograniczeniu klasy krzywych ¢, na ktérych pozwalamy
dziala¢ skreceniom t, ity tak, aby implikacja (3) byla prawdziwa. Szczegdty sa dos¢ techniczne,
wiec nie sposéb tutaj dokladnie ich opisaé, ale w generycznym przypadku ([H5], stwierdzenie
7.1) ograniczenie polega na rozwazaniu krzywych, ktore sa zdefiniowane w otoczeniu a U b, i
ktére wystarczajaco mocno owijaja sie wokol a lub b (ang. winds strongly around a or b, roz-
dzial 6 w [H5]). Ten sposéb dowodu nadal pozostawia 3 nieskoficzone rodziny przypadkéw ([H5],
rozdzial 6): (S1), (S2) i (S3), ktére wymagaja bardziej szczegétowej analizy ([H5], rozdziaty 9 i
10). Osobnej analizy wymagaja tez przypadki I(a,b) = 31 I(a, b) = 2 ([H5], rozdziaty 11 i 12).
Sama metodologia dowodu jest naturalna kontynuacja metod wypracowanych w [H1] i polega
na dokladnej analizie wptywu wzajemnego polozenia krzywych a i b na mozliwe redukcje punk-
téw przeciecia krzywych tk(c) i b. W trakcie dowodu bytem zmuszony wprowadzié wiele réznych
nowych poje¢ zwigzanych z mozliwym wzajemnym potozeniem dwéch okregéw na powierzchni
i w przyszloéci planuje wyabstrahowaé czes¢ tych wilasnosci tak, aby uzyska¢ narzedzie moc-
niejsze niz geometryczny indeks przecigcia, ktérego przydatno$é w przypadku nieorientowalnym
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jest do$é ograniczona. W chwili obecnej wlasnie brak takich narzedzi jest gtéwnym powodem
nieproporcjonalnego skomplikowania tego dowodu. Cytujac jednego z anonimowych recenzentéw
pracy [H5]

On the other hand, I tried other approaches (for example, through the orientable double covering
of a non-orientable surface) in order to find an alternative proof to that of the present paper,
but without success. So, I am now convinced that it would be hard to find a simpler proof of the
main theorem with the current known techniques in the field.

Krétko po ukazaniu sie pierwszej wersji pracy [H5] (w formie preprintu) réwniez Dan Marga-
lit podjat prébe znalezienia prostszego dowodu twierdzenia 1 w przypadku nieorientowalnym
lub bezposredniego sprowadzenia tego twierdzenia do przypadku orientowalnego. Préby te za-
koficzyly sie niepowodzeniem, ale przy okazji zauwazyliémy (w prywatne]j korespondencji z D.
Margalitem), ze po podniesieniu twierdzenia 1 na nakrycie orientowalne otrzymujemy szczegol-
ny przypadek tzw. hipotezy Leiningera-Margalita ([LM10], hipoteza 5.1), w my$l ktérej dwa
elementy grupy Torelli albo sa przemienne, albo generuja grupg wolng. Obserwacja ta zostata
szczegbdlowo opisana w pracy [H6|, co teraz pokrétce omowie.

Jak wiadomo [Pow78], grupa Torelli Zy(S,) jest generowana przez dwa rodzaje elementéw: skre-
cenia Dehna wzgledem krzywych rozdzielajacych oraz elementy postaci tatb_l, gdzie a 1 b sa
réznymi, ale homologicznymi klasami izotopii krzywych zamknigtych (sa to tzw. odwzorowania
par ograniczajgcych, ang. bounding pair maps). Co wigcej, jezeli g > 3, to grupa Z4(Sg) jest
generowana przez same odwzorowania par ograniczajacych. Jezeli dodatkowo zalozymy, ze ist-
nieje symetria o: Sqg — Sy, ktéra przeprowadza a na b, to element t4t;, ! mozemy traktowaé jak
podniesienie pojedynczego skrecenia Dehna z powierzchni Sg/(0). Jezeli symetria o nie posia-
da punktéw stalych, to powierzchnia Sg/(o) jest automatycznie nieorientowalna. Korzystajac
teraz z faktu, ze w pracy [H5] udalo mi sie rozszerzy¢ twierdzenie 1 na przypadek nieoriento-
walny pokazalem, ze symetryczne pary odwzorowan par ograniczajacych albo sa przemienne,
albo generuja grupe wolna ([H6], twierdzenie 2.3). Fakt ten, oraz duzy zbior przyktadéw od-
wzorowan spekliajacych zalozenia tego twierdzenia stanowi silng przestanke ku prawdziwosci
hipotezy Leiningera-Margalita. W ramach dalszych badan planuje rozszerzy¢ i usystematyzowaé
metody stosowane w pracy [H5] tak, aby w pelnej ogo6lnoéci udowodnié, ze pary odwzorowai
ograniczajacych spelniaja tez¢ hipotezy Leiningera-Margalita.

Opisana wyzej historia dowodu twierdzenia 1 z jednej strony bardzo dobrze ilustruje problemy
jakie pojawiaja, sie gdy prébuje sie uogélni¢ dobrze znane twierdzenia z przypadku oriento-
walnego na nieorientowalny. Z drugiej strony, badanie powierzchni nieorientowalnych dostarcza
nowego punktu widzenia na powierzchnie orientowalne, czego dobra ilustracja jest praca [H6].
Inny ciekawy przyklad tego typu to praca [Szel0], w ktoérej B. Szepietowski skonstruowatl nie-
trywialne wlozenia grupy warkoczy w grupe klas odwzorowan M (S,) powierzchni orientowalnej
Sy przechodzac po drodze przez powierzchnie nieorientowalna Nj.

4.3 SKRECENIA DEHNA JAKO GENERATORY GRUP KLAS ODWZOROWAN

Jak juz wspominalem, skrecenia Dehna sa generatorami grup klas odwzorowai w przypad-
ku orientowalnym, ale jak zauwazyl Lickorish [Lic63], w przypadku nieorientowalnym skrecenia
Dehna generuja podgrupe T (Ny) indeksu 2 w M(Ny). Aby uzyskac pelen zbiér generatoréw gru-
py M(N,) Lickorish zdefiniowal nowy rodzaj homeomorfizmu, tzw. $lizg wstegi Mobiusa (ang.
crosscap slide lub Y -homeomorfizm). Kilka lat pézniej Chillingworth [Chi69], a potem Birman
i Chillingworth [BC72] podali prosty skoficzony zbiér generatoréw grupy M(N,) skladajacy si¢
ze skrecen Dehna i jednego slizgu wstegi Mobiusa y. Ten zbior generatoréw byt nastepnie roz-
szerzony przez Korkmaza [Kor02b] na przypadek grupy klas odwzorowan M(N) powierzchni
nieorientowalnej z naktuciami, a nastepnie w pracy [P2] na przypadek grupy klas odwzorowan
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M(N;fs) powierzchni z brzegiem, co bedzie bardziej szczegdlowo opisane w dalszej czesci auto-
referatu.

Skrecenia Dehna generuja podgrupe 7 (Ng) indeksu 2 w grupie M(Ny), a przypadku powierzchni
z nakluciami i brzegiem jest to podgrupa 7 (Ng) indeksu 2l w M(Ng) ([H2], wniosek
6.4). Wlasnie ten duzy indeks jest glownym problemem technicznym utrudniajacym wyznaczenie
generatoréw grupy 7 (N,'s) startujac od generatoréw grupy M(Ng,). Niemniej udalo sie uzyskaé
bardzo prosty zbiér generatoréw grupy 7 (N ) ([H2], twierdzenie 6.2). Co ciekawe, pomimo
duzego indeksu, otrzymany zbiér generatoréw bardzo nieznacznie r6zni sie od zbioru generatoréw
grupy M(N},) otrzymanego w [P2].

W drugiej czesci pracy [H2] zajalem si¢ problemem wyznaczenia pierwszej grupy homologii
(abelianizacji) grupy 7 (N7) ([H2], stwierdzenie 7.16 i twierdzenie 8.1). Tutaj trudnoé¢ polegata
na tym, ze do dzi§ nie jest znane pelne przedstawienie grupy T(Ngs), a w momencie pisania
pracy [H2] nie bylo znane przedstawienie nawet dla grupy T (Ny) (z wyjatkiem kilku trywialnych
przypadkéw). Strategia wyznaczenia abelianizacji grupy G przy braku przedstawienia opiera si¢
na odgadnieciu wyniku H a nastepnie udowodnieniu, ze wszystkie generatory G s rownowazne
z generatorami H (modulo abelianizacja) oraz dowodzie nietrywialnosci generatoréw i relacji
definiujacych H (poprzez konstrukcje odpowiednich ilorazow abelowych G).

Niezwykle waznym osiagnieciem w badaniach grup klas odwzorowan powierzchni nieorientowal-
nych bylo uzyskanie przez L. Parisa i B. Szepietowskiego [PS15] pelnego przedstawienia grupy
M(N,). Przedstawienie to jest dos¢ proste, ale uzyty w nim zbiér generatoréw jest znacznie
wiekszy niz zbiér generatoréw grupy M (N,) znaleziony przez Chillingwortha [Chi69]. Wyni-
ka to z tego, ze przedstawienie Parisa-Szepietowskiego ma strukture produktu z amalgamacja
odpowiadajacemu dwém réznym modelom topologicznym powierzchni Ny. W konsekwencji ich
przedstawienie uzywa g — 1 generatoréw ui, ug, . . ., Ug—1, ktére nie sg skreceniami Dehna, a na-
wet wiecej, nie sa elementami grupy 7 (INy) generowanej przez skrecenia Dehna. Elementy u; to
tzw. transpozycje wsteg Mobiusa (ang. crosscap transposition).

W pracy [H3] udato mi si¢ uproscié¢ przedstawienie Parisa-Szepietowskiego ([H3], twierdzenia
3.11 3.5) zastepujac wszystkie generatory ui, ..., Ug—1 jednym $lizgiem wstegi Mdbiusa y oraz
inwolucjg hipereliptyczng o (ktéra moze by¢ dos¢ latwo usunigta ze zbioru generatoréw). W ten
sposéb otrzymane przedstawienie uzywa jako generatoréw zbioru generatoréw Chillingwortha.
Co wiecej, zmniejszenie liczby generatoréw udalo sie przeprowadzié w taki sposéb, ze relacje
definiujace nie ulegly skomplikowaniu, a z pewnego punktu widzenia nawet ulegly uproszczeniu.
W szczegdlnosei, w drugiej czesci pracy [H3] udato nam si¢ poda¢ prosta interpretacje geome-
tryczng otrzymanych relacji ([H3], rozdziat 4). Wigkszoé¢ relacji powstaje w wyniku slizgania
wsteg Mdbiusa po trzech krzywych zamknietych o, 3, takich, ze vy = a - 3.

Sama metodologia upraszczania przedstawienia Parisa-Szepietowskiego bardzo mocno opierala
sie na zwiazku grupy warkoczy z grupa klas odwzorowan, w szczegdlnosci korzystatem z alge-
braicznych wlasnosci podgrupy hipereliptycznej Mh(Ng) grupy klas odwzorowan M(Ny) otrzy-
manych w [P4].

Otrzymane przeze mnie przedstawienie grupy M(N,) postuzyto miedzy innymi za punkt wyjécia
do bardzo ciekawych prac G. Omori oraz R. Kobayashi [Omol6, KO16], w ktérych uzyskano
nieorientowalne wersje przedstawienia typu Gervais [Ger96, Ger01] dla grup klas odwzorowan.
Przedstawiania te charakteryzuja sie nieskonczonym zbiorem generatoréw oraz bardzo prostym
relacjami.

Naturalna kontynuacja badan rozpoczetych w pracach [H2] i [H3] bylo wyznaczenie przedstawie-
nia dla podgrupy 7 (INy) skrecen Dehna. Oryginalne przedstawienie Parisa-Szepietowskiego jest
pod tym wzgledem bardzo problematyczne ze wzgledu na g — 1 generatoréw uq, . . ., Ug—1, Ktore
nie sg elementami 7 (Ny). Z tego powodu punktem wyjécia do otrzymania przedstawienia grupy
T(N,) bylo otrzymane wczeSnie] uproszczenie [H3] przedstawienia Parisa-Szepietowskiego, w
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ktérym jest tylko jeden generator y nie nalezacy do grupy skrecen T (N,). Problem wyznaczenia
przedstawienia dla grupy 7 (N,) zostal rozwiazany w pracy [H4] (twierdzenie 3.1). Gléwnym
wysitkiem w tej pracy byta proba otrzymania jak najprostszego przedstawienia i cel ten dos¢
dobrze udalo sie zrealizowa¢. Liczba nowych generatoréw jest bardzo niewielka (od3do 7w
zalesnosci od konkretnego przypadku) i nie zalezy od rodzaju g powierzchni. Réwniez licz-
ba relacji nie ulegla duzemu zwigkszeniu, wiekszosé relacji wyprodukowanych przez algorytm
Reidemeistera-Schreiera udalo sie wyeliminowaé. Podobnie jak w pracy [H3] podatem interpre-
tacje geometryczng otrzymanych relacji ([H4], rozdzial 4). Z drugiej strony, otrzymane przed-
stawienie prawdopodobnie nadal nie jest optymalne (szczegdlnie dla matych wartosci g) 1 jego
uproszczenie bedzie przedmiotem dalszych badan.

5. Omoéwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych.
Artykuly w czasopismach — przed uzyskaniem doktoratu

[D1] G. Gromadzki and M. Stukow. Involving symmetries of Riemann surfaces to a study of
the mapping class group. Publ. Mat., 48(1):103-106, 2004.

[D2] M. Stukow. The extended mapping class group is generated by 3 symmetries. C. R. Math.
Acad. Sci. Paris, 338(5):403-406, 2004.

[D3] M. Stukow. Small torsion generating sets for hyperelliptic mapping class groups. Topology
Appl., 145(1-3):83-90, 2004.

[D4] M. Stukow. Conjugacy classes of finite subgroups of certain mapping class groups. Turkish
J. Math., 28(2):101-110, 2004.

Artykuly w czasopismach — po uzyskaniu doktoratu

[P1] M. Stukow. Commensurability of geometric subgroups of mapping class groups. Geom.
Dedicata, 143:117-142, 20009.

[P2] M. Stukow. Generating mapping class groups of nonorientable surfaces with boundary.
Adv. Geom., 10(2):249-273, 2010.

[P3] M. Stukow. The first homology group of the mapping class group of a nonorientable surface
with twisted coefficients. Topology Appl., 178(1):417-437, 2014.

[P4] M. Stukow. A finite presentation for the hyperelliptic mapping class group of a nonrientable
surface. Osaka J. Math., 52(2):495-515, 2015.

[P5] M. Stukow. The hyperelliptic mapping class group of a nonorientable surface of genus g > 4
has a faithful representation into GL(¢% — 1,R). C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 354(10):1029—
1031, 2016.

[P6] A. Parlak and M. Stukow. Roots of crosscap slides and crosscap transpositions.
arXiv:1601.06096 [math.GT], 2016.

[P7] A.Parlak and M. Stukow. Roots of Dehn twists on nonorientable surfaces. arXiv:1701.00531
[math.GT], 2017.

Zawartoéé wszystkich powyzszych prac mozna podzieli¢ na kilka zasadniczych tematow.
5.1 GENERATORY TORSYJNE GRUP KLAS ODWZOROWAN

Specjalna rola elementéw torsyjnych (skonczonego rzedu) w grupach klas odwzorowan wynika
z faktu, ze kazdy taki element moze byé zrealizowany jako automorfizm pewnej powierzch-
ni Riemanna (lub Kleina w przypadku elementow zmieniajacych orientacje). Jednym z pierw-
szych spektakularnych zastosowan elementéw torsyjnych jako generatoréw grup klas odwzorowan
byl dowéd jednospdéjnosci przestrzeni moduli struktur powierzchni Riemanna na ustalonej po-
wierzchni orientowalnej Sq [Mac71]. Dowdd ten jest natychmiastowsg konsekwencja tego, Ze grupa
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klas odwzorowann M(Sgy) jest generowana przez elementy skonczonego rzedu. Do innych cieka-
wych rezultatéw dotyczacych generatoréw grup klas odwzorowan dolaczyly pdzniej twierdzenia
o tym, ze grupa M(Sy) jest generowana przez elementy rzedu 2 [MP87] oraz, ze grupa ta moze
byé wygenerowana przez dwa elementy [Waj96]. Wyniki te doprowadzity do naturalnych py-
tafi o minimalne zbiory generatoréw skladajace si¢ z elementow skonczonego rzedu. Ukazalo sig¢
wiele prac poéwieconych temu zagadnieniu [Luo00, Kas03, BF04, Sze04, Kor05, Sze06, Monlla,
Monl1b, Kor12, Dul5, Dul6|, wiec nie sposéb ich wszystkich szczegblowo oméwié, skoncentruje
sie wiec jedynie na moich wynikach.

Pierwsza nasza obserwacja (wspélnie z G. Gromadzkim) byto rozlozenie kazdego z generatorow
torsyjnych podanych przez Maclachlana [Mac71] jako produktu dwéch symetrii (tzn. zmienia-
jacych orientacje inwolucji). Konsekwencja istnienia takich rozktadéw byl fakt, ze rozszerzona
grupa klas odwzorowan M“—L(Sg) powierzchni orientowalnej Sy jest generowana przez symetrie
([D1], twierdzenie 1). Jako zastosowanie tej obserwacji udato nam sie¢ poda¢ nowy dowéd do-
skonatosci grupy klas odwzorowan ([D1], wniosek 3). Praca [D1] jest ciekawa z punktu widzenia
uzytych w niej metod badawczych, ktore sa polaczeniem obserwacji topologicznych z metoda-
mi algebraicznymi teorii automorfizméow powierzchni Riemanna. Tego typu hybrydowe metody
badawcze wydaja sie mie¢ duzy potencjal i po raz kolejny zostaly uzyte np. w pracy [P7], co
bedzie bardziej szczegbtowo opisane w podrozdziale 5.5.

W ramach dalszych badai udalo mi sie fakt generowania grupy M*(S,) przez symetrie znacznie
wzmocni¢ i wykazaé¢ ([D2], twierdzenie 3.1), ze grupa ta jest generowana przez trzy symetrie.
Wiadomo, ze Mi(Sg) nie jest grupa dihedralna, wigc otrzymany zbiér generatoréw jest mini-
malny.

Kolejnym rozpatrywanym przeze mnie zagadnieniem byly minimalne torsyjne zbiory generato-
réw dla hipereliptycznej grupy klas odwzorowan M"(Sy) (elementy torsyjne w grupie MI(S,)
odpowiadaja automorfizmom hipereliptycznych powierzchni Riemanna). Udowodnitem migdzy
innymi, ze kazda z grup MP(S,) i MPME(S,) jest generowana przez dwa elementy skonczonego
rzedu ([D3], twierdzenia 11 5), grupa MPIE(S,) jest generowana przez 3 symetrie ([D3], twierdze-
nie 9) oraz wykazalem, ze inwolucje generuja wlasciwg podgrupe grupy M"(S,) indeksu 2g + 1
lub 4g + 2 w zaleznosci od parzystosci g ([D3], twierdzenie 8).

5.2 PODGRUPY GEOMETRYCZNE GRUP KLAS ODWZOROWAN

Niech M bedzie powierzchnig (orientowalng lub nieorientowalna). Bardzo naturalna klasa pod-
grup grup klas odwzorowan M(M) sa tzw. podgrupy geometryczne, tzn. podgrupy i.(M(N))
indukowane przez wlozenia i: N — M podpowierzchni [PRO0]. W ramach moich badan [P1]
zajalem si¢ rozszerzeniem tego pojecia na przypadek powierzchni nieorientowalnych oraz na
przypadek podpowierzchni, ktore nie musza by¢ spéjne. W szczegdlnosci:

e opisatem jadro homomorfizmu . ([P1], twierdzenie 3.6);

e opisatem podpowierzchnie N, dla ktérych stowarzyszona podgrupa geometryczna i« (M(N))
jest wirtualnie abelowa ([P1], twierdzenie 8.1};

e podalem geometryczng 1 algebraiczng charakteryzacje wsp6étmiernych (ang. commensura-
ble) podgrup geometrycznych ([P1], twierdzenia 6.3, 7.1 1 7.3%

¢ podatem zwiazek pomiedzy podgrupa wspétmiernosci (ang. commensurator) podgrupy geo-
metrycznej, a stabilizatorem odpowiadajace] tej podgrupie podpowierzchni ([P1], twierdze-
nia 8.3 1 8.4).

Powyzsze wyniki pozwolily mi réwniez skonstruowaé duzg rodzing nieréwnowaznych skonczenie
wymiarowych reprezentacji unitarnych grupy M (M) ([P1], wniosek 9.8), co stanowi rozszerzenie
wynikéw uzyskanych przez L. Parisa w [Par02] na przypadek nieorientowalny.
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5.3 HIPERELIPTYCZNE GRUPY KLAS ODWZOROWAN

Bardzo wazng podgrupa grupy klas odwzorowan M(Sy) jest tzw. hipereliptyczna grupa klas
odwzorowari M"(Sy). Jest kilka powodéw jej duzego znaczenia:

e tak jak skonczone podgrupy grupy klas odwzorowan M (Sy) odpowiadaja grupom auto-
morfizméw powierzchni Riemanna, tak skoficzone skonczone podgrupy grupy M (S,) od-
powiadaja grupom automorfizméw hipereliptycznych powierzchni Riemanna;

e grupa Mh(Sg) jest centralnym rozszerzeniem stopnia 2 grupy klas odwzorowan sfery z 2g+2
naktuciami, ktéra to grupa jest bardzo blisko zwigzana z grupa warkoczy;

e prawie wszystkie relacje w przedstawieniu [Waj83] grupy M(Sg) pochodza z hipereliptycz-
nej podgrupy M"(S,).

Po raz kolejny, ze wzgledu na bogactwo literatury po$wieconej hipereliptycznej grupie klas od-
wzorowan [BH71, Bir74, Coh93, Kaw97, AT00, Kor00, BB01, BCGO01, Tan01, Mor03, AGO7,
Mor09, BCM13, BH15, BM15, BMP15] pomine szczegbtowy opis tego zagadnienia i skoncentru-
je sie na moich wynikach.

Punktem wyjécia do pracy [D4] bylo twierdzenie Harveya i Maclachlana moéwiace o tym, ze
kazdy element skoficzonego rzedu w grupie klas odwzorowan M(So,) sfery z r naktuciami jest
zawarty w maksymalnej grupie cyklicznej rzedu r,7 — 1 lub r — 2, oraz ze sa 3 klasy sprzezo-
noéci takich maksymalnych podgrup cyklicznych. W pracy [D4] rozszerzytem to twierdzenie i
dla kazdej podgrupy skonczonej N grupy M(Sor) wyznaczytem maksymalna podgrupe skon-
czong M zawierajaca N ([D4], twierdzenie 3). Co wiecej, wyznaczytem klasy sprzezonosci takich
maksymalnych podgrup skoficzonych M ([D4], wniosek 5). Bezposrednia konsekwencja otrzy-
manych wynikéw sa analogiczne rezultaty dla hipereliptycznej grupy klas odwzorowan Mh(Sg)
(|[D4], twierdzenie 8). W szczegdlnosci wykazatem réwniez, ze jest co najwyzej 5 klas sprzezonosci
maksymalnych podgrup skonczonych w MM (S,) ([D4], wniosek 9).

Jak juz wspominatem, skoficzone podgrupy hipereliptycznej grupy klas odwzorowai M"(S,) od-
powiadaja grupom automorfizmow hipereliptycznych powierzchni Riemanna. Jezeli zamiast po-
wierzchni Riemanna bedziemy rozwazaé¢ powierzchnie Kleina [AGT1, BEG85, Nat90, BEGG90,
BCGO01, Nat04], to naturalne jest badanie hipereliptycznej grupy klas odwzorowan MM (N,) po-
wierzchni nieorientowalnej N4. Praca [P4] jest poswigcona definicji oraz badaniom podstawowych
wlasnoéci tej grupy. Wyznaczytem w tej pracy przedstawienie grupy MM (Ny) ([P4], twierdze-
nie 4.1). Nastepnie, korzystajac z tego przedstawienia, wyznaczylem pierwsza grupeg homologii
Hi(M"(Ng); Hi(Ng; Z)) o wsp6lczynnikach w pierwszej grupie homologii H1(Ngy; Z) powierzchni
N, ([P4], twierdzenie 5.4).

Wiéréd réznych otwartych pytan dotyczacych grup klas odwzorowan jednym z najstarszych jest
pytanie o istnienie wiernej, skonczenie wymiarowej reprezentacji liniowej grupy M(Sy). Analo-
giczne pytanie w przypadku grupy warkoczy uzyskato pozytywna odpowiedz dzieki wynikom D.
Kramera [Kra00, Kra02] i S. Bigelowa [Big01]. W przypadku grup klas odwzorowan dostepne sa
tylko czesciowe wyniki [Kor00, BHTOL, BBO01] i pozytywna odpowiedz znamy tylko w przypadku
grup pokrewnych hipereliptycznej grupie klas odwzorowan M"(S,). W pracy [P5] rozszerzytem
te czesciowe wyniki na przypadek hipereliptycznej grupy klas odwzorowan M"(N,) powierzchni
nieorientowalnej Ny ([P5], gtéwne twierdzenie) i wykazatem, ze grupa MhI(Ny), dla g > 4 ma
wierna rzeczywistg reprezentacje liniowa wymiaru g —1.

5.4 WELASNOSCI HOMOLOGICZNE GRUP KLAS ODWZOROWAN

Badanie homologicznych wlasnosci grup klas odwzorowan ma bardzo diuga historig [Mum67,
Bir70, Bir71, Pow78, Har83, Har85, Har86, HZ86, Mor89a, Mor89b, Har91, Mor93, Kaw97,
Kor98, Tan01, BCP01, Kor02a, BF02, KS03, MW07, RW08, Wah08, BCM13, IS15].
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W ramach moich badanh rozszerzytem wyniki M. Korkmaza [Kor02b] i obliczylem pierwsza grupe
homologii (abelianizacje) grupy klas odwzorowan M(Ng;) powierzchni nieorientowalnej Ng , z n
nakluciami i s sktadowymi brzegu ([P2], twierdzenie 6.22). Aby to zrobi¢ wyznaczyltem najpierw
zbiér generatoréw grupy M(Ng's) ([P2], twierdzenia 5.2 i 5.3).

Krétko po ukazaniu sie pierwszej wersji pracy [P2] (jako preprintu) N. Wahl zauwazyta, ze otrzy-
mane przeze mnie wyniki s czgsciowo sprzeczne z rezultatami zawartymi w jej fundamentalnej
pracy [Wah08] (wtedy majace]j jeszcze status preprintu) po$wieconej rozszerzeniu twierdzenia
Madsena-Weissa [MWO07] na przypadek nieorientowalny. J ak sie pozniej okazalo (w wyniku pry-
watnej korespondencji z N. Wahl) przyczyna niezgodnosci byl blad w jednym z ciagéw spek-
tralnych uzytych do dowodu homologicznej stabilnosci grup klas odwzorowan. Blad ten zostal
skorygowany w ostatecznej wersji pracy [Wah08].

Dwa kolejne wyniki homologiczne: obliczenie abelianizacji grupy skrecen 7 (N ) oraz obliczenie
homologii skreconych hipereliptycznej grupy klas odwzorowan opisatem juz wczeéniej w podroz-
dziatach 4.3 1 5.3.

Najnowszym moim rezultatem homologicznym jest rozszerzenie wyniku S. Mority [Mor89b]
na przypadek nieorientowalny. Obliczylem pierwsza grupg homologii Hy (M (Ny); Hi(Ng;Z)) o
wspolczynnikach w pierwszej grupie homologii 1(Ng; Z) powierzchni Ng ([P3], twierdzenie 1.1).
Wiynik ten udalo si¢ uzyska¢ w oparciu o uproszczone przedstawienie [H3] Parisa-Szepietowskiego
[PS15] grupy klas odwzorowan M (Ng).

5.5 PIERWIASTKI Z GENERATOROW GRUP KLAS ODWZOROWAN

Jak juz wielokrotnie wspominatem, jednymi z najwazniejszych elementéw grup klas odwzorowan
sa skrecenia Dehna. Skrecenia Dehna wzgledem roztacznych krzywych generuja wolne grupy abe-
lowe, co jest punktem wyjscia do stosowania metod badawczych znanych z teorii grup liniowych
do badania grup klas odwzorowan. Z tego punktu widzenia do$é zaskakujaca byla obserwacja
D. Margalita i S. Schleimera [MS09], ze skrecenia Dehna posiadaja pierwiastki.

W ramach naszych badan (wspélnie z moja magistrantka A. Parlak) zajmowaliSmy si¢ tym
samym pytaniem w przypadku generatorow grup klas odwzorowan powierzchni nieorientowal-
nych. W szczegélnosci podalismy peina charakteryzacje, kiedy istnieja pierwiastki (w grupie
M(N,)) ze lizgu oraz transpozycji wsteg Mébiusa ([P6], gléwne twierdzenie) oraz podalismy
geometryczna konstrukcje takich pierwiastkow.

W ramach dalszych badan podali$my taka samg charakteryzacje dla skrecen Dehna na powierzch-
niach nieorientowalnych ([P7], twierdzenie 8) oraz sformutowaliémy proste arytmetyczne warunki
charakteryzujace wszystkie mozliwe pierwiastki z ustalonego skrecenia Dehna wzgledem krzywej
nierozdzielajacej ([P7], twierdzenie 7). Jak sie okazuje, pierwiastki takie sg blisko zwigzane z
dziataniami skonczonymi na powierzchniach (lub réwnowaznie z automorfizmami powierzchni
Riemanna i Kleina) i dzigki temu mozliwe jest ich badanie w stworzonym przez Thurstona jezy-
ku orbifoldéw. W przypadku orientowalnym wiadomo [MR10, Mon14], ze maksymalny stopien
pierwiastka w grupie M(Sy) ze skrecenia Dehna wzgledem krzywej nierozdzielajacej jest réwny
29 + 1. W przypadku nieorientowalnym odpowiedZ na analogiczne pytanie jest o wiele bardziej
skomplikowana i bardzo zalezy od dzielnikéw pierwszych rodzaju powierzchni g — twierdzenia 9
i12 w [P7].

W drugiej czesci pracy [P7] podaliSmy szereg geometrycznych konstrukeji pierwiastkow ze skre-
cefh Dehna. W konstrukcjach tych kluczows rolg odgrywa tzw. relacja tréjzebu ([P7], stwierdzenie
4), ktéra jest wspolnym uogdlnieniem klasycznych relacji lahcucha i gwiazdy.

Wiyniki otrzymane w pracach [P6] i [P7] stanowia naturalng kontynuacje badaf rozpoczetych w

pracach [BP08, MS09, MR10, Rajl3, Mon14].
" ﬁMd
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