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Na stronie internetowej prof. Michata Misiurewicza (http://at.yorku.ca/t/a/i/c/41.htm) mozna
znalez¢ zdanie: Combinatorial Dynamics has its roots in Sharkovsky’s Theorem. To wazne
stwierdzenie podkresla role¢ 1 znaczenie tego twierdzenia w wielu rozwazaniach
matematycznych. Nic wigc dziwnego, ze wielu autoréw budowalo uogdlnienia twierdzenia
Szarkowskiego, przy czym prace prowadzone byly w réznorodnych kierunkach. Odpowiednia
literature sygnalizuje praca Doktoranta.

Praca doktorska p. Pawla Barbarskiego sktada si¢ z dwoch, dos¢ odmiennych w swym
charakterze, czgsci. Pierwsza z nich (prace [A] i [B]) inspirowana artykulem J. Andresa
Randomization of Sharkovskii-type theorem, dotyczy multifunkcji. Druga (artykut [C]) zostata
poswigcona rozwigzaniu pewnego problemu zwigzanego z pierscieniami funkcji spetniajacych
tez¢ twierdzenia Szarkowskiego.

Omowienie merytorycznych wynikow zawartych w recenzowanej rozprawie podziele,
analogicznie jak Autor, na dwie czesci. Pierwsza z nich bedzie dotyczyla rozdziatu
zatytutowanego Randomization of Sharkovsky-type results, druga - rozdziatu Rings of
Sharkovsky functions. W omowieniu pomijam czesci Introduction oraz Preliminaries, chociaz
dalej zasygnalizuje pewne uwagi ich dotyczace.

Na wstepie chciatbym podkreslic, Ze p. P. Barbarski starannie przemyslat scalenie obu prac [A]
i [B]. Swiadczy o tym na przyktad Definicja 2.8 (str. 15 w Summary of the dissertation). W
pracy [A] rozwazane sg operatory mierzalne i losowe (Definicja 2.7 str. 416), a w pracy [B]
badane sg wytacznie operatory losowe, ktorych definicja (2.6 str. 1974) odpowiada operatorom



mierzalnym z pracy [A]. Wspomniana Definicja 2.8 z czgsci zasadniczej (Summary of the
dissertation) odpowiada okresleniu zamieszczonemu w artykule [B] i oczywiscie jest zwigzana
z pojeciem uzywanym w pracy J. Andresa Randomization of Sharkovsky-type theorem
(Definicja 3 str. 1387).

Innym faktem potwierdzajacym dobre scalenie wynikow obu prac jest polgczenie na str. 16 —
17 Twierdzen 3.1 i 3.2 oraz na str. 18-19 Twierdzen 3.4 — 3.6, uzupemionych Twierdzeniem
3.7 na str. 19-20 i odpowiednimi wnioskami na str. 20. W tym przypadku mam jednak pewng
uwage krytyczng, ktorg opisze na przyktadzie Theorem 3.5. Autor sugeruje, ze jest to
twierdzenie 4.1 z pracy [B], przy czym Twierdzenie 3.5 dopuszcza by dziedzing byt przedziat
I, podczas, gdy Theorem 4.1 w pracy [B] zaktada, Ze dziedzing jest prosta R. Prawdopodobnie
Autor zauwazyl, ze teza pozostaje prawdziwa rowniez w przypadku, gdy dziedzing jest 7 (do
tego faktu powrdce w dalszej czgsci recenzji).

Glownym celem prac [A] i [B] bylo (uzywajac terminologii z recenzowanej dysertacji)
uogodlnienie pewnych twierdzen z pracy J. Andresa ,z zakresu randomizacji twierdzenia
Szarkowskiego” (cytat str. 9-10). Warto w tym miejscu zacytowac zapis ze str. 6. As a tool for
proving the randomized generalizations of the theorem we use the characterizations of random
operators having a periodic random orbit, a tool firstly proposed and applied in [1]. These type
of characterization is called transformation to deterministic case, since we express the
existence of a random orbit through the existence of the “deterministic” orbits.

W obu pracach autor dazy do wynikéw o podobnej strukturze, ale nie mozna powiedziec, ze sa
one identyczne lub, ze jedng z tych prac mozna tatwo zastapi¢ druga. Ponizej opiszg
przyktadowe roznice rozwazan zawartych w tych pracach.

Twierdzenie Szarkowskiego oraz wigkszos¢ jego uogolnien dotyczy funkcji, multifunkcji i
operatoréw cigglych lub bliskich pojgciu ciggtosci (np. w cytowanej pracy P. Szucy [14] sg to
funkcje o wykresie spojnym i typu Gs). W pracy [A], w gtownych twierdzeniach, Autor zaktada
cigglos¢ (Twierdzenia 3.4, 4.2, 44) i Kkorzysta z twierdzenia Kuratowskiego,
Ryll-Nardzewskiego o mierzalnej selekcji. Bardzo wazna w tych rozwazaniach jest ciggtos¢
funkcji dypkm, a zatem, w kontekécie Lemma 3.2 (str. 417), ciggtos¢ i mierzalnos¢ operatora ¢.
Ponadto w twierdzeniach o rozktadzie w pracy [A] Autor rozwaza przestrzenie polskie.

Inny kierunek rozwazan pojawit si¢ w pracy [B]. Rozwazana jest tam dolna i gorna pétcigglosc,
przy czym jedynie w przypadku dolnej poélcigglosci mamy ,,peing tezg twierdzenia
Szarkowskiego” (Twierdzenie 4.1 str. 1977). Twierdzenie 4.3 (str. 1977) ma tez¢ twierdzenia
Szarkowskiego z pewnymi ograniczeniami. W tej pracy Autor korzysta z wyniku S. J. Leese
(Proposition 2.4 str. 13 w Summary of the dissertation oraz Lemma 2.1 str. 1973 w [B]). W celu
otrzymania gtéwnych wynikéw wystarczy w tym przypadku mierzalnos¢ dexm, a w odniesieniu
do rozktadéw, Autor korzysta z przestrzeni Suslina. Mozna powiedzie¢, Zze w pracy [B]
ostabiono ciaglos$¢ na rzecz dolnej i gérnej potciagtosci, ale za ceng rozwazania rodziny Suslina
jako o-ciata.

Nalezy dodatkowo zwroci¢ uwage, ze w [A] rozwazane sa przestrzenie L7, a prace [B] koncza
interesujgce rozwazania dotyczace inkluzji rozniczkowych.

Mozna oczywiscie dalej wskazywac roznice (np. w pracy [A], przestrzen to prosta rzeczywista
lub odcinek, a w artykule [B] tylko prosta), ale nie sa to roznice istotne. Na marginesie, wydaje
sie, ze zarowno w [A], jak i w [B] mozna byloby rozwaza¢ po prostu niejednoelementowe
przedziaty domknigte.



Autor rozprawy podkresla, ze inspiracja do podjecia badan byta praca J. Andresa i w Slad za
nig stosuje ,,transformation to deterministic case” (np. Abstract w pracy [A]). Wazne jest jednak
odnotowanie, ze p. P. Barbarski nie wzorowat si¢ biernie na zapisach stosowanych w pracy [1],
cho¢ niektére sformutowania sg analogiczne lub wrecz rownowazne. Przyktadem moze by¢
definicja k-orbity. W pracach [A] i [B] jest taka sama definicja i wydaje si¢ ona zbiezna z
okresleniem J. Andresa w [1], przy czym ujgcie w tej rozprawie jest zapisane precyzyjnym
jezykiem matematycznym (w pracy [1] uzyte zostalo bardziej opisowe sformutowanie w
punkcie (ii) definicji k-orbity na str. 1386).

Pewne idee w pracach [A] i [B] sa wzorowane na [1]. Nalezy jednak podkresli¢, ze nie jest to
powielanie metod z pracy J. Andresa, a raczej tworcze ich rozwinigcie. Podam przyktad. W obu
pracach [A] i [B] rozumowania sg prowadzone z wykorzystaniem funkcji dpg,m. Pierwsza czesé
okreslenia tej funkcji jest identyczna z definicja funkcji d w pracy [1] (Lemma 1 str. 1387).
Pawetl Barbarski wprowadza pewne ,,uzupetienie” i jest to zabieg istotny dla prowadzonych
rozwazan. Najkrocej, w pracy [A] Autor wykorzystuje twierdzenie wymagajace stabej
mierzalnosci multifunkcji, podczas, gdy w [1] wykorzystywane jest twierdzenie zaktadajgce
mierzalno$¢ wykresu. Oczywiscie w tle rozwazan sg funkcje Dgpim, ktore, moim zdaniem,
pozwalaja uzyskac¢ w prosty sposob efekty analogiczne do tego co mozna odczytaé z rozwazan
zawartych w [1] od str. 1389".

Nalezy rowniez podkresli¢ interesujgce wiaczenie ideatéw do rozwazan zawartych w [A] i [B].

Podsumowujgc, uwazam, Ze prace [A] i [B] zawierajg interesujgce rezultaty poglebiajace
wiedzg w zakresie tej tematyki. Prace te sg uzupetione oryginalnymi wynikami dotyczgcymi
przestrzeni L” w pracy [A] oraz inkluzjami r6zniczkowymi w pracy [B].

Przejdziemy teraz do analizy pracy [C].

Punktem wyjscia do rozwazan zawartych w tym artykule byt Problem 2 z pracy [11] (numeracja
z Summary of the dissertation). Nalezy podkresli¢, ze p. Piotr Barbarski tworczo rozwingt to
zagadnienie, modyfikujac rowniez sam problem. Do ostatecznego rozwigzania (Twierdzenie
7.3 str. 96 w [C]) prowadzg wyraznie zasygnalizowane etapy posrednie. Przyktadem moze by¢
Corollary 4.5 (str. 87 w [C]), gdzie badanie ogranicza si¢ do jednoelementowej rodziny ztozonej
z funkcji bedacej identycznosciag. W tym miejscu zaskoczeniem dla mnie byt fakt, ze
najmniejszy _A-pierscien generowany przez rodzing zlozong z identycznosci na zwartym
przedziale, jest inny niz na prostej rzeczywistej. Pokazuje to pewng subtelno$¢ naukows, jaka
musial wykaza¢ si¢ Autor przy prowadzeniu badan.

Dalej rozwazana jest jednoelementowa rodzina ztozona z funkcji Darboux i cickawe
Twierdzenie 5.4 (str. 89-90 w pracy [C]). Nadal jednak wyniki dotyczg postaci catego,
najmniejszego 4-pierscienia.

Czg$¢ 6 omawianej pracy zwigzana jest z rozktadem dziedziny funkcji oraz zbioru funkcji
ciggtych w najmniejszych 4 -pierscieniach generowanych przez rodzine ziozong z jednej
funkcji Darboux. W tym kontekscie szczegodlnie interesujgce jest Twierdzenie 6.10,
wykorzystywane poézniej do dowodu gléwnego twierdzenia pracy.

W pracy tej, p. P. Barbarski ograniczyt si¢ do funkcji Darboux, ktorych zbior wartosci jest
przedziatem domknigtym, pozostawiajac jako otwarty problem znalezienia AR ({f })NC
w pozostatych przypadkach.

W pracy [11] postawiony problem dotyczyt S-funkcji (definicja jest zwigzana z ciggloscig
pierwszego powrotu) oraz AS-pierscienia, ktory roznit sie od 4 -pierscienia tym, ze wszystkie



funkcje z pierscienia musiaty spetnia¢ tezg Twierdzenia Szarkowskiego. Nalezy podkresli¢, ze
zgodnie z Twierdzeniem 2.2 z [11] kazda S-funkcja jest funkcjg Darboux. Rozwazajgc zatem
funkcje /'€ D, Autor rozpatrywat ogdlniejsza sytuacj¢. Jednoczesnie, poniewaz istota badan
sprowadzala si¢ do znalezienia rodziny funkcji cigglych w rozwazanych pierscieniach, wiec
dotyczylto to funkcji spetniajacych teze twierdzenia Szarkowskiego.

Analizujac prace [C] uwazam, ze zawiera ona interesujace rezultaty, ktorych uzyskanie
wymagalo poszukania nietatwych rozwiazan. Nalezy przy tym podkresli¢, Ze narzedzia shuzgce
do uzyskania wynikéw byty wyraZznie odmienne od stosowanych w pracy [11].

Na koniec rozwazan og6lnych chciatbym podkresli¢ uczciwosé naukows p. P. Barbarskiego.
We wszystkich pracach wskazuje zrodlo swoich inspiracji nie tylko do tematyki badan, ale
rowniez w odniesieniu do poszczegdlnych fragmentéw pracy (dowodow, twierdzen, metod
itp.). Swiadcza o tym na przyktad: komentarz przed Proposition 2.2 w pracy [A] (str. 415);
utrzymanie tytutu czesci 3 pracy [A] takiego, jak w cytowanym artykule [2] wskazujacego na
analogiczno$¢ rozwazan; czy tez pierwsze zdanie dowodu Proposition 6.7 w pracy [C].

Przy czytaniu tych prac dostrzegtem rowniez pewne usterki oraz niedoskonatosci redakcyjne.
Oczywiscie te ostatnie moga by¢ wynikiem rozbieznodci w postrzeganiu pewnych spraw przez
Autora rozprawy oraz nizej podpisanego. Ze wzgledu na to, ze praca ta sktada sie gtdwnie z
artykutow juz opublikowanych, nie widzg potrzeby wypisywania wszystkich uwag (ktore Autor
moglby wykorzystaé¢ przy redagowaniu prac do druku). Ponizej zasygnalizuje tylko niektore z
nich.

Moim zdaniem bardziej precyzyjnie mozna byto wyjasni¢ pojecie ,,splitting”. W pracy [A] jest
ono uzywane lecz nie znalaztem definicji. Definicja tego pojecia wystepuje w Summary of the
dissertation i posrednio w pracy [B] w kontekscie definicji ,,nonatomic with respect to c-ideal”.
Wydaje sig, ze celowe byloby tez zasygnalizowanie problemu roztacznosci zbiorow
tworzacych rozktad.

Przy czytaniu ,,%a;czonych prac” duza trudnos$¢ sprawia uzywanie innej terminologii
w odniesieniu do tych samych (lub analogicznych pojec¢). Podam pewne przyktady.

W Summary of the dissertation (str. 15) oraz w pracy [B] (Definition 2.6 str. 1974) Autor
nazywa random operator w odniesieniu do pojecia measurable operator w pracy [A] (str. 416).

W pracy [A] Definicja 2.3 okresla pojecie ,selector” (podobnie jak w Summary of the
dissertation). W pracy [B] to samo poj¢cie nazywane jest ,,selection” (str. 1973).

W pracy [A] na str. 415. Autor napisat: Every measurable relation is weakly measurable (see
Proposition 2.1). Moim zdaniem celowe byloby zaznaczenie, ze w cytowanej pracy C. J.
Himmelberga zaktada si¢ doskonata normalnos¢ rozwazanych przestrzeni. Oczywiscie w
kontekscie przestrzeni rozwazanych w tej dysertacji skorzystanie z tego wyniku jest
usprawiedliwione.

W zwigzku z ostatniag uwaga chciatbym zauwazyc¢, ze w wielu miejscach Autor dos¢ oszczednie
wyjasnia zwiazki migdzy zatozeniami dotyczacymi przestrzeni wykorzystywanych w pracach
z ktorych korzysta, w kontekscie wtasnych rozwazan. Jako przyktad moze postuzy¢ Proposition
2.2 z pracy [A] i zalozenie c-zwartosci przestrzeni X. W dowodzie Autor korzysta np.



z Twierdzenia 6.2 pracy C. J. Himmelberga, w ktérym zatoZona jest osrodkowos¢ przestrzeni.
Oczywiscie w recenzowanej dysertacji wykorzystywany jest rowniez Corollary 4.2 z
zalozeniem o-zwartosci, ale warto byloby zamiesci¢ krotkie wyjasnienie odpowiednich
zaleznosci.

Na str. 417 w pracy [A] w okresleniu dpx,n brakuje znaku x.

Praca [B] str. 1979 — znaczenie symbolu \mathbb{Z} nie jest wyjasnione, a wyjasnione sg
symbole \mathbb {N}, \mathbb{R}, \mathbb{I}.

W moim przekonaniu w pracy [B] na str. 1978 w czterech akapitach rozpoczynajacych si¢ od
wyrazu ,,Suppose” przydatoby si¢ doktadniejsze wyjasnienie.

W pracy [C] na str. 85 powinno by¢ idx (jest id), bo mozliwo$¢ pomijania przestrzeni jest
opisana dopiero w nastepnym zdaniu.

Uwazam, ze niektore oznaczenia i zapisy moglyby by¢ doktadniej wyjasnione lub zapisane.
Przyktadowo w pracy [A] na poczatku dowodu Theorem 3.4 (str. 418) zamiast show the
implication to the left lepiej brzmiatoby uzycie dostatecznosci, podobnie w pracy [C] (str. 88-
89) do$¢ mylgce sg zapisy ,, = oraz ,, 0, ktore wydaja si¢ by¢ skierowane w nieodpowiednig
stroneg.

W pracy [C] na str. 85 Autor wprowadza aksjomaty definiujace 4 -pierscien numerujac je
liczbami z kropka (1. — 5.). W dowodzie Proposition 5.1 numery aksjomatéw zapisuje w
nawiasach okragtych.

Wyraznie brakuje przecinka po stowie ,,definition” na str. 93s (praca [C]).

Konkluzja. Uwazam, ze przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska p. P. Barbarskiego
zawiera duzo oryginalnych i wartosciowych wynikéw, ktorych uzyskanie dowodzi dojrzatosci
matematycznej Doktoranta. Biorgc pod uwage wszystkie wyzej przedstawione fakty
stwierdzam, ze rozprawa ta spetnia wszystkie ustawowe 1 zwyczajowe wymagania stawiane
pracom doktorskim i wnosze o jej przyjecie i dopuszczenie Autora do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.

Biorac pod uwage fakt, ze Autor rozprawy udowodnil, iz potrafi rozszerza¢ badania zwigzane
z wynikami zawartymi w pracach uznanych naukowcow, wspétpracowac z tymi matematykami
nad poglebianiem dotychczasowych rezultatow, poszukiwaé nietrywialnych zastosowan
badanych zagadnien (np. inkluzje rozniczkowe w pracy [B]) oraz atakowal problemy
postawione przez innych matematykow wnioskuje (pomimo dostrzezonych usterek) o uznanie

tej pracy za wyrézniajaca.
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