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Jest to cykl prac Scisle zwazanych z zagadnieniem przedstawienia funkcji
dwéch zmiennych jako zlozenie funkeji osiowych. Opis tych prac jak i szer-
szego ich umocowania w nastepnym rozdziale.
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2.1 Definicja

Definicja 1 Funkcja f : X x Y = X x Y jest osiowa gdy jest jednego z
dwdch typow

flz,y) = (z,9(x,y)) dlapewnej g: X xY =Y (f jest pionowa)
lub

f(z,y) = (9(z,y),y) dlapewnej g: X xY — X (f jest pozioma).

Podstawowym pytaniem jest ktére odwzorowania f zbioru X x Y sa
zlozeniem skonczonej ilosci odzorowar osiowych czyli czy f = hyo...0h,,
gdzie h; sa osiowe. Pytania te stawiali juz Banach i Ulam w ksigdze szkock-
iej. Pééniej Ulam w U] stawial nastepne pytania, na niektére udalo mi sie
odpowiedzieé. Przegladem wiadomosci o funkcjach osiowych jest czesé pracy
(S5).

2.2 Zbiory skonczone

Na pytanie Ulama [U, VIII 2] czy kazde odwzorowanie f : X XY = X x Y,
gdzie X i Y sg skornczone, jest zloZeniem skoriczonej ilosci funkeji osiowych
odpowiedZ twierdzaca dali Ehrenfeucht i Grzegorek w pracy [EG]. Wynik z
[EG] méwi, Ze by uzyskaé dowolng funkcje f : X x Y = X x Y wystarczy
zlozyé sze$¢ odzorowani osiowych, przy czym mozna zazgdaé by pierwsze bylo
ustalonego typu np. pionowe.

W tejze pracy stawiajg pytanie czy da sie zmniejszy¢ liczbe szesé. W mej
pracy [S1] zmniejszam te liczbe do pieciu, przy czym nadal mozna zadaé by
pierwsza funkcja osiowa byla np. pionowa.

W tej pracy podaje przyklad odzowowania (dla | X| =5 i |Y| = 4) ktére
nie jest zloZzeniem trzech odzorowan osiowych (péZniej Grzegorek, patrz [P],
znalaz} podobny przyklad dla | X| = |Y| = 3).

Plotka w [P] podal przyklad funkcji f: X xY = X x Y (gdzie | X|=31i
|Y'| = 93(!) ), ktéra nie jest zlozeniem czterech funkeji osiowych o ile pierwsza
funkcja osiowa bylaby funkcjg pionowa (ale jest zlozeniem 4 funcji osiowych
jesli pierwsza jest pozioma).

Problem czy kazda funkcja (dla skoriczonych X i Y') jest zlozeniem czterech
odwzorowan osiowych pozostaje nadal otwarty.

Innym rezultatem z [S1] (bedacym lematem dla gléwnego wyniku o pieciu
funkcjach) jest: dla dowolnej f : X xY — X xY istnieja osiowe funkcje k;, hs
i hy takie,2e [f~ (z,y)| = |(hachoohi)~}(z, y)| dla wszystkich (z,y) € X xY.
Tym razem liczby trzy nie mozna zmniejszyé.

Odnotujmy na koniec ([EG]), ze kazda permutacja zbioru X x Y (dla
skoriczonych X, Y) jest zlozeniem tylko trzech permutacji osiowych (i mozna
zgdaé by pierwsza byla np. pionowa).

2.3 Zbiory nieskonczone

Na pytanie Banacha [S, problem 47| czy kazda permutacja zbioru N x N da
si¢ uzyskaé jako zlozenie skonczonej iloSci permutacji osiowych twierdzaca
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odpowied? dala Nosarzewska w [N]. Pozniej w pracach [EG] i {G] uogélniono
i wzmocniono ten rezultat i uzyskano twierdzenia:

Twierdzenie 2 [G] Kaida permutacja zbioru X x Y, gdzie X lub Y jest
nieskoriczony, jest zloZeniem czterech permutacji osiowych (nie mozna jednak
wymagac by pierwsza z nich byla pozioma).

Twierdzenie 3 [EG] Kaida funkcja 2bioru X x Y w siebie, gdzie X lubY
Jest nieskoriczony, jest zloZeniem trzech funkcfi (nie permutacyi) osiowych.

Obie liczby (cztery i trzy) sa minimalne.

Odnotujmy kontrast ze zbiorami skoficzonymi gdzie permutacje sa zlozeniem
trzech permutacji osiowych a dla ”niepermutacji” nadal nie wiadomo ile os-
jowych funkcji trzeba zlozyé.

Dowéd wynikéw z pracy [S4] mozna latwo przerobié (uproécié) by uzyskaé
wynik, iz permutacje sg kombinacja jedenastu permutacji osiowych. Wynik
to oczywiscie gorszy od powyzszych, niemniej jednak jest to alternatywne
rozwiazanie problemu Banacha.

Wart wspomnienia jest wynik Komjath’a z o przeksztalcaniu podzbioréw
G x G, gdzie G to abelowa grupa (nieskoriczona), za pomoca zlozen bardzo
szczegdlnych permutacji osiowych -’slide’éw’ (patrz nastepna sekcja). Wynik
ten moéwi, ze kazdy abior A C G x G mona przeksztalcié na inny zbiér
B C G x G za pmocg dziesigciu slide’é6w’ o ile sa spelnione (calkiem oczy-
wiste) warunki: |A| = |B| oraz |G x G\ A| = |G x G\ B).

Praca Abert’a [A] takze uzywajaca 'slideéw’ zawiera wynik, ze grupa permu-
tacji nieskoniczonej grupy jest produktem skoriczonej ilosci (289(!)) pewnych
swych abelowych podgrup.

2.4 Plaszczyzna

Na pytanie Ulama [S, problem 20] czy homemorfizm kwadratu mozna przy-
blizy¢ zlozeniami homemofizmaméw osiowych twierdzaco odpowiedzial Eggle-
ston nastepujgcymi twierdzeniami:

Twierdzenie 4 [E| Kazdy homeomorfizm f : R? = R? jest granicg punk-
towg ciggu fn : R? = R?, gdzie f, jest zlozeniem osiowych homemorfizmduw.

Twierdzenie 5 [E] Niech f : [0,1]2 — [0, 1]? bedzie homeomorfizmem kidren
jest identycznodcig na brzegqu [0, 1)2 i niech € > 0. Istniejg wtedy homeomor-
fizmy osiowe h; : [0,1]2 — [0,1]%, 1 = 1, .., n, takie, ze Veeoap2 |Ano ..ok (p)—
f)l < e

Zatem mozna dowolnie blisko przyblizyé (w normie supremum) homeomor-
fizm kwadratu przez zloienie skoriczonej iloSci homeomorfizméw osiowych
(nie mozna jednak ograniczyé tej ilodci).

Choé Eggleston nie podaje takiego przykladu to mozna skonstruowaé home-

omorfizm kwadratu, ktérego nie mozna uzyskaé "dokladnie” jako zlozenie
skoriczenie wielu odwzorowarn osiowych - patrz [S3).
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Znajac wyniki Egglestona, Ulam zapytal [U, IV 2| czy mozna twierdzenia
5 oraz 4 uogdlnié na funkcje ciggle (nie tylko homeomorfizmy). Tym razem
odpowied? jest negatywna, mianowicie w pracy [S3] mamy

Twierdzenie 6 Istnieje funkcja ciggla f : [0,1]> — [0,1]% bedgca identy-
cznoscig na brzegu [0,1)2 kidrej nie moina przyblizyé w normie supremum
skoriczonym zloZeniem funkcji osiowych cigglych blizej niz %.

Innym pytaniem Ulama [U, IV 2] bylo pytanie czy moina wszytkie per-
mutacje (czyli izomorfizmy) borelowskie otrzymaé jako zlozenie permutacji
borelowskich. To pytanie pojawilo sig takze w pracy [S2]. OdpowiedzZ twierdzaca
jest w pracy [S4]

Twierdzenie 7 Kazda permutacja borelowska plaszczyzny jest zlozeniem 11
permutacji borelowskich osiowych. Dodatkowo mozina 2gdaé, by pierwsza per-
mutacja osiowa byla pionowa.

Liczba jedenascie zapewne nie jest minimalna.
Gdy pozwolimy by funkcje osiowe nie byly permutacjami to sytuacja sie
niezwykle upraszcza

Twierdzenie 8 [S2] Dowoina funkcja borelowska z ptaszczyzny w plaszczyzne
jest zlozeniem tylko trzech funkcji borelowskich osiowych, przy czym mozna
wymagaé, by pierwsza funkcja osiowa byla np. pionowa.

Liczba trzy jest oczywiscie minimalna. Jasnym jest takze, ze tutaj funkcje
osiowe sg dalekie od permutacji (nie s "na”).

Odnotujmy jeszcze wynik z [AK], ze kazda permutacja plaszczyzny jest
zlozeniem skoriczonej ilosci (209 (!)) bardzo szczegblnych permutacji os-
jowych - 'slidedw’ (f : R? — R? jest 'slide’ gdy istnieje g : R — R taka,
ze f(z,y) = (z,y + g(z)) lub f(z,y) = (z + g(y),y) ). W pracy [S3] i [S4]
odnosimy sie do wynikéw z [AK].

2.5 Wyszisze wymiary

Definicja 9 [EG] Funkcja f : X1 X ...x X, = Xi X ... x X, jest osiowa jesli
istniejg i € {1,...,n} oraz g : Xj x ... x X; = X; spelniajgce

f(mli saey xn) = (mlv ooy Ti=1, 9(331: seey zﬂ)’ Tigly - 311)'

Twierdzenie 10 [EG] Jesli przynajmniej jeden ze zbiorow X,,..., X, jest
nieskoriczony to kazda f: X3 X ... x X, = X X ... x X, jest zloZeniemn+1
funkcyj osiowych f = fay10...0 fi.

(wybér f, jest okreslony ktéry z X; ma najwigkszg moc)

Twierdzenie 11 [EG] Dla dowolnych zbioréw X\, ..., X, (skoriczonych lub
nie} i dowolnej permutacfi f : Xy x . x X, 5> Xix .. x X, jestkeNtze
f=fro..ofi, gdzie f; sg osiowe.
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Powyzej funkcje osiowe mogg by’c "nieregularne”, dla "regularnych” funkeji
w przypadku R™ mamy tylke wyniki dla funkeji borelowskich.
Twierdzenie 8 mozna latwo uogélnié¢ na IR"®. Ciekawsze jest jednak twierdze-
nie z [S5] uogdlniajace twierdzenie 7

Twierdzenie 12 Niech f : R* — R" bedzie izomorfizmem borelowskim,
istiejg wledy izomorfizmy osiowe borelowskie h; spelniajgce f = hyo...oh
(dla pewnego k).

Np. dlan =3, k < 22, minimalne liczby k (w zaleznosci od n) nie s3 znane.

Analog twierdzenia 5 dla [0, 1]* prawdopodobnie jest prawdziwy. Wydaje
sig, ze twierdzenie Binga i Moise ([B],[M]) o przyblizaniu homeomorfizméw
[0, 1]® homemorfizmami czeéciowo liniwymi moze byé przydatne.
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3 Pozostale prace

Wigkszoéé prac poza rozprawa (choé nie wszystkie) dotyczy funkeji symetrycznie
cigglych i warunkéw pokrewnych, sg to tematy zwigzane z pracg doktorska.

Definicja 13 Funkcja f : R — R jest symetrycznie ciggla w punkcie = gdy
limh_,of($+h) —f(IL'— h) =0.

Jak widaé jest to warunek slabszy niz ciagloé¢ niemniej jednak funkcje symetrycznie
ciagle maja wiele wlasnosci funkeji ciaglych.

W pracy [CS] dajemy przyklad funkcji wszedzie symetrycznie ciaglej ale
nie przeliczalnie cigglej tj. prosta nie da sie rozbi¢ na przeliczalnie wiele
zbioréw tak by na kazdym ta funkcja byla ciagla (jest to odpowiedZ na
pytanie Larsona z [CL]).

Prace [SD1] i [SD2] dotycza funkcji symetrycznie cigglych okreslonych na
podzbiorach prostej, dowodze tam, ze jesli dziedzina jest podzbiorem mierzal-
nym lub ma wlasnoé¢ Baire’a to funkcja symetrycznie ciggla ma podobne
wlasnosci jak funkcja okredlona na calej prostej (lub odcinku). Jednoczesnie
podaje przyklady niemierzalnych dziedzin gdzie te wlasnoéci nie sg zachowane.

Prace [SS1], [SS2] i [SS3] z kolei traktuja o oslabieniu warunku symetrycznej
ciggloéci do warunku

Definicja 14 Funkcja f : R — R jest slabo symetrycznie ciggla w punkcie
x gdy istnieje cigg hy, — 0 oraz lim f(x + hy) — f(z — h,) = 0.

Dowodze, ze dowolny podzbiér prostej moze byé zbiorem punktéw slabej
symetrycznej cigglosci dla pewnej funkcji. Praca [SS2] jest wzmocnieniem
pracy [SS1]. Praca [SS3] jest z kolei wzmocnieniem [SS2] i odpowiadada
na pytanie Ciesielskiego, Nowika i Muthufel’a [CNM] wynikiem, ze dwolny
podzbidr prostej jest zbiorem punktéw spelniajacych wzmocnienie warunku
definicji 14:

istnieje ciag hy, — 0 t.2e lim f(z + h,) = lim f(h - hy,) = f(z)

dla pewnej funkcji f.

Ciekawy wynik zawiera si¢ w topologicznej pracy [MS]. Méwi on, ze
jesli rozbié dysk na plaszczyznie o promieniu jeden na dwa zbiory - jeden
domkniety a drugi otwarty to ktérys z nich ma spdjng skladows o érednicy co
najmniej v/3. Wnioskiem jest fakt, iz kazda funkcja ciggla z dysku w prosta
ma warto$é ktérej przeciwobraz ma tez skladows spéjnodci o érednicy /3.
Ciekawe, ze dla wyzszych wymiaréw zamiast /3 mamy 2 (a dla wymiaru
jeden - 0).

Z kolei praca [NWS] to teoriomnogosciowa praca gdzie dowodzi si¢ réwnowaznosci
hipotezy continuum (CH) z pewna wlasnoscia zbioréw mierzalnych co jest
odpowiednikiem dla miary wyniku dla kategorii w pracy [NW] i odpowiedzia
na pytanie tam postawione.
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