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Pismo wplyneto dnia

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Tomasza Tylca
pt. Struktura zbioru odwzorowan dodatnich miedzy
niskowymiarowymi algebrami macierzowymi

Zgodnie tytulem rozprawy, tematem badan naukowych mgr. Tomasza Tylca, ktdre ztozyty
si¢ na jego doktorat byly odwzorowania dodatnie migdzy algebrami macierzy, czy ogdlnie]
algebrami operatoréw liniowych. Odwzorowania takie, tzn. odwzorowania liniowe z definicji
zachowujace dodatnio$¢ operatorow, byly od dluzszego czasu obiektem zainteresowania z
punktu widzenia mechaniki kwantowej, za ich pomoca bowiem, mozna reprezentowac
najogélniejsze, dopuszczalne przez mechanike kwantowa przeksztalcenia, ktorym moze
podlega¢ uktad kwantowy. Zagadnienie struktury zbioru odwzorowan dodatnich ma wiec dla
mechaniki kwantowe] zasadnicze znaczenie. Szczegdlnie ciekawy jest tu zwigzek
odwzorowan dodatnich z korelacjami kwantowymi w uktadach ztozonych. Otéz kwantowa
ewolucja poduktadéw ukladow ztozonych jest opisana odwzorowaniami catkowicie
dodatnimi, ktdrych opis strukturalny dany jest w terminach operatoréw Krausa, to dzieje si¢
tak tylko przy dodatkowym zalozeniu, ze stan poczatkowy stan calego ukladu byl
separowalny. W tym sensie odwzorowania dodatnie nie sg "w niczym gorsze" od operatorow
catkowicie dodatnich - odwzorowania dodatnie, ale nie catkowicie dodatnie, takze moga
poprawnie opisywa¢ dynamike kwantowg. Niejako komplementarng wlasciwoscia
odwzorowan dodatnich, ktére nie sg calkowicie dodatnie, jest efektywna mozliwos¢
wykrywania za ich pomoca splatania, jak to.zostalo pokazane w pracy Horodeckich z roku
1996. Dlatego tez gwaltowny rozwoj informatyki kwantowej, dla ktérej splatanie jest jednym
z glownych "zasoboéw", spowodowal nowsg intensyfikacje badan nad odwzorowaniami
dodatnimi. Poniewaz zagadnienie ich efektywnego opisu okazuje si¢ by¢ problemem
nadspodziewanie trudnym, kazdy drobny krok w tym obszarze ma duze znaczenie.

Ten nieco przydtugi wstep byl niezbedny, aby zrozumieé istotny wkiad, jaki wnosi rozprawa
doktorska pana mgr. Tylca do problematyki. Zajat si¢ on w swoich badaniach szeregiem
aspektow struktury zbioru odwzorowan dodatnich, m. in. wlasnosciami geometrycznymi
zbioru wynikajacymi z wypuktosci tego zbioru. Strukturalny opis zbioru wypuklego jest
koncepcyjnie prosty, jesli tylko znane sg punkty ekstremalne tego zbioru. Twierdzenie
Kreina-Milmanna pozwala woéwczas na przedstawienie dowolnego punktu zbioru wypuktego
w postaci kombinacji wypuktej punktow ekstremalnych (ewentualnie, elementu domknigcia
zbioru takich kombinacji). Jednak identyfikacja punktow ekstremalnych jest zagadnieniem
dalece nietrywialnym nawet w wypadku niskich wymiardéw, zasadnicze trudnosci pojawiaja
si¢ juz przy przejsciu od wymiaru 2 do wymiaru 3. Teoria odwzorowan dodatnich nabiera
dodatkowych aspektow w wypadku gdy przestrzenie, w ktorych dziataja operatory sa
nieskonczenie wymiarowe. Skofczenie-wymiarowe przestrzenie liniowe sg tu zastgpione
przez przestrzenie Banacha, a zamiast algebry macierzy rozpatrywac¢ nalezy ogolne C*-
algebry. Z obszaru algebry liniowej przechodzimy do analizy funkcjonalnej, co wymaga
dodatkowej dbatosci w definiowaniu i operowaniu takimi obiektami, jak np. fundamentalny z
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punktu widzenia kwantowych uktadow ztozonych, iloczyn tensorowy przestrzeni liniowych i
algebr. Przypadek nieskonczeniewymiarowy pozostaje, co oczywiste, W centrum
zainteresowania mechaniki kwantowej, cho¢ w informatyce kwantowej czesto mozemy si¢
ograniczy¢ do wymiaréw skonczonych z uwagi na charakter rozpatrywanych uktadow
kwantowych, takich jak ukltady spinow, ktorych sprzezenie z przestrzennymi stopniami
swobody moze by¢ pominiete lub uklady, w ktorych tylko skonczona liczba wzbudzen ma
istotne znaczenie. w kazdym jednak wypadku ograniczenie do przestrzeni
skoficzeniewymiarowej bedzie tylko, mniej lub bardziej realistycznym, przyblizeniem opisu
nieskonczeniewymiarowego.

Rozprawa doktorska pana mgr. Tomasza Tylca sklada si¢ z dwoch istotnych rozdziatlow
poprzedzonych kilkustronicowym "Wstepem" zawierajagcym m.in. krotki opis problematyki
odwzorowan dodatnich, oraz zawartosci rozprawy.

Pierwszy z dwodch rozdziatbw ma w duzym stopniu charakter monograficzny i zawiera
problematyke odwzorowan dodatnich w ujeciu nieskonczeniewymiarowym  (ktore,
oczywiscie, daje si¢ zastosowa¢ do wymiaru skonczonego). Material przedstawiony jest z
duza dbatoscig o $cisto$¢ matematyczna, tak niezbedna, jak juz wspominalem powyzej, w tym
wypadku. Taka monograficzna, spojna i ogdlna prezentacja zagadnief jest sama w sobie
godna uwagi i wazna dla literatury przedmiotu - nie znam bowiem podobnego ujecia. Na tym
jednak zalety tej cze$ci pracy sie nie koficza, zawiera ona bowiem réwniez oryginalne wyniki
autora. Takim wynikiem jest, np., pokazanie rdznic migdzy zbiorami odwzorowan
ekstremalnych w przypadku dwu- i tréjwymiarowym (Lemat 1.32). Rozdzial ten zawiera
rowniez spostrzezenie, istotne z punktu widzenia dalszej czgsci pracy, ze tzw. izomorfizm
Jamiotkowskiego-Choi moze by¢ traktowany jako izometria. Izomorfizm Jamiotkowskiego-
Choi, w wypadku skonczeniewymiarowym, przeksztalca zbidér odwzorowan liniowych
miedzy dwoma algebrami macierzy w zbior operatoréw liniowych na iloczynie tensorowym
tych algebr, a w nieskoficzenie wymiarowym uogoélnieniu, szczegétowo omoéwionym w
pierwszej czesci rozprawy, wyjsciowe odwzorowania liniowe sa migdzy C*-algebra i algebra
von-Neumana, a obrazem odpowiednio zdefiniowany ich iloczyn tensorowy i, ze wzgledu na
swoje wlasciwosci, stanowi naturalne narzg¢dzie badania dodatniosci odwzorowan.

Geometria zbioru odwzorowan dodatnich na algebrach macierzowych skonczonego wymiaru
jest gtéwnym tematem drugiego, a zarazem ostatniego, rozdziatu pracy doktorskiej pana mgr.
Tylca. Zasadniczo, w obszarze zainteresowan pozostaje tu wymiar 3 (jak juz wspomniatem
powyzej, nierozwigzane dotychczas problemy pojawiajg si¢ juz tutaj), cho¢ czes¢ wynikow
dotyczy tez wyzszych, skoficzonych wymiaréw. Rozdziat 2. sklada si¢ z pigciu
podrozdziatdéw poswigconych kolejno:

1. charakterystyce zbioru macierzy bedacych obrazami izomortizmu Jamiotkowskiego-Choi
odwzorowan dodatnich zachowujacych identyczno$¢ w terminach normy na przestrzeni
stanéw, tzn. wlasnie owej normy dajgcej izometryczno$¢ odwzorowania Jamiolkowskiego-
Choi po stronie obrazu. Podrozdzial ten zawiera kilka interesujacych spostrzezen dotyczacych
Scian tego zbioru.



2. Punktom ekstremalnym 1 eksponowanym zbioru odwzorowan dodatnich zachowujacych
identycznos¢. Na uwage zastuguje to identyfikacja pewnego podzbioru zwierajacego gesty
podzbidr punktéw ekstremalnych w przypadku dwuwymiarowym (Twierdzenie 2.12).

3. Dyskusji pewnego uogolnienia tzw. odwzorowania Choi (historycznie jednego z
pierwszych przykladow odwzorowan nierozkladalnych) na wymiary wyzsze niz 3, dla
ktorego to wymiaru odwzorowanie to bylo oryginalnie zdefiniowane. Rzuca to pewne $wiatto
na istotne réznice miedzy zbiorami odwzorowan dodatnich zachowujacych identycznos¢ w
przypadku tréj- i czterowymiarowym.

. 4. Rozszerzeniu z przypadku dwuwymiarowego na tréjwymiarowy charakterystyki symetrii
sposrdd elementéw zbioru odwzorowan dodatnich zachowujacych identyczno$é poprzez
lokalng réwnowaznos$¢ transpozycji na poziomie macierzy Choi. Tu rowniez okazuje sig, ze
przejscie do wyzszych wymiardw wprowadza dodatkowe komplikacje, uniemozliwiajace
dalsze rozszerzenie tego wyniku.

5. Analizie czgsciowych symetrii. Opisane tu badania mialy, jak rozumiem, na celu gtownie
znalezienie postaci blokowododatnich czesciowych symetrii w przypadku tréjwymiarowym,
trudno mi jednak wskaza¢ jakis spektakularny ich sukces.

Najbardziej interesujgce wydaly mi si¢ badania wspomniane powyzej w punktach 3. 1 4.
pokazujace jak struktura zbioru odwzorowan dodatnich komplikuje si¢ ze wzrostem wymiaru.
Oczywisdcie jest to fakt powszechnie znany i czesto przytaczany, w szczego6lnosci przy
poréwnywaniu przypadku dwu- i trojwymiarowego. W rozprawie pokazano na konkretnych
przyktadach, co dzieje si¢ przy przechodzeniu do wymiaru 4 i wyzszych.

Praca, we fragmentach dotyczacych poszczegdlnych twierdzen i dowoddéw napisana jest bez
zarzutu. Dowody i rozumowania sa podane przejrzyscie przy zachowaniu nalezytego rygoru
matematycznej S$cistosci. Podstawowym jej mankamentem jest barak jakiegokolwiek
syntetycznego podsumowania, pozwalajacego czytelnikowi na wyrobienie sobie pogladu na
wage zmieszczonych w niej rezultatdw, ich znaczenie dla teorii odwzorowan dodatnich na
algebrach macierzy, czy ewentualne zastosowania w innych obszarach matematyki, czy fizyki
matematycznej. Dotyczy to glownie drugiej czesci pracy, gdyz, jak juz powyzej
wspomnialem, czgs¢ pierwsza jest bardzo dobrym monograficznym ujeciem przypadku
nieskonczeniewymiarowego. Czegs¢ druga pracy, jak pisze autor we "Wstepie", jest w istocie
‘skutkiem ubocznym' pierwotnego celu badan tzn. proby scharakteryzowania zbioru
odwzorowan dodatnich za pomocg jego punktow eksponowanych. Niestety odbito sie to na
strukturze rozprawy. Zawiera ona wiele ciekawych i waznych wynikéw, bez proby ich
syntetycznego powigzania.

Redakcja tekstu jest dobra, znalaztem tylko kilka malo istotnych przejezyczen i bledow
typograficznych nie wplywajacych w zadnym stopniu na klarownos$¢ wywodu. Notacja i
definicje sa przejrzyste. Jedynym moim zastrzezeniem jest tu to, ze wprowadzony
Twierdzeniem 1.15 izomorfizm jest wlasnie izomorfizmem Jamiotkowskiego-Choi czytelnik
musi przebiegle odgadna¢ z tytulu podrozdziatu.



Autor rozprawy wykazuje si¢, duzg znajomoscig tematyki i swobodnie si¢ porusz w
literaturze przedmiotu. $wiadczy tez o tym obszerna i wyczerpujaca bibliografia.

Podsumowujac stwierdzam, ze rozprawa pana mgr. Tomasza Tylca pt. Struktura zbioru
odwzorowan dodatnich migdzy niskowymiarowymi algebrami macierzowymi  spelnia
wszelkie wymagania ustawowe 1 zwyczajowe stawiane pracom doktorskim i wnosze o
dopuszczenie go do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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