Streszczenie

Tematem niniejszej rozprawy sa wybrane wlasnoéci ideatow, o-ideatéw oraz zbioréw
z nimi zwigzanych. Szczegblne miejsce zajmuja w niej porowatos¢ i o-porowatos$c, ktore
stanowia motyw przewijajacy sie przez kolejne rozdzialy, spajajac znaczna czesé¢ przed-
stawionych zagadnien. Ponadto w pracy badane sa miedzy innymi sumy proste ideatow
podzbioréw liczb naturalnych, reprezentowalnosé za pomoca uktadéw indeksowanych ro-
dzin zbioréw skonczonych oraz istnienie zbioréw uniwersalnych dla idealow.

Porowatos¢ jest metryczng wlasnosciag zbioréw, intuicyjnie opisujaca stopien ich ,,po-
dziurawienia”. Stanowi ona wzmocnienie wlasnosci nigdziegesto$ci. Termin o-porowaty
odnosi sie do zbioréw bedacych przeliczalnymi sumami zbioréw porowatych. Na prze-
strzeni lat wprowadzono wiele wariantow definicji porowatosci, ktore znaczaco sie od siebie
roznia. Szerokie omowienie tej tematyki mozna znalezé w pracach Zajicka ([48], [17]).

Praca skltada sie z szesciu rozdzialow. W pierwszym z nich zebrano podstawowe defini-
cje, oznaczenia oraz wyniki z literatury wykorzystywane w dalszej czesci rozprawy. Defi-
nicje i oznaczenia specyficzne dla poszczegblnych zagadnien wprowadzane sg na poczatku
odpowiednich rozdziatow — takie rozwigzanie pozwala zachowac¢ przejrzystosé¢ wywodu i
ograniczy¢ liczbe poje¢ zgromadzonych w czesci wprowadzajacej.

Rozdzial 2 opiera sie na wynikach z pracy [31]. Jego glownym celem jest skonstru-
owanie wtasciwego ideatu na przestrzeni Cantora, ktory zawiera ideal Hindmana 7, ideal
zbioréw non-piecewise syndetic nPS oraz ideal asymptotycznej gesto$ci zero Z,, two-
rzace dolna czes¢ Diagramu Kowitza [33, s. 20]. W ten sposob uzupelniamy wspomniany
diagram, a otrzymany ideal nazywamy ideatem rzymskim, nawigzujac do powiedzenia
wszystkie drogi prowadzq do Rzymu. Istotnym elementem rozdzialu jest analiza rodziny
dopetnieni i dopetnienia rodziny zbioréow grubych, tj. zawierajacych dowolnie dlugie prze-
dzialy liczb naturalnych. Badamy rowniez wlasnosci operacji Perm, za pomoca ktorej
uzyskujemy nowe charakteryzacje ideatu nPS oraz rozwigzujemy problem postawiony w
[31, Problem 1].

W Rozdziale 3 wykorzystujemy wyniki z rozdziatu poprzedniego. Bazuje on w catodci
na publikacji [30]. Dotyczy o-porowatosci idealow na przestrzeni Cantora. Rozpoczynamy
od omowienia klasycznych pojeé porowatosci w przestrzeniach metrycznych, a nastepnie
wprowadzamy ich odpowiedniki dla rodzin podzbioréow przestrzeni Cantora. W pierwszej
kolejnosci wykazujemy, ze zaden ideat sumowalny nie jest o-porowaty. Przechodzimy na-
stepnie do charakteryzacji o-porowatych idealéw za pomoca dopetnienia rodziny zbiorow
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grubych. W szczegolnosci otrzymujemy, ze idealy zawarte w tym dopelnieniu, w tym ideat
Hindmana H oraz ideat zbior6w non-piecewise syndetic nPS, sa o-porowate.

Rozdzial 4 nawiazuje do wynikow z [38], ktore rozszerzamy o nowe konstrukcje i wta-
snosci — wprowadzamy operacje amalgamacji uktadu rodzin, omawiamy przyktad zwia-
zany z topologia Ellentucka oraz rozwigzujemy Problem 3.6 ze wspomnianej pracy. Kon-
tynuujemy badania nad rodzing zbioré6w non-piecewise syndetic nPS, uogélniajac to po-
jecie na dowolne przestrzenie. Inspiracja do badan byt klasyczny schemat Marczewskiego-
Burstina oraz pojecie MB-reprezentowalnosci wprowadzone w [34]. Na podstawie zna-
nej charakteryzacji zbiorow nalezacych do ideatu nPS konstruujemy schemat, w ktorym
reprezentacje stanowi uktad rodzin indeksowanych, a schemat Marczewskiego-Burstina
jest jego szczegbélnym przypadkiem. Otrzymana konstrukcja prowadzi do pojecia nPS-
reprezentowalnosci ideatow. W szczegolnosci wykazujemy, ze kazdy ideat typu I, jest
nPS-reprezentowalny za pomoca uktadu rodzin zbioréw skonczonych.

Rozdzial 5 opiera sie na wynikach z [39] oraz |32|. Poswiecony jest zbiorom uniwersal-
nym, ktore stanowig podstawowe narzedzie w opisowej teorii mnogosci, wykorzystywane
do badania klas opisowych oraz konstruowania analitycznych zbioréw nieborelowskich. W
pierwszej podsekcji zestawiamy roézne warianty definicji zbioru uniwersalnego, zaré6wno
znane 7 literatury, jak i wprowadzone w rozprawie. Nastepnie badamy mozliwos¢ konstru-
owania domknietych zbioréw uniwersalnych, wskazujac zaréwno warunki ich istnienia,
jak i ograniczenia takich konstrukcji. Wykorzystujac topologie Vietorisa, przedstawiamy
ponadto alternatywny wzgledem [15] schemat konstrukcji zbiorow uniwersalnych, ktory
stosujemy do rodziny zbiorow porowatych oraz o-idealu zbioréw o-porowatych. W kon-
cowej czesci rozdziatu przechodzimy od zbioréw uniwersalnych dla pojedynczych rodzin
do zbioréw uniwersalnych dla klas ideatéw. Prowadzi to do wprowadzenia pojecia zbioru
semiuniwersalnego oraz pierwszych konstrukeji dla rodziny wszystkich ideatow sumowal-
nych i wszystkich ideatow typu F,, wyznaczajac tym samym potencjalny kierunek badan.

Ostatni rozdzial bazuje na nieopublikowanych na dzien sktadania rozprawy wynikach.
Podejmuje temat zbiorow mikroskopijnych z wykorzystaniem jezyka teorii gier oraz prze-
noszenia punktéw porowatosci przez klasyczne odwzorowanie miedzy przestrzeniag Cantora
a odcinkiem jednostkowym, zwane funkcja Cantora-Lebesgue’a. W pierwszej czesci kon-
struujemy cantorowski odpowiednik o-ideatu /\/lfafn), ztozonego ze wszystkich zbiorow za-
wartych w pewnym zbiorze typu F, nalezacym do rodziny zbiorow ( f,,)-mikroskopijnych
M;,). Otrzymana konstrukcja prowadzi do zdefiniowania odpowiedniej gry, ktora po-
zwala bada¢ zwigzki pomiedzy rodzinami zbioréw mikroskopijnych i porowatych. W dru-
giej czesci analizujemy przenoszenie punktéw porowatosci przez wspomniane odwzorowa-
nie, nawiazujac do wynikow pracy [14], w ktorej autorzy przenosza zbiory mikroskopijne.
Wykazujemy, ze odwzorowanie to ustala izomorfizm pomiedzy rodzinami zbioréw dolnie
porowatych na przestrzeni Cantora i odcinku jednostkowym. W przypadku goérnej porowa-
tosci sytuacja okazuje sie bardziej subtelna — otrzymujemy implikacje w obu kierunkach,
przy czym jedna z nich wymaga dodatkowego zalozenia.



