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Recenzja rozprawy doktorskiej Mateusza Miotka

Certified domination in graphs; structural properties and
applications

Praca doktorska Mateusza Miotka dotyczy pewnego zagadnienia w teorii dominowania
w grafach. Dominowanie to rozlegta dziedzina teorii grafow majaca liczne powigzania i za-
stosowania w matematyce i informatyce (np. w teorii kodéw), ale takze w rozmaitych zagad-
nieniach praktycznych. Historycznie wywodzi sie, jak wiele zagadnien teorii graféw, ze sfery
popularnych tamigtowek, w tym wypadku dotyczacych rozmieszczenia figur na szachownicy.

Zbior wierzchotkéw grafu G nazywamy dominujgcym jezeli kazdy wierzchotek spoza zbioru
D ma przynajmniej jednego sasiada w zbiorze D. Minimalny rozmiar takiego zbioru ozna-
czamy przez v(G) i nazywamy liczbg dominujgcq grafu G.

W interpretacji szachowej, wierzchotkami grafu sg pola szachownicy, a krawedz grafu taczy
dwa pola jesli mozliwy jest ruch danej figury (np. kréléwki) z jednego pola na drugie. Liczba
dominujgca oznacza woéwczas minimalng liczbe kréloéwek, ktére odpowiednio rozstawione na
szachownicy atakuja kazde puste pole. W innej interpretacji mozemy wyobrazaé¢ sobie, ze
w wierzchotkach zbioru dominujacego umieszczono straznikow, ktorzy obserwuja wszystkie
pozostate wierzchotki grafu, przy czym kazdy straznik widzi tylko te wierzchotki, ktore sasia-
dujg z wierzcholtkiem zajetym przez niego. Liczba dominujaca to woéwczas minimalna liczba
straznikéw potrzebnych do obserwowania calego grafu,

W zaleznosci od potrzeb czy zrodet motywacji, rozwaza sie cale spektrum typéw domi-
nowania, w ktorych narzuca sie rozmaite dodatkowe warunki na zbiér dominujacy (np. nie-
zalezno$é, spojnosé, etc.). Autor rozprawy skupia sie na odmianie zwanej dominowaniem
certyfikowanym, w ktorej zaktada sie dodatkowo, ze kazdy wierzchotek zbioru dominujacego
D sasiaduje z co najmniej dwoma wierzchotkami spoza D lub z zadnym wierzchotkiem spoza
D. Najmniejsza moc takiego zbioru oznacza si¢ przez e (G). W interpretacji szachowej,
zadna z rozstawionych krolowek nie atakuje doktadnie jednego pustego pola — jezeli jakies
w ogoble atakuje, to istnieje inne, ktore réwniez znajduje sie w zasiegu jej ataku.

Motywacja badania tego wariantu dominowania, oprocz rozmaitych zastosowan praktycz-
nych, jest $cisty zwiazek z grafami DDy wprowadzonymi przez Henninga i Ralla. Sg to grafy,
ktérych zbior wierzchotkéw da sie podzielié na zbiér dominujacy i zbior 2-dominujacy (kazdy

wierzcholek spoza tego zbioru jest obserwowany przez co najmniej dwéch straznikow).
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Rozprawa ma forme cyklu szesciu artykutéw ([A-F]), poprzedzonego obszernym oméwie-
niem oraz dodatkami z pseudokodami algorytméw. Omowie pokrotce niektére z wynikow
rozprawy nie wchodzac zbyt gteboko w szczegdly techniczne.

Kiedy zachodzi r6wnos$é v = .. ? [A, C]. Prace [A] i czesciowo [C] badaja kwestie dla
jakich graféw zachodzi réwnos$¢ v(G) = Yeer(G). Wykazano miedzy innymi, ze dla grafu spéj-
nego zachodzi ona wtedy i tylko wtedy, gdy dopelnienie pewnego 7-zbioru (zbioru dominuja-
cego mocy doktadnie v(G)) jest zbiorem 2-dominujacym. W konsekwencji réwnosé zachodzi
dla graféw o minimalnym stopniu 6(G) > 2 i dla graféw z dokladnie jednym ~-zbiorem.
Najtadniejszy wynik tej cze$ci rozprawy méwi, ze grafy spdjne Py-wolne (za wyjatkiem Ky)
speliaja réwnosé 7(G) = Yeer(G). Ponadto zbadano tez gérna liczbe dominujaca e (G),
zdefiniowana jako maksymalny rozmiar minimalnego (w sensie inkluzji) zbioru dominujacego
grafu. Wykazano, ze rownos¢ I'ce;(G) = n, gdzie n jest liczba wierzchotkéw grafu G, zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda nietrywialna sktadowa grafu G jest korong. Scharakteryzo-
wano takze grafy G spelniajace rownanie I'ce;(G) = n — 2 i pokazano, ze [';(G) < T'(G),
oile 6(G) > 2.

Grafy DD, [D, C]. Motywem wiodacym prac [C] i [D] sa wspomniane wyzej grafy D Ds.
W pracy [D] znajdujemy wynik méwiacy, ze dla grafu bez wierzchotkéw izolowanych na-
stepujace warunki sa réwnowazne: (i) G jest grafem DDsy; (ii) G ma certyfikowany zbior
dominujacy bez wierzchotkow zacienionych; (iii) kazdy staby wierzcholek podpierajacy ma
sasiada, ktéry nie jest ani lidciem, ani wierzchotkiem podpierajacym.

Twierdzenie to elegancko domyka charakteryzacje rozpoczeta przez Henninga i Ralla i daje
liniowy test rozpoznawania graféw D Ds. Jest to chyba najmocniejszy rezultat catej rozprawy.

Ponadto, w pracy [D] opisano réwniez spojne, krawedziowo minimalne grafy DDs: sa to
Ky, dlan > 2, cykl Cy oraz podziaty S(H) spéjnych multigraféw-koron H. Wykazano NP-
trudnosé¢ wyznaczania rozpinajacego minimalnego podgrafu DD, o najmniejszym i o naj-
wickszym rozmiarze. Problem dodania najmniejszej liczby krawedzi, po ktérym graf staje
sie grafem DD,, okazal sie NP-zupelny, a wersja z podziatami krawedzi sprowadza sie do
skojarzen. W pracy [C] wyznaczono minimalne grafy DDy speliajace v(G) = veer(G). Scha-
rakteryzowano tam takze grafy dwudzielne G(A, B) z |A| < |B|, w ktorych A jest jednoczesnie
~-zbiorem i 7yee,-zbiorem.

Grafy 7.o-krytyczne [B]. Wierzcholek v jest krytyczny, gdy Yeer(G — v) < Yeer(G).
Kandydat podaje lokalne kryteria krytycznosci w jezyku prywatnych sgsiedztw wzgledem
Yeer-zbioréw. Charakteryzuje grafy, w ktorych kazdy wierzchotek jest krytyczny: wsrod grafow
spojnych z lisciem sg to doktadnie korony, a przy 6 > 2 pojecie pokrywa sie z klasyczng
r-krytycznosécia. Podaje tez pelny opis grafow 2-krytycznych: sa to Ks, K, oraz Ko, bez
skojarzenia doskonalego. Artykut zawiera ponadto konstruktywna charakteryzacje drzew,
w ktérych mniejsza klasa dwudzielnosci jest ee-zbiorem.

Algorytmy i ztozono$é [E, F]. W pracy [E] podano jawny, tréjfazowy algorytm liniowy
WyzZnaczajacy Yeer-zbiér drzewa. Zaproponowano tam tez poprawne sformutowanie ILP, bo
wezesniejsze sformutowanie Jakkepalliego i in. zawodzi juz dla Py. Zastosowaniem jest roz-
mieszczanie pomp i studni w sieci przeciwpozarowej. W [F] wykazano redukcja z 3-SAT, ze
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rozstrzygniecie, czy Y(G) # Yeer(G), jest NP-trudne juz dla graféw z jednym stabym wierz-
chotkiem podpierajacym. Autorzy pokazali, ze algorytm przeksztalcania zbioru dominujacego
w certyfikowany, znany z literatury, moze sie zapetli¢. Zaproponowali poprawiony algorytm
CLASSICTOCERT i zachltanng heurystyke APPROXCERT. Oba algorytmy testowano na lo-
sowych drzewach, a APPROXCERT takze na prébkach sieci Google+ i Pokec. Na drzewach
APPROXCERT niemal zawsze daje optimum, a CLASSICTOCERT wyniki gorsze o 12-20%.

Rozprawa jest zredagowana poprawnie, cho¢ czesé¢ opisowa mogltaby mie¢ nieco wiecej cech
artykutu przegladowego.

Podsumowujac stwierdzam, ze rozprawa Mateusza Miotka to solidny doktorat zawieraja-
cy szereg oryginalnych rezultatow dotyczacych dominowania w grafach, opublikowanych w
recenzowanych czasopismach, m. in. w Discrete Optimization, Scientific Reports, czy IEEE
Access. Ich uzyskanie $wiadczy o rzetelnym opanowaniu warsztatu badawczego. Kandydat
dobrze zna techniki dowodowe i umiejetnie taczy podejscie strukturalne z algorytmicznym.
Uwazam zatem, ze przedtozona rozprawa doktorska spetnia wymogi ustawowe i wnosze o do-
puszczenie Mateusza Miotka do dalszych etapéw postepowania w sprawie nadania stopnia
naukowego doktora w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka.

Jarostaw Grytczuk



