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1. Imie i nazwisko.

Rafal Lutowski

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne — z podaniem podmiotu nadajacego stopien, roku
ich uzyskania oraz tytulu rozprawy doktorskiej.

2010 stopieri doktora nauk matematycznych w zakresie matematyki, uzyskany na Uniwersytecie Gdariskim
tytul rozprawy: Symetrie ptaskich rozmaitosci
2005 stopien zawodowy magistra matematyki, uzyskany na Akademii Bydgoskiej im. Kazimierza Wielkiego

3. Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych lub artystycznych.

od 02.2011 adiunkt w Instytucie Matematyki na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersy-
tetu Gdanskiego

10.2008-02.2011 asystent w Instytucie Matematyki na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersy-
tetu Gdariskiego

4. Oméwienie osiagnieé, o ktorych mowa w art. 219 ust. 1 pkt 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkol-
nictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z pézn. zm.).
4.1. Oméwienie gtéwnego osiagnigcia
Lista publikacji wchodzaca w sktad cyklu powiazanych tematycznie artykuléw naukowych pod tytutem

Zastosowanie teorii reprezentacji i metod obliczeniowych w badaniu ptaskich rozmaitosci i struktur
pokrewnych

wraz z okreS§leniem indywidualnego wktadu w ich powstanie, w przypadku dziet wspdtautorskich, jest nastepu-
jaca:

[H1] R. Lutowski. On symmetry of flat manifolds. Exp. Math. 18.2 (2009), s. 201-204. por: 10.1080/1058
6458.2009.10128892.

[H2] R. Lutowski. Finite outer automorphism groups of crystallographic groups. Exp. Math. 22.4 (2013),
S. 456—464.por: 10.1080/10586458.2013.838719.

[H3] R. Lutowski i A. Szczepariski. Holonomy groups of flat manifolds with the R__ property. Fund. Math.
223.3 (2013), s. 195-205. por: 10.4064/fm223-3~-1.

Mojego autorstwa jest dowdd gtéwnego twierdzenia w pracy — Twierdzenia A. Wnioski z glownego twier-
dzenia (Twierdzenia 1.4 i 1.5) oraz manuskrypt sq efektem wspélnej pracy.

[H4] R. Lutowski i B. Putrycz. Spin structures on flat manifolds. J. Algebra 436 (2015), s. 277-291. por: 10
.1016/j.jalgebra.2015.03.037.

Moj gtowny wkiad w prace to zauwazenie prawa zaprezentowanego we Wniosku 2 i skonstruowanie na
Jjego podstawie algorytmu opisanego w Sekcjach 5 i 6. Zweryfikowatem obliczenia wspotautora, ujete
cze§ciowo w Sekcji 8, dodajqc do niej wybrane statystyki. Przygotowatem manuskrypt artykutu.
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[H5] A. Ggasior, R. Lutowski i A. Szczepaniski. A short note about diffuse Bieberbach groups. J. Algebra 494
(2018), 5. 237-245. po1: 10.1016/ 7. jalgebra.2017.08.033.

Jestem autorem obliczen klasyfikujqcych niskowymiarowe (nie)rozproszone grupy Bieberbacha, ktore sq
zaprezentowane w Twierdzeniu 1. Skonstruowatem rowniez przyktad stuigcy udowodnieniu Stwierdze-
nia 1. Rozwazania zaprezentowane na poczqtku Sekcji 2, lezgce u podstaw algorytmu determinujgcego
rozproszonos¢ grup Bieberbacha, sq efektem wspolnych dyskusji. Wspélna jest rowniez praca nad manu-
skryptem.

[H6] R.Lutowskii A. Szczepariski. Crystallographic groups with trivial center and outer automorphism group.
Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 164.2 (2018), s. 363-368.por: 10.1017/50305004117000251.

Moj indywidualny wktad do gtownego wyniku pracy (Twierdzenie 2.2) to dowod Stwierdzenia 2.1 oraz
Lematow 2.6 i 2.7. Wspélna jest praca nad manuskryptem.

[H7] G. Hiss, R. Lutowski i A. Szczepainiski. Flat manifolds with holonomy representation of quaternionic type.
Comm. Algebra 49.3 (2021), s. 1286—-1294. por: 10.1080/00927872.2020.1834568.

Jestem autorem wynikéw obliczeniowych, opisanychw Sekcji 3 orazw Uwadze 4.9. Kryteria dane w Stwier-
dzeniu 4.3 oraz manuskrypt sq efektem wspélnej pracy.

[H8] R. Lutowski. Flat manifolds with homogeneous holonomy representation. Publ. Math. Debrecen 99.1-2
(2021),s. 117-122. por: 10.5486/pmd.2021.8881.

[H9] R. Lutowski i A. Szczepariski. Minimal Nonsolvable Bieberbach Groups. Exp. Math. (paZ. 2024). Publi-
shed online. por: 10.1080/10586458.2024.2414311.

Poczqtkowe definicje, lematy i wnioski Sekcji 2 i 3 sq wynikiem wspolnych dyskusji. Pozostate wyniki
artykutu sa mojego autorstwa. Manuskrypt jest wynikiem wspolnej pracy.

W ponizszym autoreferacie, oprocz gtéwnego osiagniecia, krotko opisze moje pozostate publikacje, wypi-
sane jako [O1]-[O5], w paragrafie 4.2.

Zarys tematu badan

Stownik krystalografii online definiuje ja jako gafqZ nauki poswiecong badaniu wtasnosci molekularnych i kry-
stalicznych struktur, 7 daleko idgcymi zastosowaniami w mineralogii, chemii, fizyce, matematyce, biologii, me-
talurgii i badaniach materiatowych (patrz [ODC]). Istotnym wkladem teorii grup w te dziedzing jest badanie
symetrii wcze$niej wspomnianych struktur. Symetrie te opisuja grupy krystalograficzne.

Definicja. Niech n € N. Grupq krystalograficzng wymiaru n nazywamy dyskretng i kozwarta podgrupe grupy
Iso(R") = O(n) x R" izometrii n-wymiarowej przestrzeni euklidesowe;j.

Niskowymiarowe grupy krystalograficzne, oprécz powyzej wskazanego, maja zastosowanie w sztuce, czy
architekturze (zobacz np. [CBGOS8], [Wey89]). Nie bez przyczyny w wymiarze 2 nazywamy je tapetowymi,
a niektdre z nich — fryzowymi. Wage tej rodziny grup dostrzezono jeszcze w XIX wieku. Wsréd opisu proble-
moéw postawionych przez Hilberta w zwigzku z jego wystagpieniem na Kongresie Matematycznym w Paryzu
w 1900 roku, znalazto si¢

Pytanie ([Hil02, s. 467]). Czy w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej istnieje skoriczona liczba istotnie roz-
nych grup przeksztafcen posiadajqcych (zwarty) obszar fundamentalny?

Pytanie to dotyczylo w istocie grup krystalograficznych, a w owym czasie odpowiedZ bylta znana dla n < 3.
Kilkanascie lat p6Zniej Bieberbach, w artykutach [Biell] i [Biel2], rozwigzal problem Hilberta, rozszerzajac
dodatkowo wynik o informacje dotyczace struktur oraz postaci izomorfizméw migdzy grupami krystalograficz-
nymi. Rezultaty przez niego przedstawione znane sg obecnie jako trzy twierdzenia Bieberbacha:
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Twierdzenie 1 ([Szc12, Twierdzenie 2.1]). Niechn € N.
1. Jezeli T' C Iso(R") jest grupq krystalograficzng, to zbior translacji T N R" jest kratg w R", skoriczonego
indeksu w I i jest to maksymalna normalna podgrupa abelowa grupy T'.
2. Dwie grupy krystalograficzne wymiaru n sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy sq sprzeione w grupie
Aff(R") = GL,,(R) x R".
3. Istnieje skoriczenie wiele klas izomorfizmu grup krystalograficznych wymiaru n.

Zwr6émy uwage na utozsamienie wektora a € R” z translacja w R”, dana wzorem x — x+-a. Krata to natomiast
kazda grupa izomorficzna z Z", ktéra rozpina R”.

Niech I' bedzie grupa krystalograficzng wymiaru n. Dzigki pierwszemu twierdzeniu Bieberbacha wpisuje
sie¢ ona w nastepujacy krotki ciag doktadny

0—L-5T-5G—1, D

gdzie L to wolna grupa abelowa rangi » i jest to maksymalna normalna podgrupa abelowa grupy I', a G —
grupa holonomii grupy I' — to grupa skoriczona. W 1957 roku Auslander i Kuranishi pokazali, ze powyzszy —
czysto algebraiczny — opis definiuje, z doktadnoscia do izomorfizmu, grupy krystalograficzne (patrz [Cha86,
Twierdzenie II1.1.1]).

Niech funkcja ¢: G — GL(L), dana bedzie wzorem g — ¢,, gdzie

@ (1) =~y Q)

dlag € G,l € Liy € m1(g) C T (przy utozsamieniu L z ¢(L)). Odwzorowanie ¢ to homomorfizm grup,
ktéry nazywamy catkowitoliczbowq reprezentacjq holonomii, lub po prostu reprezentacjq holonomii, grupy I'.
Z maksymalnosci podgrupy L wynika, ze ¢ jest wierna (patrz rowniez [Cha86, Stwierdzenie 1.6.1]). Reprezen-
tacja ta nadaje L strukture¢ wiernego lewego G-modutu. Aby podkresli¢ fakt, ze modut ten daje si¢ zrealizowaé
jako krata w R", bedziemy go nazywali G-kratq. Przez analogi¢, G-kratami okreslamy takie G-moduly, ktére
sg rowniez wolnymi Z-modutami skoficzonej rangi.

Zal6zmy teraz, ze grupa krystalograficzna I' jest beztorsyjna. Nazywamy ja wtedy grupg Bieberbacha,
a przestrzefi orbit X = R”/I" jest zwartg rozmaitoscig riemannowska z zerowg krzywizng sekcyjng (plaskq
rozmaitoScig). Co wiecej, kazda zwarta plaska rozmaito$¢, z doktadnoScia do izometrii, jest taka przestrzenia
orbit (patrz [Woll1, Twierdzenie 3.3.2]). Nakryciem uniwersalnym rozmaitosci X jest R" i 71 (X) = T', awigc X
jest przestrzenig Eilenberga-MacLane’a typu K (T', 1) (patrz [Cha86, s. 52] i [Liic10, Lemat 1.2]). Stad topologia
rozmaito$ci X jest w pelni opisana przez jej grupe podstawowa. Okazuje si¢, ze réwniez struktura rézniczkowa
X jest wyznaczona przez I'. Geometryczna wersja twierdzen Bieberbacha ma bowiem posta¢:

Twierdzenie 2 ([Cha&6, Twierdzenia 5.3-5.5], [Woll1, Twierdzenie 3.3.1]).
1. Niech X bedzie zwartq ptaskq rozmaitosciq. Wtedy X jest nakryta przez ptaski torus, a odwzorowanie na-
krywajgce jest lokalng izometrig. Ponadto grupa holonomii rozmaitosci X jest skoriczona.
2. Niech X i Y bedq zwartymi ptaskimi rozmaitosciami. Przypusémy, ze m(X) = w,(Y). Wtedy X i Y sq
afinicznie rownowazne (zobacz [Cha86, Definicja 11.3.3]).
3. Wkazdym wymiarze istnieje skoriczona liczba klas afinicznej rownowaznosci zwartych ptaskich rozmaitosci.

Wréémy do wzoru (1) dla grupy Bieberbacha I' < O(n) X R”. Odwzorowania ¢ i 7 w ciagu doktadnym (1)
mozemy traktowac jako obciecia, odpowiednio do L i I', homomorfizméw

v: R" — Aff(R"), 7: Aff(R") — GL,(R), 3)

danych wzorami
L(a) = (Ia Cl), W(A7 a) = A,

dlaA € GL,(R),a € R". Wtedy L = (I’ N R") i wzér (2) przyjmuje postac:

3



Dostajemy wigc, ze kazdy automorfizm ¢, grupy L jest zadany przez element g grupy holonomii G = (L)
rozmaito$ci X (zobacz [Cha86, s. 52]). Stad reprezentacja holonomii ¢: G — GL(L) grupy Bieberbacha T’
i reprezentacja holonomii rozmaitosci X, rozumiana jako wlozenie G < O(n), sa réwnowazne jako reprezen-
tacje rzeczywiste. Fakt ten stanowi kolejny zwigzek miedzy wlasnoSciami algebraicznymi grup Bieberbacha
i geometrycznymi zwartych ptaskich rozmaitosci.

Bardzo wazna, zwlaszcza z punktu widzenia konstrukcji grup Bieberbacha, jest klasa kohomologii

a€ H(G,Q®, L/L) = H*G,L) “4)
odpowiadajaca rozszerzeniu (1). Niech
*: Nor 1) (9(G)) x H(G,Q®; L/L) — H'(G,Q®; L/L) )
bedzie dziataniem zdefiniowanym w [Szc12, s. 65]. Wowcezas I jest beztorsyjna wtedy i tylko wtedy, gdy
res;ya # 0

dlax € X, gdzie X oznacza zbidr generatoréw reprezentantéw klas sprzezonosci podgrup rzedu pierwszego
grupy G. W takim wypadku o nazywamy elementem specjalnym.

Przez ponad sto lat od ukazania si¢ artykutéw Bieberbacha teoria grup krystalograficznych, w szczegdlnosci
powigzana z nig geometria, byla i jest systematycznie rozwijana. Wsréd poruszanych zagadniefi mozna znaleZ¢:

1. Szeroko rozumiang teorie homologii i kohomologii. Jako przykiad mozna podaé wskazanie w [Szc83] ro-
dziny plaskich rozmaitosci, ktére s3 wymiernymi homologicznymi sferami. Kohomologiczna sztywno$¢é
rozwazana jest w [KMO9], [PS16]. Zagadnienia zwigzane z klasami charakterystycznymi mozna znalez¢
w artykutach [CMR10], [Vas70], a w szczeg6lnoSci rozwazania na temat spin i spin® struktur w [DSS06],
[GS13], [GS14], [Gas17], [HS08], [Pfa00], [PS10].

2. Badanie grup holonomii. W [AKS57] Auslander i Kuranishi pokazali, Ze kazda grupa skoficzona jest grupa
holonomii pewnej zwartej ptaskiej rozmaito$ci. Ponad 30 lat péZniej Cliff i Weiss podali nowy dowéd tego
faktu i udowodnili, kazda grupa skoriczona jest grupa holonomii pewnej plaskiej rozmaitosci z pierwsza
liczba Bettiego réwng 1 (zobacz [CW89, Twierdzenie 5]). Zwiazki miedzy grupami holonomii a pierwsza
liczba Bettiego rozwazane byly réwniez w [Hil+87], [HS86].

3. Badanie reprezentacji holonomii i jej wptywu na wiasnosci rozmaitosci. Z punktu widzenia zwartych pta-
skich rozmaito$¢, jedna z wazniejszych jest praca [HS91], gdzie pokazano, ze reprezentacje holonomii grup
Bieberbacha sa przywiedlne. Badano zwigzki reprezentacji holonomii z grupami symetrii, czy chocby z teo-
rig punktéw statych (doktadniej — z wlasnoscia R ) zwartych ptaskich rozmaitosci i ogélniej — grup krysta-
lograficznych (zobacz [DDP09], [DKT19], [HS97], [HS95]).

4. Badanie algebraicznych wiasnosci grup Bieberbacha. Grupy Bieberbacha maja swoje miejsce w teorii row-
nan Yanga-Baxtera, jako tzw. grupy strukturalne okre§lonej rodziny rozwigzan. Co wiecej, pewne ich wila-
snoSci maja wplyw na wlasnosci samych rozwiazan. Z tego, chociaz nie tylko, punktu widzenia, obiektem
zainteresowan sg rozproszone (ang. diffuse) grupy Bieberbacha, czy tez grupy z wlasnoscia unikalnego pro-
duktu (patrz [Bow00], [Gar21a], [Gar23], [GV98], [KR16], [LV19], [Pro88]).

5. Problem klasyfikacji. W literaturze znane sa trzy metody konstrukcji ptaskich rozmaitoSci (zobacz [Szc12,

Rozdziat 3]):

* metoda Calabiego, ktéry w 1957 wykazat pewnego rodzaju rozktad ptaskich rozmaitosci z dodatnia pierw-
sza liczbg Biettiego (patrz [Cal57], [Woll1, Twierdzenie 3.6.3]);

* metoda Auslandera-Vasqueza, klasyfikujgca rozmaitosci z ustalong grupa holonomii, bazujaca na liczbie
Vasqueza (patrz [Szc97], [Vas70]);

* algorytm Zassenhausa, ktéry opiera si¢ na opisie grup krystalograficznych danym w pierwszym twier-
dzeniu Bieberbacha (patrz [CSO1], [Zas48]).



Warto podkreslié, ze algorytm Zassenhausa zostat uzyty do sklasyfikowania grup krystalograficznych do
wymiaru 6. Obliczenia zostaly wykonane z uzyciem pakietu komputerowego CARAT [OPSO08].

6. Badanie wyroznionych rodzin zwartych ptaskich rozmaitosci. Chcialbym tu zwrdci¢ uwage na (uogdlnione)
rozmaitoSci Hantzsche-Wendta (patrz np. [HW35], [MR99], [PS16], [Put07], [RS05], [Zim90]), jak i na
wicksza rodzing tzw. ptaskich rozmaitosci typu diagonalnego, do ktérych naleza np. rzeczywiste rozmaitoSci
Botta, rozwazane chociazby w [CMO17], [GS14], [GL24], [KMO09]. Oprécz narzedzi geometrii i topologii,
ich wlasno$ci mozemy bada¢ metodami kombinatorycznymi, co sprawia, zZe sg one wdzigcznym obiektem
badari z uzyciem metod obliczeniowych.

7. Badanie deformacji ptaskich rozmaitosci w sensie granicy Gromowa-Hausdorffa, ktére mozna traktowac
jako bardziej topologiczne, czy geometryczne podejscie do ich badania. W ogélnosci, dla rozmaitosci rie-
mannowskich, takie zapadanie (ang. collapsing) jest opisane w [Fuk06]. Wiadomo, ze granica plaskich
rozmaito$ci nie musi mie¢ gladkiej struktury, a rozwazania na temat konstrukcji i wlasnosci tychze granic
mozna znalezé w [Bet+22], [BDP18], [DP19].

8. Badanie ptaskich rozmaitosci z dodatkowymi strukturami. W szczegblno$ci mam tu na mysli rozmaitoSci
ze strukturami kaehlerowskimi i problemy zwigzane np. ze strukturg ich grup podstawowych, symetriami,
klasyfikacja, czy deformacja struktur zespolonych. Zagadnienia te mozna odnalezZé w artykutach [BR11],
[CC17], [DHS09], [DG23], [GL23], [Joh90].

Powyzsza lista ilustruje wybrane — nie wszystkie — kierunki aktualnych Iub mozliwych badari nad szeroko ro-
zumiang tematyka zwartych ptaskich rozmaito$ci. W przypadku artykutéw mojego autorstwa ograniczylem si¢
do preprintéw, poniewaz prace opublikowane beda omawiane w ramach autoreferatu.

Uwaga. O ile nie bedzie zaznaczone inaczej, to ilekro¢ w ponizszym autoreferacie bedzie mowa o rozmaitosci,
bede miat na mySli rozmaitos¢ riemannowskq. Dla ptaskich rozmaito$¢ bede zawsze zaktadat ich zwartosc.

Automorfizmy zewngtrzne grup krystalograficznych. Prace [H1], [H2], [H6].

Niech I'" bedzie grupa krystalograficzna wymiaru n, zadang przez krétki ciag doktadny (1), ktéremu z kolei
odpowiada klasa kohomologii ¢, patrz (4). Niech N, oznacza stabilizator klasy kohomologii o wzgledem dzia-
fania (5), a Auto(I‘) — podgrupe tych automorfizméw, ktére indukuja odwzorowania identycznoSci na L oraz
G (patrz [Cha86, Definicja V.1.1]). Wtedy Diagram 1 jest przemienny, a jego wiersze i kolumny tworzg ciagi
doktadne (patrz [Cha86, Twierdzenie V.1.1], [Szc12, Twierdzenie 5.1]). Co wigcej, gdy I" jest grupa Bieber-
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0 —— L/LY —— Inn(T) > G > 1
| L

1 — Aut’(T) — Aut(D) A > 1
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0 — HY(G,L) — Out(l') — N,/G —> 1

1

0

e
— —

Diagram 1. Automorfizmy (zewnetrzne) grup krystalograficznych.

bacha, diagram ten daje istotna informacje o strukturze grupy afinicznych réwnowaznosci ptaskiej rozmaitosci
X = R"/T". Mamy bowiem krdétki cigg doktadny

1 — Affy(X) — Aff(X) — Out(T') — 1,



gdzie Aff,(X) jest torusem wymiaru réwnemu pierwszej liczbie Bettiego b, (X) rozmaitosci X (patrz [Cha86,
Twierdzenie V.6.1], [Szc12, Twierdzenie 5.2]). Szczegdlng role odgrywaja wiec ptaskie rozmaitosci ze skoni-
czona pierwsza grupa homologii, a pytanie o to, ktére grupy skoriczone sa ich grupami symetrii, postawione
jest jako [Szc06, Problem 6].

Uwaga. Wcze$niej wspomniana konstrukcja Calabiego jest innym wskazZnikiem istotnej roli, jaka petnig ptaskie
rozmaitosci z pierwszg liczbg Bettiego réwng zero. Niech X bedzie plaska rozmaitoscig. Jezeli ¢ = b, (X) >
0, to istnieje ptaska rozmaito$¢ Y oraz skoriczona abelowa podgrupa H < Aff(Y), dzialajaca wolno na g-
wymiarowy torus 79 = (R/Z)? taka, ze

X=(YxT9/H

(zobacz [Woll 1, Twierdzenie 3.6.3]). Jezeli b, (X) = 0, to w sensie tej konstrukcji X jest obiektem nierozkta-
dalnym.

Krotka praca [H1] miata na celu odpowiedZ na pytanie o istnienie ptaskiej rozmaitosci z nietrywialng grupa
symetrii nieparzystego rzedu. Poza przypadkiem trywialnym wszystkie wcze$niej znane przyktady obejmowaty
grupy z parzystg liczbg elementéw, wiec — odwolujac si¢ do wspomnianego wyzej Problemu 6 z [Szc06] —
pytanie to bylo naturalne i wazne. OdpowiedZ udato si¢ uzyskaé, wykorzystujac przyktad grupy Bieberbacha
z jednoelementowa grupg automorfizméw zewnetrznych, dany przez Waldmiillera w [Wal03]. Modyfikujac
jego konstrukcje, pokazatem, ze istnieje grupa Bieberbacha z trywialnym centrum i grupa automorfizméw ze-
wnetrznych rzedu 3. Cheiatbym zwréci¢ uwage na eksperymentalny charakter nie tylko znalezienia G-kraty,
ktérg w pracy oznaczam jako M,, ale wyznaczenie grupy Cpyy,)(G) elementéw odwracalnych pierécienia
End,;(M,). Samo znalezienie ,nietrywialnego” generatora B tegoz pierscienia bylo problemem liniowym.
Okreslenie relacji B z identycznoscig byto natomiast efektem préb i btedéw. Dla pelnego obrazu dodam, ze
istnieja algorytmy, zaimplementowane np. w pakiecie CARAT [OPS08], pozwalajace wyznaczy¢ centraliza-
tory skoriczonych podgrup GL,,(Z). W wypadku M, mieliSmy jednak n = 32, co bylo zbyt duzym wyzwaniem
obliczeniowym (o$mielam si¢ twierdzi¢, ze nadal tak jest).

W artykule udowodnitem réwniez Twierdzenie 3.4 o postaci grupy automorfizmdéw zewn¢trznych produktu
grup Bieberbacha z trywialnym centrum. W szczeg6lnym przypadku mamy, ze dowolna grupa permutacji skoni-
czonego zbioru daje si¢ zrealizowac jako grupa symetrii pewnej ptaskiej rozmaitosci. Dostajemy wigc, wyko-
rzystujac twierdzenie Cayleya, ze kazda grupa skonczona jest podgrupa skoficzonego indeksu grupy symetrii
pewnej plaskiej rozmaitosci z pierwsza liczbg Bettiego réwng zero.

W pracy [H2] podjalem temat algorytmicznego podejscia do wyznaczenia grup automorfizméw zewnetrznych
grup krystalograficznych przyjmujac zalozenie, ze sg one skoriczone. Samo kryterium skoriczonoSci zostato
podane w [Szc96, Twierdzenie A] (nalezy zwrdcic¢ uwage, ze zalozenie beztorsyjnoSci nie jest w tym twierdzeniu
potrzebne).

Niech I' bedzie grupa krystalograficzna jak wyzej. W obliczeniowej teorii grup krystalograficznych wygod-
nie jest ustali¢ baze L i w ten sposéb utozsamié jg z Z". Poniewaz reprezentacja holonomii ¢: G — GL, (Z)
jest wierna, wiec G mozemy utozsamiac z ¢(G).

Kluczem do obliczenia Out(T") jest znajomo$¢ dwéch elementéw Diagramu 1: N, oraz H' (G, Z"). Z kolei,
gléwnym narzedziem do wyznaczenia tych obiektow jest rozwigzanie ukfadu réwnan postaci

AX =B, (6)

gdzieA e M, (Z),X,B e M, ,(Q/Z) = (Q/Z)". Przez M, ;(R) rozumiem zbiér macierzy o k wierszach
i [ kolumnach, o wspdtczynnikach ze zbioru R. Uklad (6) rozwigzujemy poprzez sprowadzenie A do postaci
diagonalnej (np. postaci normalnej Smitha). Nalezy zauwazy¢, ze zaréwno dla obliczenia N, jak i H!(G, Z"),
macierz A jest taka sama. Uzywajac dodatkowo diugiego ciagu kohomologii, [H2, Twierdzenie 4.5] okresla
generatory grup Srodkowego wiersza Diagramu 1. W szczeg6lnoSci dostajemy, ze reprezentantami klas koho-
mologii H!(G,Z") sa elementy Q", na ktére N,, /G dziata poprzez mnozenie macierzy. Narzedzia, ktére daje



chociazby [Joh97, Stwierdzenie 10.1], pozwalajg na skonstruowanie prezentacji grupy Out(I") jako rozszerzenia
HY(G,Z") przez N, /G.

Kontynuujac tematyke symetrii, praca [H6] podejmuje problematyke zupetnych grup krystalograficznych. Przy-

pomnijmy, ze grupe nazywamy zupelng (ang. complete), jezeli jej centrum i grupa automorfizméw zewnetrz-

nych sg trywialne. W [Wal03] Waldmiiller skonstruowat zupeing grupe Bieberbacha, z kolei w [BLOS] autorzy

udowodnili istnienie dla kazdego n > 3 zwartej hiperbolicznej n-rozmaitosci z zupeilng grupa podstawowa.
Narzedziem stuzacym dowodowi gléwnego wyniku pracy jest ciag (I';), gdzie

PO = P oraz Fi+1 = NAff(]R”) (Fl> dla l > 0 (7)

Okazuje sie, ze jezeli
Z(T') =1,|0ut(T")| < oo oraz H(G,L) = 0, (8)

to powyzszy ciag si¢ stabilizuje, a jego elementami sg grupy krystalograficzne. Oznacza to w szczeg6lnosci, ze
dla pewnego N € N grupa I, jest zupetna.

Wykorzystujac [H1, Twierdzenie 3.4] dla produktu pewnych dwéch grup krystalograficznych wymiaru 21 3,
otrzymujemy giéwny wynik pracy [H6]:

Twierdzenie 3 ([HO6, Twierdzenie 2.2]). Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n-wymiarowa zupetna grupa
krystalograficzna.

Uwaga. Przy spelnieniu warunkéw (8) mamy, ze I';,; = Aut(T';), dlai > 0. Powyzsze rozwazania daja wiec
warunek wystarczajacy na to, aby wieza automorfizmow (patrz [Tho85]) grupy krystalograficznej koficzyla si¢
po skoriczonej ilosci krokéw. Dostajemy ponadto, ze w kazdym wymiarze wigkszym niz 1 istnieje grupa kry-
stalograficzna ze skoficzona wieza automorfizmow.

Teoria punktéw statych. Praca [H3].

Znalezienie punktow statych odwzorowan przestrzeni topologicznej w siebie bylo obiektem zainteresowan ma-
tematykéw od samego poczatku rozwoju topologii, patrz np. [Bro99]. W pézniejszym okresie postawiono tro-
che bardziej og6lne pytanie, ktére do dzisiaj jest punktem wyjScia w teorii punktu statego: jaka jest najmniejsza
liczba punktéw statych dla odwzorowan w klasie homotopii danej funkcji? Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
f+ X — X jest cigglym odwzorowaniem zamkni¢tej n-wymiarowej gladkiej rozmaitosci X w siebie. W pierw-
szej polowie XX wieku zostaly zdefiniowane niezmienniki klasy homotopii f, ktére daja pewne informacje
o punktach statych odwzorowari homotopijnych z f. Sg to: liczba Lefschetza L(f), zadana odwzorowaniami
indukowanymi przez f na homologiach wymiernych X, liczby Nielsena N (f) oraz Reidemeistera R(f), ktdre
mozemy zdefiniowaé przy pomocy odwzorowan nakrywajacych f w nakryciu uniwersalnym X. Szczegblnie
uzyteczna jest liczba Nielsena, poniewaz:
a) daje ona ograniczenie dolne na liczbe punktéw statych w catej klasie homotopii f, w szczegélnosci N (f)
jest catkowita liczba nieujemna (patrz [Jia83, Twierdzenie 4.3]);
b) jezeli n > 3, to istnieje odwzorowanie homotopijne z f, ktére ma N(f) punktow statych (patrz [Jia83,
Twierdzenie 6.3], [Jia81]).
Niedogodnoscig stosowania liczby Nielsena jest trudnos¢ jej wyznaczenia, zwlaszcza w poréwnaniu z pozosta-
tymi dwoma niezmiennikami. W ogdlno$ci mamy nier6wno$¢ N(f) < R(f), a jednym z kierunkéw badari jest
szukanie warunkéw na to, aby byta to réwnos¢. Pewnego rodzaju ekstremum zalezno$ci liczb Nielsena i Re-
idemeistera moze by¢ z kolei przypadek, w ktérym sa one rézne dla calej klasy odwzorowan. Jedng z takich
sytuacji opisuje wlasnos$¢ R__:

Definicja. Rozmaitos¢ X ma wtasnos¢ R, jezeli R(f) = oo dla kazdego homeomorfizmu f: X — X.



Liczba Reidemeistera moze by¢ zdefiniowana na poziomie grupy podstawowej rozmaitosci X. Jezeli
fﬁ: 771(X) — ﬂl(X)

jesthomomorfizmem indukowanym przezf, to R(f) zlicza tzw. klasy Ji-sprzgzonosci, nazywane réwniez skrgco-
nymi klasami sprzezonosci lub klasami Reidemeistera odwzorowania f (zobacz [Jia83, Sekcje I.1 1 II.1]). Jasne
jest réwniez, ze liczba Reidemeistera moze by¢ zdefiniowana dla dowolnej grupy i w tym referacie méwimy
o wlasnoSci R__ zaréwno ptaskich rozmaitoSci, jak i grup Bieberbacha.

Praca [H3] podejmuje temat zwiazku reprezentacji holonomii z wlasnoScia R, grupy Bieberbacha. Dzieki
Twierdzeniu 5.9 z [DDP09] wiadomo, Ze sama reprezentacja holonomii nie zawsze determinuje t¢ wlasnos¢.
Moze jednak to robi¢ pod warunkami, ktére opisuje [DDP09, Twierdzenie 4.7]. Zatozenia tego twierdzenia
implikuja pewne wlasno$ci reprezentacji holonomii, ktére sa podstawg postawienia nastgpujacej hipotezy.

Hipoteza 1 ([DDP09, Hipoteza 4.8]). Niech ¢: G — GL, (Z) bedzie wierng R-nieprzywieding reprezenta-
cjq skoriczonej grupy G + 1. Przypusémy, ze n jest liczbg nieparzystq. Wtedy dla kazdego elementu D €
N, z)(¢(G)) ismieje a € G takie, Ze p(a)D ma warto$¢ wlasng 1.

Nalezy zwrdécic¢ uwage, ze [DDPO09, Przyktad 4.9] pokazuje, iz zatozenie nieparzystosci liczby 7 jest istotne.
Gléwnym celem pracy [H3] jest dowdd, ze dla pewnej rodziny grup powyzsza hipoteza jest prawdziwa:

Twierdzenie 4 ([H3, Twierdzenie A]). Hipoteza I jest prawdziwa, jeZeli G posiada nietrywialng normalng
podgrupe abelowq.

W szczegdlnosci dostajemy warunek wystarczajacy na to, aby ptaskie rozmaitosci z rozwigzalng grupa ho-
lonomii mialy wtasno$¢ R _:

Twierdzenie 5 ([H3, Twierdzenie 1.4]). Niech I bedzie grupg Bieberbacha z reprezentacjq holonomii ¢: G —
GL,(Z), gdzie G jest grupq rozwigzalng. Przypusémy, ze d jest liczbq nieparzystq i ¢': G — GL4(Z) jest R-
nieprzywiedlng podreprezentacjq @ krotnosci 1. Zatézmy ponadto, zZe jezeli podreprezentacja : G — GL,(Z)
reprezentacji ¢ nie jest rownowazna ', to grupy ¢'(G) i ¢(G) nie sq sprzgzone w GL,;(Q). Wredy T' ma
wlasnos¢é R .

Spin struktury na ptaskich rozmaito§ciach. Praca [H4].

Niech n € N. Grupa Spin(n) to podgrupa grupy elementéw odwracalnych algebry Clifforda C,. Jest ona po-
dwdjnym nakryciem, a dla n > 3 réwniez nakryciem uniwersalnym, grupy ortogonalnej SO(n). Oznaczmy
przez A: Spin(n) — SO(n) homomorfizm nakrywajacy. Zal6zmy, ze X jest orientowalng zamknietg n-wy-
miarowg rozmaitoscia, a Q to SO(n)-wiazka ortonormalnych baz nad X. Spin struktura na X to ekwiwariantne
podniesienie Q, wzgledem A, do Spin(n)-wigzki gtéwnej. Spin struktury i powigzane z nimi operatory Diraca
sg waznym obiektem badan nie tylko z geometrycznego, ale réwniez fizycznego punktu widzenia.

W przypadku, gdy X jest ptaska, to [Pfi00, Stwierdzenie 3.2] i [HS08, Stwierdzenie 2.1] dajg algebraiczne
narzgdzie do klasyfikacji spin struktur. W gruncie rzeczy wynikajacy z tych faktéw [H4, Wniosek 1] stanowi,
Ze interesuje nas przemienno$¢ diagramu

I' —— Spin(n)

[

G —2— sO(n)

gdzie p: G — SO(n) to reprezentacja rownowazna identycznosci id: G — G C SO(n). Znalezienie odpowied-
niej reprezentacji p pozwala na przezwyci¢zenie najwickszej trudnosci w zastosowaniu powyzszego kryterium
szukania spin struktur na X, ktérg jest wyznaczenie A~ (p(G)). W ogélno$ci wymaga to stosowania doraznych



metod, co dobrze ilustruje artykut [PS10]. W wyzszych wymiarach lub wigkszej iloSci badanych rozmaitosci ta-
kie podejscie jest co najmniej ktopotliwe. Wiemy jednak, iz X jest spin wtedy i tylko wtedy, gdy R” /71 (SyL,G)
jest spin rozmaitoscig, gdzie Syl,G oznacza 2-podgrupg Sylowa grupy G (zobacz [DSS06, Stwierdzenie 1]).
Zatézmy wiec, ze G jest 2-grupg. W tej sytuacji jesteSmy w stanie skonstruowac reprezentacje p w taki sposéb,
aby znajdowanie spin struktur na X byto mozliwe przy pomocy algorytmu. Dla 2-grup [EM79, Twierdzenie
1.10] daje bowiem nastgpujacy wniosek.

Whiosek ([H4, Wniosek 2]). KaZda nieprzywiedlna reprezentacja wymierna 2-grupy jest indukowana z wy-
miernej reprezentacji stopnia 1.

Dostajemy, Ze istnieje reprezentacja p: G — SO(n, Z), réwnowazng identycznosci, gdzie
SO(n,Z) := SL(n,Z) N SO(n).

W konsekwencji, w diagramie (9) mozemy zamieni¢ SO(n) na SO(n, Z). Zmiana ta na pierwszy rzut oka wydaje
si¢ niewielka, ale [H4, Lemat 7] daje nam wzory na przeciwobrazy generatoréw, a w konsekwencji — wszyst-
kich elementéw grupy SO(n, Z), wzgledem odwzorowania A. Wiemy wiec, jak mogg wyglada¢ homomorfizmy
€ obciete do zbioru generatoréw grupy I', a poniewaz I' jest skoficzenie prezentowalna, jesteSmy w stanie wyzna-
czy¢ wszystkie te odwzorowania. Ostatecznie, mozemy wyznaczy¢ wszystkie spin struktury dla tych ptaskich
rozmaitoSci, dla ktérych grupa holonomii to 2-grupa.

Powréémy do sytuacji, w ktérej grupa holonomii G rozmaitos$ci X jest dowolna. W takim ogdélnym przy-
padku nie mozemy, przy pomocy algorytmu, sklasyfikowac spin struktur na X. JesteSmy w stanie sprawdzic¢, czy
X takowe posiada. W przypadku pozytywnej odpowiedzi, korzystajac z faktu, ze sg one w bijekcji z elementami
grupy kohomologii H!(X,Z/2) =~ H'(T, Z/2), mozemy réwniez — wykorzystujac np. pakiet HAPcryst [RG22]
— podac ich liczbe.

W ostatniej sekcji artykutu wypisujemy informacje o wymiarze 5, jak réwniez statystyki dotyczace iloSci
spin rozmaito$ci ptaskich w wymiarach 5 i 6. Aktualnie te i inne informacje o niskowymiarowych rozmaito$ciach
ptaskich mozna znaleZ¢ na stronie www [Lut21].

WtasnoSci reprezentacji holonomii. Prace [H7], [H8].

Grupa Bieberbacha I' dana jest przez krétki ciag doktadny (1), a wiec definiuje ja G-krata L oraz element
specjalny o. Zwr6¢my uwage na oczywisty fakt — te dwa obiekty nie sg od siebie niezalezne. Dopiero majac
odpowiedni G-modut, jesteSmy w stanie skonstruowaé grupe Bieberbacha, dla ktérej zadaje on reprezentacje
holonomii. Ponadto, jak opisalem powyzej, pewne wtasnosci ptaskich rozmaitosci zaleza wprost od wtasnoSci
ich reprezentacji holonomii, stagd ich badanie stanowi wazng sktadowg catej teorii.

Artykut [H7] podejmuje problematyke wlasnosci rozktadu reprezentacji holonomii nad ciatem liczb rzeczywi-
stych. Wiadomo, ze algebra endomorfizméw kazdego nieprzywiedlnego sktadnika takiego rozktadu jest izomor-
ficzna z R, C lub H. Punktem wyjscia pracy jest zalozenie, ze wszystkie te proste sktadniki majg izomorficzne
algebry endomorfizméw. Mozemy méwi¢ wtedy, ze ptaska rozmaitos¢ jest typu R, C lub H. W przypadku
zespolonym i kwaternionowym daje to przyktady w pewnym sensie nietrywialnych ptaskich rozmaitosci odpo-
wiednio kaehlerowskich i hiperkaehlerowskich. Na podstawie Stwierdzer 7.1 i 7.2 z [Szc12] mozna bowiem
wywnioskowad, ze jezeli ¢ jest reprezentacja holonomii plaskiej rozmaitosci, to przy pomocy ¢ @ ¢ zbudu-
jemy ptaska rozmaito§¢ Kaehlera. Ta sama konstrukcja pozwala nam z ptaskich rozmaitoSci Kaehlera otrzymacé
plaskie rozmaitosci hiperkaehlerowskie.

W literaturze znane byty juz ptaskie rozmaitosci typu R i C, ktérych grupy holonomii to odpowiednio ele-
mentarne 2 i 3 grupy abelowe. Nie byto wiadomo natomiast, czy w ogoéle istnieje ptaska rozmaitos¢ X typu H.
Wazny etap poszukiwan stanowito okres§lenie warunkéw koniecznych dla grupy i reprezentacji holonomii X.
W szczegdlnosci okazalo sig, Ze istotng role mogg odegraé 2-grupy. Majac dany do$¢ duzy zaséb informacji



o takiej potencjalnej grupie holonomii, mozna bylo przystapi¢ do systematycznego przeszukiwania katalogu
grup skoniczonych w programie GAP [20].

Okazuje sie, ze do rzedu 64 istnieje tylko jedna grupa G spelniajgca warunki dane przez [H7, Stwierdzenie
4.3]. Oznaczona jest w GAP jako [64,245] i jest centralnym rozszerzeniem C2 = (a, b) przez C3, gdzie C,
oznacza grupe cykliczng rzgdu 2. Grupa Aut(G) dziata przechodnio na zbiér X := {a, b, ab} nietrywialnych
elementéw centrum Z(G) grupy G. Ponadto, X zawiera wszystkie elementy rzedu 2 w G. Znalezienie elementu
specjalnego mozna wiec sprowadzi¢ do znalezienia kraty L, takiej, Ze istnieje element o, € H?(G, L,), kt6-
rego ograniczenie res,y o, do (a) jest niezerowe. Aby tak skonstruowana rozmaito$¢ byla typu H wymagamy
dodatkowo, aby charakter C ®, L, byl sumg charakteréw o wspéiczynniku Frobeniusa-Schura réwnym —1.
Dobry wybdr dla L, to sktadnik w rozktadzie kanonicznym modutu indgw Z, ktoéry z kolei jest skfadnikiem tzw.
kraty standardowej (patrz odpowiednio [Ser77, Rozdziat 1] i [CW89]). Ranga Z-kraty L, to 16, wiec istnieje
48-wymiarowa rozmaito$¢ typu kwaternionowego.

W kontekscie obliczen komputerowych zwigzanych z powyzszym wynikiem chcialbym zwréci¢ uwage na
pewien fakt. Modul Q®;, L, rozklada si¢ na dwa izomorficzne podmoduly wymiaru 8. W szczegdlnosci oznacza
to, ze istnieje G-krata L rangi 8 taka, ze R ®; L’ jest nieprzywiedlna oraz Endp; (R ®; L’) = H. W trakcie
badai udalo si¢ skonstruowa¢ L', jednak res ,, (H 2(G,L")) = 0, wigc L' nie nadawata si¢ do opisanej powyzej
konstrukcji elementu specjalnego. Kolejnym — naturalnym — krokiem byto zbadanie wszystkich podmodutéw
modutu L', z doktadnoscig do izomorfizmu. W celu ich znalezienia, uruchomiona zostala jedna z aplikacji
pakietu CARAT. Po kilku tygodniach dziatania program nie zakoriczyt swojej pracy. Mimo uptywu dwudziestu
lat od powstania wspomnianego oprogramowania i ogromnym skoku wydajno$ciowym sprzgtu komputerowego,
grupy macierzowe niezbyt duzego wymiaru 8 mogg by¢ nadal duzym wyzwaniem.

Omawiany powyzej artykut stanowi dobrg ilustracje trudnosci, jakie przynosi poszukiwanie ptaskich rozmaito-
Sci o okreslonych wlasnos$ciach. Podstawg i jednocze$nie najwickszym wyzwaniem okazuje si¢ czesto znale-
zienie reprezentacji holonomii. Dzigki [HS91] wiadomo, Ze jej rozktad nad ciatem liczb wymiernych posiada
co najmniej dwa nieprzywiedlne sktadniki. Artykul [H8] kontynuuje tematyke podjeta przez Hissa i Szczepan-
skiego. Okazuje si¢, ze ich wynik mozna uogdlni¢ i pokazac, ze w rozkladzie reprezentacji holonomii nad Q
musimy znaleZ¢ nie tylko co najmniej dwa sktadniki — co najmniej dwa z nich musza by¢ nieizomorficzne.
Sama idea uogdlnienia jest nastepujaca. Zatézmy, ze M i L to G-kraty takie, ze Q ®, M jest modutem prostym,
a Q ®; L to QG-modul jednorodny zawierajagcy Q ®, M, tzn.

Q®,L=Q®,M®..oQx, M.

Wtedy zbiory skladnikéw prostych modutéw C ®, M oraz C ®;, L sg sobie rowne. Ta informacja prowadzi
do wniosku, ze warunki konieczne dla istnienia elementu specjalnego w H?(G, M) oraz H?(G, L) s3 takie
same. Zal6ézmy, ze G # 1 i oznaczmy przez Soc G grupe generowang przez minimalne podgrupy normalne G.
Whiosek 3.4 z [H8] méwi o tym, ze aby przy pomocy G-kraty L mozna bylo zdefiniowac¢ grupe Bieberbacha (1),
to Soc G musi by¢ produktem elementarnych grup abelowych. Tu z kolei nasze zatozenie o istnieniu elementu
specjalnego implikuje, ze L nie jest wiernym G-modutem. Ostatecznie, jedyng mozliwoscia na uzycie L do
zbudowania beztorsyjnego rozszerzenia (1) jest sytuacja, w ktérej G = 1 (zobacz [H8, Sekcja 4]). Dostajemy
gtéwny wynik pracy ktéry, zgodnie z uzywanymi w tym referacie oznaczeniami, ma nast¢pujacg postac.

Twierdzenie 6 ([H8, Twierdzenie 1]). Jezeli I jest grupqg Bieberbacha, zdefiniowang przez cigg (1), gdzie Q®@,L
Jjest modutem jednorodnym, to I' = L.

Powyzsze twierdzenie daje nam istotne informacje o zwartych ptaskich rozmaito$ciach Kaehlera. Jezeli X
jest takg rozmaitoscig, zespolonego wymiaru n, I' = m, (X) zadaje ciag doktadny (1), to I' mozemy zrealizo-
waé jako dyskretng, kozwartg i beztorsyjng podgrupe U(n) x C". W takim wypadku reprezentacja holonomii
jest postaci ¢.: G — U(n) (zobacz [Szc12, Stwierdzenie 7.1]). Okazuje si¢, ze jednorodnosé reprezentacji ¢,
implikuje jednorodnos¢ QG-modutu Q ®, L. Jest mozliwe tylko wtedy, gdy G = 1, a wigc X jest zwartym pla-
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skim torusem zespolonym. Dostajemy w szczeg6lnosci analog gtéwnego wyniku pracy [HS91] dla przypadku
zespolonego, a dokladniej — fakt, ze reprezentacja ¢,. jest rozktadalna.

Rozproszone i rozwigzalne grupy Bieberbacha. Prace [H5], [H9].

Zwrdce teraz uwage na te aspekty zwigzane z grupami Bieberbacha, ktére — przynajmniej na pierwszy rzut
oka — sg bardziej algebraiczne, niz geometryczne. Prace [HS], [H9] ograniczajg badany przypadek do takiego,
w ktérym grupy te sa rozwigzalne. Rozproszona (ang. diffuse) grupa Bieberbacha musi by¢ rozwigzalna, cho-
ciaz powyzsze pojecia taczy nie tylko ta prosta implikacja. Do$¢ powiedzie¢, ze zarbwno grupy rozproszone,
jak i rozwiazalne, sa obiektem zainteresowania badaczy zajmujacych si¢ rownaniami Yanga-Baxtera i zwia-
zanymi z nimi teoriami klamer, grup strukturalnych i dotaczonych (por. [BCV18], [LV19], [Rum24]). Nalezy
zauwazyc, ze rozproszono$¢ implikuje wlasno$¢ unikalnego produktu (ang. unique product property), co z kolei
daje prawdziwos¢ hipotezy Kaplaniskiego o elementach odwracalnych w pierScieniach grupowych. Nie spos6b
nie wspomnie¢ w tym miejscu o przyktadach podanych w [Gar21b], [Gar23], ktére pokazuja, ze w ogdlnosci
hipoteza ta nie jest prawdziwa, a ktére wykorzystuja jedna z tr6jwymiarowych grup Bieberbacha, tzw. grupe
Hantzsche-Wendta.

Wspomniang powyzej grupe Hantzsche-Wendta mozemy réwniez spotka¢ w literaturze pod nazwa grupa Pro-
mystowa Ap. Pochodzi ona od nazwiska autora, ktéry w pracy [Pro88] pokazal, ze nie ma ona wtasnosci uni-
kalnego produktu. W pewnym sensie jest ona do dzisiaj generycznym przykladem takiej grupy — wszystkie
znane przyklady grup Bieberbacha bez wiasnosci unikalnego produktu zawieraja A,. Jedng z motywacji po-
wstania pracy [H5] byla odpowiedZ na analogiczne pytanie dla grup rozproszonych. Doktadniej, autorzy arty-
kutu [KR16] pytali o minimalny wymiar d nierozproszonej grupy Bieberbacha, ktdéra nie zawiera grupy Pro-
mystowa. Klasyfikujac pod katem rozproszonosci grupy wymiaru co najwyzej cztery, stwierdzili, ze d > 5,
a uzywajac przyktadu z holonomig C3, dostali d < 8. Jednym z aspektéw badar zaprezentowanych w arty-
kule [HS5] bylo stworzenie algorytmu klasyfikujacego rozproszone grupy Bieberbacha. Sama idea algorytmu
polega na konstrukcji Calabiego. Dla dowolnej grupy Bieberbacha I'" pozwala ona zbudowa¢ taki skoriczony
ciag podnormalny grup Bieberbacha
F=ry>I'y>..>IYy,

w ktérym kazdy z faktoréw I',/T';, ... ,I';_; /T, jest nietrywialng wolng grupg abelowa. Wtedy I jest rozpro-
szona wtedy i tylko wtedy, gdy I'; to wolna grupa abelowa. ZastosowaliSmy nasz algorytm do grup wymiaru
mniejszego lub réwnego 6. Jego podsumowaniem jest [HS, Twierdzenie 1], a szczeg6ty prezentuje strona www
[Lut21]. OdkryliSmy, ze lista podana w [KR16] pomija jedng nierozproszona grupe wymiaru 4, ktéra jednak
zawiera A p, wigc konkluzja tejze pracy, dotyczaca liczby d, pozostaje poprawna. Okazalo si¢, ze wsrdd piecio-
wymiarowych nierozproszonych grup Bieberbacha znajduje si¢ taka, ktéra nie zawiera grupy Ap.

Problem, ktérego rozwigzanie opisane jest w pracy [H9], dotyczy ogdlniejszego zagadnienia minimalnej dtugo-
Sci Hirscha beztorsyjnych grup wirtualnie rozwigzalnych, postawionego przez Jonathana Hillmana. Zapytat on
wspotautora pracy, czy wiadomo co$ na ten temat w przypadku beztorsyjnych grup wirtualnie abelowych, a wiec
doktadnie grup Bieberbacha. OczywiScie, dlugo$¢ Hirscha oznacza tu po prostu wymiar. Chociaz na pierwszy
rzut oka problem wydaje si¢ czysto algebraiczny, ma swoje uzasadnienie topologiczne. Znalezienie nierozwia-
zalnej grupy Bieberbacha minimalnego wymiaru pozwala bowiem w szczeg6lnosci na znalezienie doskonalej
grupy Bieberbacha, a wigc i ptaskiej rozmaitoSci z trywialng pierwsza grupa homologii (patrz [Bel]).
Punktem wyjscia naszych rozwazan byly:
a) prosty do pokazania fakt méwigcy o tym, ze o rozwigzalnos$ci grupy Bieberbacha decyduje rozwigzalnos¢
jej grupy holonomii;
b) [Ple89, Twierdzenie V.1], ktére stanowi o istnieniu grup Bieberbacha z prosta nieabelowa grupa holonomii
w wymiarze 15.
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Naturalnym wydato si¢ przyjecie hipotezy, ze do wymiaru 15 wszystkie grupy Bieberbacha sg rozwigzalne.
W celu jej wykazania, dzieki twierdzeniom Bieberbacha, wystarczylo sprawdzi¢ skoniczenie wiele grup. Nie-
stety, grupy Bieberbacha sa sklasyfikowane tylko do wymiaru 6, a wspomniane wcze$niej problemy z oblicze-
niami juz w wymiarze 8 sugeruja, ze w najblizszym czasie klasyfikacja ta si¢ nie rozszerzy. W rezultacie nie
mogliSmy skupi¢ si¢ jedynie na szukaniu najmniejszego wymiaru. Szukanie potencjalnych grup holonomii tylko
przy zalozeniu ich nierozwigzalno$ci moglo by¢ poza naszymi mozliwosciami obliczeniowymi. Nalezalo wigc
zminimalizowaé réwniez grupy holonomii.

Powyzsza idea lezy u podstaw definicji minimalnej nierozwiqzalnej grupy Bieberbacha. Zalézmy wicc, ze
I' dana rozszerzeniem (1) jest takg grupa. Implikuje to, ze G jest minimalna nierozwiazalna grupg skoriczona.
Dzieki badaniu rozkladu reprezentacji holonomii nad cialem liczb wymiernych, a wiec QG-moduiu Q ®;, L,
dostajemy, ze G musi posiada¢ co najmniej dwie nieprzywiedlne i nieréwnowazne nad Q reprezentacje postaci
G — GL,(Z), gdzie 4 < n < 10. Jest to pierwsza kluczowa dla nas informacja. Zatézmy, ze 4 < n <
10. Dziegki wynikom Dade’a [Dad65], Pleskena i Pohsta [PP77a], [PP77b], [PP80a], [PP80b], [PP80c] oraz
Souvigniera [Sou94] wiemy, jak wygladaja maksymalne nieprzywiedlne podgrupy GL, (Z) i mozemy szukaé
ich minimalnych podgrup nierozwigzalnych. Zadanie to okazuje si¢ jednak kosztowne obliczeniowo, zwlaszcza
dla grup duzego rzedu in € {9,10}. Mamy jednak w reku drugg kluczowg informacje — G to grupa doskonata,
a dzieki klasyfikacji Pleskena i Holta [HP89], uzupelnionej niedawno przez Hulpke [Hul22], znamy grupy
doskonate do rzedu 2 - 10°. Z wykorzystaniem powyzszych baz danych i narzedzi teorii reprezentacji mozna
udowodnic:

Stwierdzenie ([H9, Stwierdzenie 4.6]). Jezeli p: G — GL,(Z) jest nieprzywieding reprezentacjg minimalnej
nierozwiqzalnej grupy G, gdzie 4 < n < 10, to p(G) jest grupg:

a) prostq H, gdzie H € {Ag,L3(2),L,(8)} lub

b) H2! — centralnym nietrywialnym rozszerzeniem Co, przez grupe prostq H, gdzie H € {As, L5(2)} lub

¢) L3(2)N23 — nietrywialnym rozszerzeniem C3 przez Ls(2).

Rozpatrujac mozliwe przypadki rozktadu reprezentacji holonomii grupy I' jesteSmy w stanie okre§li¢, jak
wyglada grupa G. Analizujac mozliwe wymiary I, te do 12 wlacznie sg wykluczone z uzyciem wspomnianego
weczesniej Twierdzenia V.1 z [Ple89] oraz Twierdzenia 6. Wymiary 13 i 14 wymagaja zaglebienia si¢ w argu-
menty lezace u podstaw wynikéw pracy [HS91], a ktore ilustruja istotny wklad lokalnej teorii reprezentacji
w teori¢ grup Bieberbacha. Wykluczajac te wymiary, dostajemy ostatecznie gléwny wynik pracy:

Twierdzenie 7 ([H9, Twierdzenie 1]). Minimalnym wymiarem nierozwiqzalnej grupy Bieberbacha jest 15.

4.2. Opis pozostalych osiagnieé

Lista artykutéw niewchodzaca w sktad opisanego powyzej cyklu jest nastepujgca:

[O1] R. Lutowski i Z. Marciniak. Affine representations of Fibonacci groups and flat manifolds. Comm. Alge-
bra 46.6 (2018), s. 2738-2741. por: 10.1080/00927872.2017.1399412.

[O2] R. Lutowski, N. Petrosyan i A. Szczepaiiski. Classification of spin structures on four-dimensional almost-
flat manifolds. Mathematika 64.1 (2018), s. 253-266. por: 10.1112/50025579317000560.

[O3] R. Lutowski, N. Petrosyan, J. Popko i A. Szczepariski. Spin structures of flat manifolds of diagonal type.
Homology Homotopy Appl. 21.2 (2019), s. 333-344. por: 10.4310/HHA.2019.v21.n2.al8.

[O4] E. Acri, R. Lutowski i L. Vendramin. Retractability of solutions to the Yang-Baxter equation and p-
nilpotency of skew braces. Internat. J. Algebra Comput. 30.1 (2020), s. 91-115. por: 10.1142/S02
18196719500656.

[O5] R. Lutowski, J. Popko i A. Szczepariski. Spin® structures on Hantzsche-Wendt manifolds. J. Geom. Phys.
171 (2022), Paper No. 104394, 17. por: 10.1016/7j.geomphys.2021.104394.
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Spin struktury na prawie plaskich rozmaitoSciach. Praca [O2].

Praca [O2] podejmuje problematyke klasyfikacji spin struktur na niskowymiarowych rozmaitosciach prawie
ptaskich. Rodzina rozmaitosci prawie ptaskich to w istocie uogélnienie ptaskich rozmaitodci na przypadek,
w ktérym R” zastepujemy spdjna, jednospdjna nilpotentng grupa Liego N (patrz [Gro78], [Ruh82]). Mamy
wtedy do czynienia z grupami prawie Bieberbacha, a wigc beztorsyjnymi i dyskretnymi podgrupami C x N, dla
ktérych przestrzefi orbit — infranilrozmaitosé X = N /T — jest zwarta. Przez C oznaczamy maksymalng zwartg
podgrupe grupy Aut(N) automorfizméw Liego N. Twierdzenia Bieberbacha da si¢, przynajmniej do pewnego
stopnia, uogdlnic na t¢ rodzing grup (zobacz [Dek96, Rozdziaty 2.2, 2.3]). W szczegdlnosci I' wpisuje sie w ciag
doktadny

1—A—T—G—1, (10)

gdzie A to maksymalna normalna nilpotentna podgrupa I', skoficzona grupa G to z kolei grupa holonomii roz-
maitosci X. Niech n = dim X. Modyfikujgc dolny cigg centralny grupy A mozemy zbudowac catkowitoliczbowa
reprezentacje G — GL,(Z), rtéwnowazng reprezentacji holonomii X. Klasyfikacja spin struktur, czy w ogél-
nosci ich istnienie, zadane sa analogami warunkéw dla ptaskich rozmaitosci. Istotna jest wiec przemienno$é
odpowiednika diagramu (9) i 2-podgrupy Sylowa grupy G.

Cel pracy to znalezienie prawie ptaskich spin 4-rozmaito$ci. Co prawda mamy do zbadania nieskoricze-
nie wiele rozmaitoSci, ale klasyfikacja zaprezentowana w [Dek96] nasuwa pewien pomyst. Zal6zmy, ze grupe
prawie Bieberbacha I', wymiaru 4, zadaje cigg (10). Przypusémy, ze S jest zbiorem generatoréw A. Niech A2
oznacza domknigcie normalne podgrupy A, generowanej przez kwadraty jej generatorow:

A2 = (s | s € S).

Wspomniany wczesniej odpowiednik diagramu (9) i zwigzang z nim klasyfikacje spin struktur mozemy zmo-
dyfikowaé w taki spos6b, aby zamiast I" uzy¢ grupy I'/AZ%. Dzigki takiemu podejsciu zyskujemy mozliwosé
klasyfikacji spin infranilrozmaito$ci wymiaru 4, bowiem grup postaci I'/ A2 jest skoficzenie wiele.

Uzycie w gléwnej mierze narzedzi z pracy [H4] pozwala na znalezienie przeciwobrazéw grup holonomii
prawie plaskich 4-rozmaitosci wzgledem odwzorowania nakrywajacego A: Spin(4) — SO(4), a to prowa-
dzi ostatecznie do klasyfikacji spin struktur na tych rozmaitoSciach. Dodajmy, ze w tym przypadku dostajemy
réwniez informacje o ich paralelizowalnoSci.

Grupy strukturalne multipermutacyjnych rozwigzafi réwnania Yanga-Baxtera. Praca [O4].

Teoriozbiorowym rozwigzaniem réwnania Yanga-Baxtera nazywamy par¢ (X, R), gdzie X jest zbiorem, ar: X X
X — X x X to taka bijekcja, ze

(r xid)(id x r)(r x id) = (id x r)(r x id)(id x r).

Przyjmujac notacjg r(x,y) = (o,(y), 7,(x)), rozwigzanie nazywamy niezdegenerowanym, gdy o, jest permu-
tacjg dla kazdego x € X. Inwolutywno$¢ rozwigzania oznacza, ze r? = id. Na (X, r) istnieje pewna relacja
réwnowazno$ci i przy jej pomocy jesteSmy w stanie wygenerowac ciag rozwigzafi. Jezeli pewien element tego
ciggu wyznacza zbidr jednoelementowy, to (X, ) nazywamy multipermutacyjnym.

Gateva-Ivanowa i Van den Bergh w artykule [GV98] wykazali, ze grupa strukturalna

G(X,r):=(X|xy=uv,o0iler(x,y) = (u,v))

niezdegenerowanego, inwolutywnego rozwiazania (X, r) jest grupg Bieberbacha. W p6zniejszym czasie bada-
cze wykazali, ze struktura tejze grupy wyznacza pewne wlasnosci samego rozwigzania. Np. multipermutacyj-
nos¢ (X, r) jest rtéwnowazna rozproszonosci G (X, r). Chociazby z tego punktu widzenia mozna zapytaé réwniez
o wlasnos¢ unikalnego produktu dla grupy G (X, r). Jak pisalem przy okazji omawiania pracy [H5], grupa Pro-
mystowa jest tutaj bardzo waznym przyktadem. Z tej perspektywy waznym aspektem artykutu jest prezentacja
algorytmu, ktéry pozwala sprawdzié, czy dana grupa Bieberbacha zawiera grupe A .
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W badaniu nieinwolutywnych rozwigzan wazng role odgrywaja struktury algebraiczne nazwane sko$nymi
lewymi klamrami. Struktury te sg postaci (B, +, o), gdzie (B, +), (B, ) to grupy i zachodzi prawo

va,b,ceBao(b-i_c):a°l7_a'|‘élc>6‘.

Wiadomo, ze kazde niezdegenerowane rozwigzanie (X, r) wyznacza skosng lewg klamre (B, +, o) i na odwro6t.
Zagadnienie multipermutacyjnosci nieinwolutywnego rozwigzania (X, r) zwigzane jest z tzw. prawg nilpotent-
noScig B. W artykule rozwazane sg z kolei powigzania tej wlasnos$ci z pewnymi lokalnymi wlasnosciami B jako
klamry oraz grupy (B, o). Idac dalej, lewa nilpotentnos$¢ B badana jest za pomocg jej lokalnych wiasnosci.

Ptaskie rozmaito$ci typu diagonalnego. Prace [O1], [O3], [O5].

Mowimy, ze ptaska n-wymiarowa rozmaito$¢ X jest typu diagonalnego, jezeli istnieje normalna podgrupa abe-
lowa L’ jej grupy podstawowej I, danej ciggiem (1), o nastepujacych wlasnosciach:

a) G’ :=T'/L’ jest elementarng 2-grupg abelows;

b) istnieje baza /1, .../, Z-modutu L’ taka, ze

g-li=4l

dlage G',1<i<n
W przypadku, gdy L’ = L, méwimy, ze X jest rozmaitoscig lub, ze T" jest grupg diagonalng. Na potrzeby
ponizszego opisu zat6zmy, ze G’ = T'/L’ = C§ oraz p: T' — G’ jest homomorfizmem naturalnym.

Mozna zaryzykowac stwierdzenie, ze sztandarowym przyktadem diagonalnych grup Bieberbacha sa uogdélnione
grupy Hantzsche-Wendta, ktére w przypadku orientowalnym nazywamy po prostu grupami Hantzsche-Wendta
(HW-grupami). Sa one zdefiniowane jako te grupy Bieberbacha, ktérych grupa holonomii jest elementarng
2-grupa abelowa maksymalnej rangi. Ich diagonalno§¢ wykazali Rosetti i Szczepariski w [RSO5]. Problem
10 pracy [Szc06] porusza w swej istocie zagadnienie relacji w uogélnionych grupach Hantzsche-Wendta da-
nego wymiaru. W [Szc01] autor pokazal, ze w kazdym nieparzystym wymiarze n istnieje H W-grupa, ktora jest
epimorficznym obrazem grupy Fibonacciego F(n — 1,2n). W artykule [O1] wynik ten udalo si¢ uogdlni¢ na
wszystkie HW-grupy. Mozemy wiec powiedzie¢, ze w pewnym sensie, wszystkie grupy Hantzsche-Wendta sg
cykliczne:

Twierdzenie 8 ([O1, Twierdzeniel). Kazda n-wymiarowa grupa Hantzsche-Wendta jest epimorficznym obrazem
grupy Fibonacciego F(n — 1, 2n).

Prace [O3], [O5] u swojej podstawy majg opis pierScieni kohomologii HW-grup, o wspélczynnikach w ciele
F,, zaprezentowany w [PS16]. Okazuje si¢, Ze opis ten mozna — do pewnego stopnia — rozszerzy¢ na plaskie
rozmaitoSci typu diagonalnego. Dokladniej, zgodnie z oznaczeniami powyzej, mamy

X =R"/T = (R"/L')/(T/L') = (H span{z,»}/<z,->) /G = ($Y)"/G = 1"/

i w ten sposéb grupa G’ dziata na torus 7" jako podgrupa grupy D", gdzie
D={zz,2> —z,2 7,2 =7} 2 Cy X Cy

to podgrupa grupy symetrii okregu jednostkowego ptaszczyzny zespolonej. Majac dany taki opis, dowolny wy-
bor d generatoréw grupy G’ pozwala nam skonstruowac macierz A stopnia d x n o wsp6éiczynnikach w 2. Przy
jej pomocy, w sposéb kombinatoryczny, jesteSmy w stanie zdefiniowa¢ wielomiany

* stopnia 1: o, ..., ,, B4, ..., B, oraz
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* stopnia 2: 6,,...,6,,

nalezace do pierscienia Fy[xq, ..., x,|. Maja one nastepujace wlasnosci:

1. Obrazem wielomianu
n

[J(t+a+8) (11)
i=1
wzgledem homomorfizmu indukowanego p*: H*(G’,F,) — H*(I',F,) = H*(X,F,) jest totalna klasa
Stiefela-Whitneya rozmaito$ci X.
2. Jezeli py: H '(G',Fy) — H'(T,F,) jest odwzorowaniem indukowanym przez p, to

Ker pf;) = 0 oraz Ker pfy) = (04, ..., 0,).
Mozemy wiec opisaé pierwsza i druga klase Stiefela-Whitneya rozmaitoSci X jako elementy algebry ilorazowej
Folxy, ..., x4]/1, gdzie I to ideat generowany przez Ker pf,).

Uzywajac powyzszego jezyka, praca [03] podaje przyktad takiej plaskiej rozmaitosci X = R” /T typu dia-
gonalnego, ktdra nie jest spin, a ktérej kazde skoficzone i wlasciwe nakrycie ma spin strukture. Przez wiasciwe
rozumiemy tu takie nakrycie rozmaitosci X, ktérego grupa holonomii jest wtasciwa podgrupg G. Przykiad ten
stanowi kontrast do przypadku rzeczywistych rozmaitoSci Botta, dla ktérych istnienie spin struktur jest impli-
kowane ich istnieniem na skoficzonych nakryciach z grupg holonomii C3 (patrz [Ggs17, Twierdzenie 1.2]).

W pracy [05] pokazujemy, ze HW-rozmaito$¢ wymiaru wiekszego niz 3 nie posiada spin® struktury. Zagad-
nienie istnienia spin struktur jest naturalne w przypadku tych rozmaitosci, ktére nie sg spin, a do nich zaliczaja
cie¢ HW-rozmaitoSci wymiaru réwnego co najmniej 5 (patrz [MPO06, Przyktad 4.6]). Znajomos$¢ wybranych grup
homologii i kohomologii HW-rozmaito$ci pozwala na postawienie kryterium istnienia spin® struktur na tych roz-
maito$ciach z wykorzystaniem wielomianu (11) oraz generatoréw Ker p’(“Q). W konsekwencji przenosimy nasze
rozwazania na badanie wlasno$ci macierzy A, ktéra definiuje HW-rozmaito$¢ jak wyzej. Ostatecznie, warunek
istnienia spin“ struktury dany jest w sposéb czysto kombinatoryczny. Pokazujac, ze w wymiarach wiekszych
badZ réwnych 5 warunek ten nie zachodzi, dostajemy gtéwny wynik pracy.

5. Informacja o wykazywaniu si¢ istotng aktywnoscia naukowa albo artystyczng realizowana w wiecej niz
jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczegélnosSci zagranicznej.

09.2016 tygodniowa wizyta naukowa w Uniwersytecie w Southampton w ramach pracy nad artykutem [O2]

12.2018 kilkudniowa wizyta w RWTH w Akwizgranie w ramach pracy nad artykutem [H7]

07.2019 dwutygodniowa wizyta w RWTH w Akwizgranie i rozpoczgcie badari nad hipoteza, ktéra czgSciowo
zostata udowodniona w [H3]

07.2023 tygodniowa wizyta w UMCS w Lublinie w ramach pracy nad artykulem [GL23] (w recenzji)

09.2023 tygodniowa wizyta w Uniwersytecie w Kilonii w ramach pracy nad artykutem [LSW24] (w recenzji)

6. Informacja o osiaggni¢ciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke.

Dziatalno$¢ dydaktyczna obejmuje:

* wypromowanie 13 magistrantow;

* wieloletnie prowadzenie przedmiotéw na Uniwersytecie Gdariskim, w szczegdlnosci: Algebra liniowa, Al-
gebra, Analiza matematyczna, Teoria Galois, Teoria reprezentacji, Obliczeniowa teoria grup, Bazy danych;
do wickszosci prowadzonych przeze mnie wyktadéw przygotowalem prezentacje lub skrypty, ktére byly
udostepniane studentom;

» kurs Modularnej teorii reprezentacji dla uczestnikow Szkoty przygotowawczej do XXI Wyktadu im. An-
drzeja Jankowskiego;

* kurs wprowadzajacy do pracy z pakietem GAP, dla pracownikéw Instytutu Matematyki UG (skrypt z tego
kursu znajduje si¢ na stronie www . gap-system.org/doc/learn).
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W ramach dziatalno§ci organizacyjnej podjalem nastepujgce obowigzki:

* cztonkostwo w Radzie Dyscypliny Matematyka na Uniwersytecie Gdariskim, kadencja 2024-2028;

* czlonkostwo w Radzie Wydzialu Matematyki, Fizyki i Informatyki Uniwersytetu Gdariskiego, kadencja
2024-2028;

» praca w zespole tworzacym kierunek Modelowanie matematyczne i analiza danych, na studiach pierwszego
i drugiego stopnia, na Wydziale Matematyki, Fizyki i Informatyki UG;

» wspotpraca z pracownikami UG nad tworzeniem i zarzadzaniem tre§ciami strony www Instytutu Matema-
tyki UG;

* udzial w pracach przy organizacji serii Wyktadow im. Andrzeja Jankowskiego (mat .ug.edu.pl/ajml)
oraz Kolokwiow Killinga-Weierstrassa (mat .ug.edu.pl/kwwk), w tym tworzenie stron internetowych
i ksiag abstraktow; za organizacje XX Wyktadu im. Andrzeja Jankowskiego otrzymatem w 2019 roku Na-
grode Rektora Uniwersytetu Gdariskiego.

Dziatalno§¢ popularyzacyjng prowadzitem dla odbiorcéw na réznych poziomach ich edukacji czy kariery.
Prowadzilem warsztaty:
¢ dla uczniéw szkot podstawowych i Srednich z zakresu topologii, geometrii, kryptografii, na przyktad:
2019 Tajne przez poufne, czyli co Cezar wiedziat o szyfrowaniu,
2020 Powierzchnie, czyli co mozna, a czego nie mozna zrobic¢ z gumy, drutu i papieru,
2021 Grupy tapetowe, czyli matematycy dekorujq Sciany;
* dla nauczycieli:
2019 kurs IZTEX, wraz z jego zastosowaniem w nauczaniu (przygotowanie prezentacji, sprawdziandw, jego
mozliwo$ci w réznych dziedzinach nauki).
W wielu wydarzeniach, oprécz przygotowania zajeé¢, bratem réwniez udzial w ich organizacji. Mozna wsréd
nich wymieni¢ Rok Matematyki na Pomorzu (Noc Matematyki, XVII Wyktad im. Andrzeja Jankowskiego,
Matematyka jako wazny sktadnik kultury i cywilizacji).

7. Oproécz kwestii wymienionych w pkt. 1-6, wnioskodawca moze podac inne informacje, wazne z jego punktu
widzenia, dotyczace jego kariery zawodowej.

7.1. Nagrody

Na polu pracy naukowej i organizacyjnej otrzymatem nastepujace wyrdznienia:

2019 Nagroda Rektora Uniwersytetu Gdanskiego za seri¢ dwoch artykutéw pos§wieconym zwigzkom pomiedzy
teorig reprezentacji grup skoriczonych a grupami krystalograficznymi i ich geometrig oraz za wzorowa
organizacje jubileuszowego XX wyktadu im. A. Jankowskiego wraz z towarzyszaca mu minikonferencja
(nagroda zespotowa drugiego stopnia);

2022 Nagroda Rektora Uniwersytetu Gdariskiego za osiggni¢cia naukowe udokumentowane publikacjami na-
ukowymi (nagroda indywidualna czwartego stopnia).

7.2. Wystgpienia na seminariach

Oproécz regularnych odczytéw na seminarium Zakladu Geometrii Instytutu Matematyki UG, w ramach semina-

riéw innych jednostek mialem nastgpujace wystgpienia:

20.05.2014 Uniwersytet Warszawski (Seminarium z Topologii algebraicznej): NieprzywiedIne reprezentacje
euklidesowe grup Fibonacciego.

22.01.2019 Uniwersytet Warszawski (Seminarium z Topologii algebraicznej): Spin struktury ptaskich rozma-
itosci typu diagonalnego,

12.01.2021 Politechnika Warszawska (Seminarium z Algebry ogdlnej): Grupy strukturalne multipermutacyyj-
nych rozwiqzan réwnania Yanga-Baxtera,
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10.11.2021 Uniwersytet Warszawski (Seminarium z Topologii algebraicznej): Plaskie rozmaitosci z jedno-

rodnq reprezentacjq holonomii,

23.05.2023 Politechnika Warszawska (Seminarium z Algebry ogélnej): Nierozwigzalne grupy Bieberbacha,

28.09.2023 Uniwersytet w Kilonii (Mathematisches Seminar): Complex Vasquez invariant,

22.11.2023 Uniwersytet Warszawski (Seminarium z Topologii algebraicznej): Zespolony niezmiennik Vasqu-

eza,

23.11.2023 Uniwersytet w Bayreuth (seminarium online): Complex Vasquez invariant,
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