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Recenzja rozprawy doktorskiej Barttomieja Pawelskiego

Counting and generating monotone Boolean functions

Rozprawa doktorska Barttomieja Pawelskiego dotyczy stynnego problemu Dedekinda z ro-
ku 1897, ktéry polega na wyznaczeniu liczby monotonicznych funkcji Boolowskich przy usta-
lonej liczbie zmiennych. Niech n bedzie liczba naturalng i niech B™ oznacza zbioér wszystkich
ciagéw binarnych (zero-jedynkowych) dlugosci n. Monotoniczna funkcja Boolowska to do-
wolna funkcja f : B" — {0, 1} taka, ze x < y pociaga f(z) < f(y), dla wszystkich z,y € B"
(nieréwno$é¢ = < y oznacza nieréwnosé na kazdej wspolrzednej). Liczbe wszystkich takich
funkcji oznaczamy przez d,, i nazywamy n-ta liczbg Dedekinda. Liczby Dedekinda posiadaja
wiele kombinatorycznych interpretacji (np. d,, to liczba antytancuchéw w rodzinie podzbio-
réw zbioru n-elementowego). Warto takze wspomnieé, ze znana jest asymptotyka ciagu d,,,
a nawet istnieja jawne wzory na liczby d,, (np. elegancka formuta Kisielewicza). Niestety
informacje te sa malo przydatne do efektywnego wyznaczania poszczegdlnych liczb Dedekin-
da. Jak dotad znanych jest tylko dziewie¢ pierwszych wyrazéw ciagu d,,. Najwicksza znana
liczba Dedekinda, dg = 286386577668298411128469151667598498812366, zostata obliczona
dopiero w roku 2023. Wyzwanie w problemach tego typu polega na umiejetnym zastosowa-
niu teorii do opracowania skutecznego algorytmu, jego odpowiedniej implementacji, a takze
wiarygodnej weryfikacji wynikéw. Nie bez znaczenia jest tez dostep do maszyn o duzej mocy
obliczeniowe;j.

Na rozprawe doktorskag Barttomieja Pawelskiego sktadaja sie cztery artykuly oznaczone
literami A, B, C, D. Dotyczg one pewnych wariantow liczb Dedekinda, a takze pewnych
wlasnosci oryginalnego ciagu d,,. Ponizej omdwie je skrotowo.

Artykuly A i C po$wiecone sa nastepujacemu wariantowi liczb Dedekinda. Niech D,
oznacza zbior wszystkich monotonicznych funkcji Boolowskich n zmiennych. Mamy zatem
d, = |Dy,|. W zbiorze D,, mozemy wprowadzi¢ naturalng relacje rownowaznosci, w ktorej
dwie funkcje, f,g € D, sa réwnowazne jezeli dla pewnej permutacji m zbioru {1,2,...,n}
zachodzi f(x) = g(n(z)), dla kazdego x € B™. Zbiér klas réwnowaznosci tej relacji oznacza-
my przez R,, a jego moc przez r, = |R,|. Skala trudnosci obliczania liczb r,, jest oczywiscie
podobna jak w przypadku liczb d,,. W artykutach A i C wyznaczono dwie z nich, a miano-
wicie rg = 1392195548889993358 i 19 = 789204635842035040527740846300252680. Metody
dowodowe sa elementarne, acz catkiem pomystowe. Bazuja gtéwnie na lemacie Burnside’a
(o liczbie orbit grupy dziatajacej na zbiorze) oraz odpowiednich reprezentacjach funkcji Bo-

olowskich (w postaci liczb lub ciggéw zero-jedynkowych), co pozwala na efektywne wyliczanie
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punktéw stalych w zbiorze D,, przy dziataniu permutacji na zmienne. W wyznaczeniu liczby
r9 wykorzystano uzyskang niedawno warto$¢ liczby dy. Artykut A ukazal sie w czasopismie
Journal of Integer Sequences, zas artykul C w czasopismie IEEE Transactions of Information
Theory.

Praca B dotyczy oryginalnych liczb Dedekinda d,,. Autorzy dowodzg w niej kongruencji
dy = 6(mod 210). Oczywiscie, wynik ten zostal uzyskany zanim obliczono dy. Postuzyt on
wowcezas do dodatkowej weryfikacji poprawnosci obliczen. Metody dowodowe sg elementarne,
bazuja na Chinskim Twierdzeniu o Resztach (210 =2-3-5-7) oraz na pomystowych reduk-
cjach wykorzystujacych izomorfizmy i rozmaite zaleznoéci pomiedzy zbiorami funkcji z B* do
D". Prowadzi to do konstrukcji efektywnych algorytméw (w ograniczonym zakresie liczbo-
wym) obliczajacych potrzebne sktadniki catosci. Ostateczny sukces wymagal takze pewnych
umiejetnosci implementacyjnych. Praca B ukazata si¢ w Journal of Integer Sequences.

W pracy D zajeto sie z kolei funkcjami samodualnymi. Funkcja f € D, jest samodual-
na jezeli reprezentujacy ja ciag binarny nie zmienia sie przy odwroceniu i dopetnieniu. Na
przyktad, ciag 0011 jest samodualny poniewaz po odwrédceniu daje 1100, a po dopelnieniu
wraca do wyjsciowej postaci 0011. Zbiér samodualnych elementow D,, oznaczamy przez A,
a jego liczno$é przez A\, = |A,|. W pracy D wyliczono wartosé Ag = 423295099074735261880
potwierdzajac wynik z roku 2013 uzyskany przez innych autoréw. Ponadto wyliczono liczbe
gs = 6001501, gdzie q,, oznacza liczbe klas réwnowaznosci w zbiorze A,,. Metody dowodowe sg
podobne do stosowanych w poprzednich pracach z uwzglednieniem dodatkowych wtasnosci
wynikajacych z samodualnosci. Praca z tymi wynikami zostata wystana do publikacji.

Podsumowujac stwierdzam, ze rozprawa doktorska Bartlomieja Pawelskiego zawiera szereg
nowych i ciekawych rezultatéw dotyczacych intrygujacej, klasycznej tematyki. Ich uzyskanie
swiadczy o dobrym opanowaniu warsztatu badawczego oraz sporej intuicji i erudycji autora.
Prace wchodzace w sktad rozprawy sg dobrze zredagowane, z odpowiednig dbatoscig o przed-
stawienie kontekstu, metod, oraz szczegdtéw obliczeniowych. Warto podkresli¢, ze wigkszos¢
wynikéw zostata opublikowana w trzech pracach, z ktérych jedna ukazalta sie w sztanda-
rowym, renomowanym czasopismie z teorii informacji. Ponadto, wszystkie liczbowe wyniki
zostaly odnotowane w kultowej Encyklopedii Ciagéw Neila Sloane’a (OEIS). Pewien lekki
niedosyt pozostawia niezbyt urozmaicony repertuar stosowanych metod. Byé¢ moze w przy-
sztosci warto byloby siggnac¢ po bardziej zaawansowane techniki, nawet kosztem nieco mniej
doktadnych rezultatow.

Konkludujac, uwazam, ze przedtozona rozprawa doktorska spetnia wymogi ustawowe i wno-
sze¢ o dopuszczenie Bartlomieja Pawelskiego do dalszych etapéw postepowania w sprawie
nadania stopnia naukowego doktora w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych, w dyscy-
plinie matematyka.
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