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Streszczenie

Celem niniejszej rozprawy jest systematyczna analiza dowolnych odwzorowan do-
datnich, ktére pojawiaja sie w teorii informacji kwantowej. W szczegdlnosci pokaze-
my jak mozna scharakteryzowa¢ dowolne odwzorowanie ze wzgledu na k-dodatnio$¢
uzywajac pomocniczego parametru py ktory to okresla k-dodatnios¢ rozwazanego od-
wzorowania. Dyskutujemy tutaj problematyke struktury odwzorowan k-dodatnich na
niskowymiarowych algebrach macierzowych.

Rozdziat pierwszy stanowi krétki wstep historyczny oraz przedstawia motywacje
do badania odwzorowan dodatnich w kwantowej teorii informacji.

Drugi rozdzial rozprawy stanowi przypomnienie podstawowych definicji i faktéw
zwiazanych z pojeciem wypuklosci, przestrzeni Hilberta, obiektéw zyjacych na tych
przestrzeniach, konceptem kwantowego splatania a takze narzedzia potrzebne do opi-
su pomiaréw i detekcji splatania w formalizmie mechaniki kwantowe;.

Rozdzial trzeci stanowi przypomnienie podstawowych wilasnosci dotyczacych od-
wzorowan dodatnich, pewne ich klasy oraz reprezentacje a takze znane konstrukgje.
Dyskutujemy tutaj zagadnienia zwigzane z charakteryzacja odwzorowan k-dodatnich
oraz dodatkowych ich wlasnosci takich jak rozkladalnoé¢. Pokazujemy powszechnie
stosowane metody do badania odwzorowan dodatnich oraz szczegétowo omawiamy
pewne znane konstrukcje odwzorowarn dodatnich a takze ich ograniczenia. Ograni-
czenia te w szczegdlnosci stanowia motywacje do przedstawienia nowej metody kon-

strukcji odwzorowarn k-dodatnich ktére nie sa (k 4 1)-dodatnie.

Rozdzial czwarty prezentuje oryginalna koncepcje charakteryzacji dowolnego od-
wzorowania dodatniego wykorzystujac reprezentacje Choi-Krausa-Stinespringa, w szcze-
golnosci przedstawia charakteryzacje k-dodatnioéci przy pomocy pomocniczego para-
metru py. Pokazujemy, ze w szczegélnym wypadku gdy wymiary pomiedzy ktéry-
mi dziala odwzorowanie réznia sie o 1 to potrafimy analitycznie obliczy¢ parametr
px dla ktérego odwzorowanie jest k-dodatnie. Zastosowanie podanej charakteryzacji
przedstawiamy na szeroko opisanym przykladzie zaproponowanego odwzorowania.

W szczegoblnosci rozwazamy modyfikacje i uogdlnienia zaproponowanego odwzoro-
wania takie aby uzyska¢ pewne wlasnosci takie jak nierozkladalnos¢.

W rozdziale piatym aplikujemy nasza metode charakteryzacji do odwzorowania
eksponowanego Millera-Olkiewicza ktére jest eksponowane w stozku odwzorowan
dodatnich i pokazujemy, ze dokonujac pewnej modyfikacji mozemy otrzymac odwzo-
rowanie dla ktérego 2-dodatnios¢ implikuje catkowita dodatnio$¢ co przeklada sie
na nastepujacq interpretacje geometryczna: przesuwajac eksponowane odwzorowa-
nie Millera-Olkiewicza w strone odwzorowarn catkowicie dodatnich poprzez dodatnie
na ATr, gdzie A € R pokazujemy, ze stozek odwzorowan 2-dodatnich oraz stozek
odwzorowan catkowicie dodatnich musi mie¢ wsp6lna $ciane. Dodatkowo przedsta-
wiamy algorytm pozwalajacy bada¢ wlasnosci stozkéw odwzorowan k-dodatnich, na
przyktadzie odwzorowania Choi.

Rozprawe koriczy krétkie podsumowanie prezentowanego materialu, zawierajace
wybrane sugestie dalszych kierunkéw badan.






Abstract

The aim of this dissertation is a systematic analysis of any positive map that appears
in quantum information theory. In particular, we will show how any map can be cha-
racterized in terms of k-positivity using the auxiliary parameter y; which determines
the k-positivity of the considered maps. We discuss here the problems of the structure
of k-positive maps on low-dimensional matrix algebras.

The first chapter is a short introduction and presents the motivation for studying
positive maps in quantum information theory.

The second chapter of the dissertation is a reminder of the basic definitions and
facts related to the concept of convexity, Hilbert spaces, objects living in these spaces,
and the concept of quantum entanglement, as well as the tools needed to describe the
measurements and detection of entanglement in the formalism of quantum mechanics.

The third chapter is a reminder of the basic properties of positive maps, some of the-
ir classes and representations, as well as known constructions. We discuss here issues
related to the characterization of k-positive maps and their additional properties such
as decomposability. We show commonly used methods for studying positive maps
and discuss in detail some known constructions of positive maps as well as their li-
mitations. These limitations in particular motivate us to present a new method for

constructing k-positive maps that are not (k + 1)-positive.

Chapter four presents the original concept of characterizing any positive map using
the Choi-Kraus-Stinespring representation, in particular, it presents the characteriza-
tion of k-positivity using the auxiliary parameter y;. We show that in the special case
when the dimensions between which the map differs by 1, we can analytically calcu-
late the parameter y; for which the map is k-positive. We present the application of
the given characterization using a broadly described example of the proposed maps.
In particular, we consider modifications and generalizations of the proposed maps to
obtain certain properties such as indecomposability.

In chapter five, we apply our characterization to the Miller-Olkiewicz map, which
is exposed in the cone of positive maps, and we conclude that by making a certain mo-
dification, by adding the A Tr map in such a way, that 2-positivity implies a complete
positivity, which translates into the following geometrical interpretation: by moving
the exposed Miller-Olkiewicz map towards the complete positive maps through the
addition of A Tr, for A € IR we show that the cone of 2-positive maps and the cone of
completely positive maps must have a common face structure. Additionally, we pre-
sent a procedure that allows examining the properties of the cone of k-positive maps,
using the Choi map as an example.

The dissertation ends with a short summary of the presented material, containing
selected suggestions for further research directions.
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Rozdziat 1

Wstep

W swojej rozprawie doktorskiej pragne skupic sie na analizie i charakteryzacji odwzo-
rowan k-dodatnich ktére w ogélnosci pomagaja zrozumiec opis specyficznych korela-
cji kwantowych, ktére skladaja sie na pojecie splatanych stanéw kwantowych. Termin
splatania (niem. Verschrinkung) pojawit sie w pracy [Sch35] w roku 1935 roku okresla-
jacy pewien typ korelacji kwantowych. W tym samym roku Einstein, Podolsky i Ro-
sen na podstawie zatozeni, Lokalnosci i Realizmu stwierdzili, Ze teoria kwantowa jest
niekompletna [EPR35]. Rozwiazaniem tego problemu miata by¢ idea ukrytych zmien-
nych. Aby dowies¢ swojej tezy zaproponowali eksperyment mysSlowy, ktéry miat pro-
wadzi¢ do paradoksu - paradoks EPR. Splatanie z fizycznego punktu widzenia ozna-
cza, ze je$li dwa uklady oddzialywaty ze soba w przesztosci, to nie mozna ich roz-
separowac. Oznacza to, ze wiedza o ukladzie jako caltym powinna by¢ wieksza niz o
poszczegdlnych czeSciach. W latach 60-tych, J. Bell [Bel64] wychodzac z zatozeri lo-
kalnego realizmu, wyprowadzit nieréwnosci - zwane nieréwnos$ciami Bella, ktére po-
winny by¢ spelnione przez wszystkie teorie spelniajace te zalozenia. Okazato sie jed-
nak, Ze te nieréwnos$ci mechanika kwantowa moze famac. Bell pokazatl przykiad jej
famania udowadniajac, ze zatozenie lokalnego realizmu w mechanice kwantowej jest
btedne. Jednak przykiad ten byl czysto teoretyczny. Pod koniec lat 60-tych sformu-
fowano uogdlnienie nieréwnosci Bella tak aby mogly by¢ zweryfikowane teoretycz-
nie. W latach 80-tych eksperymenty potwierdzily hipoteze istnienia stanéw splatanych
[ADRS2].

Pomimo gwattownego rozwoju wiedzy na temat praw, ktére rzadza w mechanice
kwantowej, wciaz nie ma zadowalajacej odpowiedzi na pytanie: Czym jest splatanie
kwantowe? Najprostsza odpowiedziqa wydaje sie, ze jest to pewien rodzaj korelacji.
Jednak, w laboratoriach podczas przygotowywania stanéw, takie stany mieszane za-
wieraja rowniez z definicji korelacje statystyczne. Wynika stad, ze rozpoznawanie spla-
tania w przypadkach stanéw mieszanych jest znacznie trudniejsze niz w przypadku
stanodw czystych.

Jednym z najwazniejszych narzedzi jakich sie uzywa do badania stanéw splata-
nych, jest teoria odwzorowarn dodatnich ktéra opiera sie o operatory hermitowskie
ktére nazywa sie §wiadkami splatania. Niestety wciaz nie posiadamy pelnej charak-
teryzacji odwzorowan dodatnich w dowolnym wymiarze. Powoduje to koniecznos¢
konstrukcji i badania nowych klas odwzorowarn dodatnich a co za tym idzie Swiadkoéw
splatania. Nawet czastkowe wyniki moga sie przyczyni¢ do analizy ztozonej stanéw
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splatanych a w efekcie lepszego zrozumienia samego zjawiska splatania.

Charakteryzacja stanéw mieszanych dla wieloukladowych systeméw kwantowych
ze wzgledu na to czy wykazuja one splatanie czy tez nie oddziatuja ze soba, czyli sa
separowalne [Str14, HHHHO9] jest jednym z gtéwnych probleméw kwantowej teo-
rii informacji. W szczeg6lnosci gtéwnym zasobem w teorii informacji kwantowej jest
splatanie miedzy dwoma quditami (przewaznie qubitami). W niskowymiarowych sys-
temach kwantowych takich jak qubit-qubit, qubit-qutrit posiadamy petna charaktery-
zacje stanéw separowalnych dzieki kryterium Peresa-Horodeckiego [Per96, HHH96].
Dla systeméw wyzej-wymiarowych niestety nie posiadamy petnej charakteryzacji sta-
néw separowalnych. Istnieje jednak wiele kryteriéw pozwalajacych okresli¢ czy stan
jest separowalny czy splatany. Jednym z dobrych indykatoréw splatania jest liczba
Schmidta. Przypomnijmy, Ze stan jest separowalny gdy liczba Schmidta jest rowna 1.

W niskowymiarowych przypadkach, autorzy pracy [YLT16] pokazali, Ze kazde od-
wzorowanie 2-dodatnie z M3 do M3 jest rozkladalne co stanowi naturalna konty-
nuacje prac [Wor76a) Ste63, (Cho75b]. Wynik ten moze by¢ interpretowany dualnie
[Ste82, Kyel2, MMO1] ktéry méwi, ze Liczba Schmidta kazdego ukladu skiadajace-
go sie z dwoéch qutritow ktére sa PPT jest nie wieksza niz 2. Pojawiaja sie naturalne
pytania:

(P0) Czy kazdy stan w C"" @ C" o maksymalnej liczbie Schmidta jest stanem NPT ?

Majac na uwadze wyniki Woronowicza [Wor76al], mozemy uogoélni¢ powyzsze pytanie
na rodziny pytan indeksowanych przezr =1,2....

(Pr) Czy kazdy stan w C" @ C"*7 jest stanem NPT?
y y )

W czasie pisania tej pracy i zgodnie z wiedza, posiadamy potwierdzajaca odpowiedz
na pytanie (P0) dla m = 2,3 [YLT16, Kyel2] oraz na (P1) dla m = 2 [Wor76al.

Zasadniczym celem niniejszej pracy, bedzie podanie charakteryzacji odwzorowan
dodatnich dziatajacych z M,, do M,, dla m < n ktére moga by¢ k-dodatnie dla k =
1,...,m — 1, ktére moga by¢ swiadkami splatania dla stanéw splatanych. Zastosowa-
nie podanej charakteryzacji zaprezentujemy na przykladzie jednoparametrowej rodzi-
ny odwzorowan ®,. Dodatkowo charakteryzacja ta pozwala na modyfikacje odwzoro-
wan dzieki czemu mozliwa jest dokladniejsza analiza struktury danego odwzorowa-
nia.

W rozdziale drugim przedstawimy aparat matematyczny niezbedny do opisu ukla-
dow kwantowych wykorzystujac pojecie przestrzeni Hilberta uktadu kwantowego.
Nastepnie przedstawimy podstawowe obiekty zyjace na tych przestrzeniach oraz re-
lacje pomiedzy takimi obiektami jak i ich strukture. Podamy r6zne metody charakte-
ryzacji oraz badania miary splatania.

W rozdziale trzecim przedstawimy podstawowe konstrukcje klas odwzorowan do-
datnich jakie mozna spotka¢ w kwantowej teorii informacji. Podamy ich charakteryza-
cje oraz pewne szczegolnie interesujace z punktu widzenia niniejszej pracy konstrukcje
odwzorowan k-dodatnich. Nastepnie oméwimy ich wklad w teorie informacji kwan-
towej ijak przy pomocy odwzorowan k-dodatnich mozemy badaé separowalnosc¢ oraz
jak odwzorowania nierozkladalne pomagaja lepiej zrozumie¢ miare splatania, w sensie
liczby Schmidta.



Rozdziat 1. Wstep

Rozdzial czwarty poswiecony jest charakteryzacji k-dodatnioéci odwzorowan do-
datnich. Podane zostana takze przyklady jej zastosowani. Przedstawiona przez nas cha-
rakteryzacja ma zastosowanie dla dowolnych odwzorowan dodatnich ¢ : M, — M,
przy wykorzystaniu reprezentacji Choi-Krausa-Stinespringa. Przedstawimy jednopa-
rametrowa rodzine odwzorowan k-dodatnich ktére nie sa (k + 1)-dodatnie. Dodat-
kowo wprowadzajac pewne modyfikacje na zaproponowane odwzorowania mozemy
wymusi¢, ze otrzymane odwzorowania beda 2-dodatnie i nie beda catkowicie dodat-
nie i catkowicie kododatnie.

W rozdziale piatym zastosujemy przedstawiona przez nas charakteryzacje do od-
wzorowania Millera-Olkiewicza. Jest to przyklad elementu ekstremalnego w stozku
odwzorowan dodatnich. Uzywajac tego odwzorowania, skonstruujemy zmodyfiko-
wane odwzorowanie, ktére bedac we wnetrzu stozka odwzorowari dodatnich, lezy
jednoczeénie na brzegach stozkéw odwzorowan 2-dodatnich i 3-dodatnich (czyli cat-
kowicie dodatnich). Oznacza to, ze w stozku odwzorowan 2-dodatnich istnieje wspol-
na $ciana ze stozkiem odwzorowan catkowicie dodatnich dla tego odwzorowania kto-
re dziala na tréjwymiarowych algebrach macierzowych. Badajac wtasnosci tej wspol-
nej éciany, przedstawiamy warunek konieczny jaki musi wystepowaé w strukturze
macierzy Choi odwzorowania aby istniala wspélna $ciana miedzy stozkiem P, a CP.
Na przyktadzie odwzorowania Choi pokazemy algorytm badania stozkéw odwzoro-
wan k-dodatnich wzgledem ustalonego punktu w stozku.
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Rozdziatl 2

Pojecia wstepne

W tym dziale oméwimy podstawowe narzedzia stosowane w teorii odwzorowar do-
datnich oraz teorii splatania. Skupimy sie na relacjach miedzy wektorami, macierzami
oraz liniowymi odwzorowaniami dziatajacymi na algebrach macierzowych.

2.1 Elementy analizy wypuklej

2.1.1 Zbiory wypukle i stozki

W fizyce pojecie wypuklosci pojawia sie w opisie uktadu kwantowego. Przyktadowo,
jesli uktad z pewnym prawdopodobieristwem p znajduje sie w stanie p; i z prawdopo-
dobiefistwem 1 — p w stanie py, to stanem uktadu jest mieszanka statystyczna (super-
pozycja) pp1 + (1 — p)p2, a wiec kombinacja wypukta stanéw p; i pp.

Definicja 2.1. Niech V oznacza przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych.

1. Zbi6ér B C V nazywamy wypuktym, jesli Ax + (1 — A)y € B dla kazdych x,y € B
oraz A € [0,1].

2. Zbiér C C V nazywamy stozkiem, jedli Ax 4+ uy € C dla wszystkich x,y € C oraz
A 20,

Oczywiscie kazdy stozek jest zbiorem wypuktym. Gdy B jest zwartym zbiorem wy-
puktymiO ¢ B, to rozwazamy stozek

Cg ={Ax:x € Band A > 0}. (2.1)

Moéwimy, ze zbiér wypuktly B jest bazq stozka Cp.
Przykiad 2.2. Niech V = R" i niech B C V bedzie kula n-wymiarowa,

i=1

B:{(xl,...,xn)elR”: ixfgl}. (2.2)

Wtedy B jest zbiorem wypuklym.

11



Rozdziat 2. Pojecia wstepne

Rysunek 2.1: Szkic przedstawia z lewej strony: zbiér wypukly B oraz dwa punkty xiy
oraz odcinek zlozony z ich kombinacji wypuklych. Z prawej strony stozek C oraz dwa
punkty x iy przeskalowane przez A, u € R oraz suma tych punktéw.

Przyktad 2.3. Niech V = R" i
C={(xq,...,xp) e R": x; >0dlai=1,...,n}.

Wtedy C jest stozkiem.

Zauwazmy, ze dla dowolnej rodziny zbior6w wypuktych {W;};c;, ich przekro;j jest
takze zbiorem wypuktym.

Definicja 2.4. Powlokq wypukia zbioru A C V nazywamy zbiér conv(A) bedacy prze-
krojem wszystkich zbioréw wypuklych zawierajacych A.

Zbi6r conv(A) jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A. Innymi sto-
wy, dla kazdego zbioru wypuklego W zawierajacego A, zachodzi conv(A) C W. Moz-

na pokazac, ze powloka wypukta conv(A) jest zbiorem wszystkich kombinacji wypu-
ktych elementéw ze zbioru A.

Przyktad 2.5. Niech V = R" i niech
A=1{0,e,e,...,n}, (2.3)

gdzie 0 = (0,...,0) oraz ¢; = (0,...,1,...,0). Zbiér S, = conv(A) nazywamy sym-
1

pleksem n-wymiarowym. Zauwazmy, Ze

n
5n={(le---,xn):Zx,-ﬁl,xizo,i: ,...,n}. (2.4)
i=1

12



2.1. Elementy analizy wypukiej

2.1.2 Sciany, elementy ekstremalne i eksponowane
Rozpocznijmy od nastepujacej definicji.

Definicja 2.6. Niech B C V bedzie zbiorem wypuklym, za§ C C V niech bedzie stoz-
kiem.

e Punktz € B nazywamy punktem ekstremalnym,jesliz = Ax+ (1 —A)ydlax,y € B
oraz A € (0,1) implikuje x = y = z.

» Punkt x € C generuje promieri ekstremalny Rjx C C jedli x —y € C implikuje
y € R x.

Rysunek 2.2: Szkic przedstawia z lewej strony: Zbiér wypukly B z zaznaczonymi punk-
tami ekstremalnymi (czerwone) oraz punktami eksponowanymi (fioletowy). Z prawej,
stozek C z baza (niebieski) i promieniami ekstremalnymi (czerwony).

Gdy B C V jest zbiorem wypuklym, ktéry nie zawiera punktu 0, wtedy promienie
ekstremalne stozka Cp = cone(B) sa generowane przez punkty ekstremalne zbioru
B. Zbiér punktéw ekstremalnych zbioru B bedziemy oznaczaé¢ Ext(B). Z twierdzenia
Kreina-Millmana wynika, ze zbiér wypukly B C IR" jest powtoka wypukia zbioru
punktéw ekstremalnych:

B = conv(Ext(B)). (2.5)

Wynika z tego, ze zbiér wypukly jest w pelni scharakteryzowany przez zbiér jego
punktéw ekstremalnych.

Nastepujace twierdzenie daje oszacowanie na ilos¢ punktéw ekstremalnych po-
trzebnych do wygenerowania dowolnego punktu poprzez kombinacje wypukte.

Twierdzenie 2.7 (Caratheodory’ego). Zatézmy, ze dimV < oo. Jesli B = conv(S) dla
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Rozdziat 2. Pojecia wstepne

pewnego zbioru S C V, to kazdy punkt x € B ma rozktad
N
X = Z)Lix,-, (2.6)
i=1

dla pewnych x1,...,xN € Soraz Ay,..., Ay > 0 takich, ze Zfil Ai =1, gdzie

N < dim(V) + 1. 2.7)

Przykiad 2.8. Niech Sy bedzie sympleksem zdefiniowanym nastepujaco

N
SN = {(XL---,XN) Y % < 1, x; ZO,jzl,...,N}. (2.8)
j=1

Wtedy Ext(Sy) = {0,e1,ez,...,en}. Niech x = (x1,...,xN) € Sy bedzie punktem,
ze Z]-I\Ll < 1 oraz xj > Odlaj =1,...N dodatkowo niech Ag, Aq,... Ay > O takie, ze
Zjlio Aj = 1. Mozemy wyrazi¢ punkt x jako

N
x = Ag0 + Z )\jt?]'. (2.9)

j=1
Z powyzszego widzimy, ze A; = x; dlaj = 1,...,N oraz w konsekwengji Ay =
1—- E}il x;. Wynika z tego, ze punktu x z sympleksu Sy nie mozna przedstawic¢ jako
kombinacji wypuklej przy wykorzystaniu nie wiecej niz N + 1 punktéw ekstremal-

nych.

Wniosek 2.9. Dla kazdego zwartego zbioru S C 'V, otoczka wypukta conv(S) jest réwniez
zwarta.

Przypomnijmy, ze hiperprzestrzenia afinicznq nazywamy podprzestrzen afiniczna
kowymiaru 1.

Definicja 2.10. Niech B C V bedzie zbiorem wypuklym, za§ C C V stozkiem.

¢ Punkt x € B nazywamy eksponowanym, jesli istnieje hiperprzestrzeni afiniczna
H C Vtaka,ze BN H = {x}.

* Punkt y € C generuje promieri eksponowany, jesli istnieje hiperprzestrzen H C V
taka,ze CNH = IR0+x.

Okazuje sig, ze w pewnym sensie struktura punktéw ekstremalnych jest wyznaczo-
na przez punkty eksponowane.

Twierdzenie 2.11 (Straszewicza). Dla dowolnego domknigtego zbioru wypuktego V, zbicr
punktéw eksponowanych w 'V jest gestym podzbiorem zbioru punktéw ekstremalnych w V.
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2.1.3 Stozki dualne

Dla dowolnego stozka C C V w rzeczywistej przestrzeni liniowej V wyposazonej w
iloczyn skalarny definiujemy stozek dualny C’ jako

C'={yeV: (y|x) > 0dla wszystkich x € C}. (2.10)

Stozek dualny spetnia nastepujace twierdzenie o oddzielaniu.

Twierdzenie 2.12. Jesli C C V jest niepustym domknietym stozkiem i z # C, to istnieje
punkt y € C' taki, ze

(ylz) <. 2.11)
‘\ I. ! \
\ 4 C \ //
\ c,/
- C
So /’
s -
: --
0 .Z
0 -

" H={{ylx) =0}

Rysunek 2.3: Szkic przedstawia z lewej strony: Stozek C i stozek do niego dualny C’. Z
prawej strony: hiperplaszczyzna (czerwona) oddziela punkt z od stozka C.

Whiosek 2.13 (Polarnos¢). Dla dowolnego domknietego stozka C C V w rzeczywistej prze-
strzeni Hilberta V mamy nastepujacq réwnos¢

c’"=C. (2.12)

Dowdd. Zawieranie (C’ )’ D C jest oczywiste. W druga strone, rozwazmy element x &
C. Z twierdzenia o oddzielaniu, istnieje punkt y € C’ taki, ze (y|x) < 0. Wynika stad,

zex ¢ (C). u

Lemat 2.14 (Punkty wewnetrzne [Roc70]). Niech C C V bedzie stozkiem domknietym.
Wtedy y € int(C") wtedy i tylko wtedy gdy

(ylx) >0, (2.13)
dla dowolnego x € C \ {0}.
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Rozdziat 2. Pojecia wstepne

Lemat 2.15. Niech C C V bedzie domknigtym stozkiem. Nastepujace warunki sq réwnowazne
1. Stozek C jest wyostrzony (ang. pointed), tzn. C N (—C) = {0}.
2. Stozek C' jest generujacy, tzn. C' + (—C') = V.
3. Stozek C' posiada niepuste wnetrze.

Dla dowolnego domknietego stozka wyostrzonego C C V mozemy rozwazy¢ punkt
y € int(C’) i zdefiniowa¢ zbiér wypukly B C C poprzez B = C N H, gdzie

H={xeV: (y|x) =1} (2.14)

Mozna sprawdzi¢, ze B = C N H jest cialem wypuklym nie zawierajacym zera, w
zwiazku z czym jest baza dla stozka C.

Rysunek 2.4: Szkic przedstawia stozki w IR? ktére sa: A: wyostrzony ale nie generujacy;
B: punktowy i generujacy; C: nie punktowy ale generujacy.

Stozek C C V nazywamy wiasciwym jesli jest domkniety, wyostrzony oraz generu-
jacy. Stozek wlasciwy posiada hierarchie podzbioréw nazywanych $cianami.

Definicja 2.16. Niech C C V bedzie stozkiem wlasciwym i K C C. Zbiér K nazywamy
$ciang stozka C, jesli x — y € K implikuje y € K dla dowolnych x € K, y € C.

Zauwazmy, ze caly stozek K jest swoja Sciana.
Lemat 2.17. Niech C C V bedzie stozkiem oraz K C C $ciang. Wtedy Ext(K) = C N Ext(C).
Dowdd. Zatézmy, ze x € Ext(K). Pokazemy, ze x € Ext(C). Zat6ézmy, ze y € C oraz x —
y € C.Poniewaz x € Koraz Kjest$cianatoy € Koraz x —y € K. Z ekstremalno$ci x w

K dostajemy, ze y = Ax dla pewnej nieujemnej statej A w zwiazku z czym x € Ext(C).
Czyli pokazali$my, ze Ext(K) C KN Ext(C). Zawieranie odwrotne jest oczywiste. W
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2.2 Operatory na przestrzeniach Hilberta

2.2.1 Podstawowe pojecia dotyczace przestrzeni Hilberta i operato-
réow dzialajacych na nich

Przestrzer Hilberta

Przestrzenie Hilberta sa narzedziem matematycznym stuzacym do opisu ukladéw
kwantowych. Definiuje sie przy ich pomocy takie pojecia jak stan ukltadu, mozna scha-
rakteryzowac rézne rodzaje stanéw, opisac ich ewolucje oraz okresli¢ wielkosci mie-
rzalne wraz z opisem pomiaréw.

Niech H bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem liczb zespolonych. Zgodnie z nota-
cja Diraca [Dir39] elementy przestrzeni H bedziemy zapisywali jako |x), za$ elementy
przestrzeni dualnej jako (y| := |y)*.

Przypomnijmy, ze iloczynem skalarnym nazywamy funkcje (-|-) : H x H — C
spelniajaca nastepujace warunki

1. (x]x) >0, (x|x) =0« |x) =0,
2. (x|ay) = a(x|y),

3. (xly +2) = (x[y) + (x[2),

4 (xly) = (ylx),

dla wszystkich |x), |y),|z), € H oraza € C.

Majac zdefiniowany iloczyn skalarny mozemy zdefiniowaé norme

Il = y/{x]), 2.15)
dla |x) € H.Moéwiac, ze wektor |x) jest unormowany, mamy na mysli, ze spelnia
warunek ||x|| = 1. Méwimy, ze uklad wektoréw |y;) jest baza ortonormalna, jesli

(vilyj) = 0. (2.16)
Dla kazdego |x) € H mozemy zapisa¢
%) =D cilyi) (2.17)
i
gdzie wspoélczynniki zadane sa wzorem ¢; = (x|y;). Mozna udowodni¢ nastepujacy

zwiazek miedzy dlugos$cia (norma) wektora a iloczynem skalarnym
[ {xly) | < lIxlllyll, dlawszystkich |x),[y) € H (2.18)

nazywany nieréwnosciq Schwarza.

Przyktad 2.18. Zdefiniujmy iloczyn skalarny na przestrzeni C"* wzorem
n
(xly) = Y _ %y, (2.19)
i=1
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Rozdziat 2. Pojecia wstepne

gdzie |x) = (x1,...,x2) i |y) = (y1,...,yn)" oraz x;,y; € C. Z tym iloczynem skalar-

nym stowarzyszony jest wzor na dtugos¢ euklidesowa

Y 1/2
Ixll = (Z \xi\z) :
i=1

Powyzszy przyklad jest ogolny. Mozna bowiem wykaza¢, ze kazda skoriczenie wy-
miarowa przestrzen Hilberta H jest izomorficzna z C", gdzie n = dim H.

Odwzorowania liniowe na przestrzeniach Hilberta

Niech H bedzie pewna przestrzenia Hilberta taka, ze dimH = n, n € IN, za$ uklad
wektoréw |v1),...,|vs) € H bedzie pewna baza ortonormalna. Jesli nie bedzie to ina-
czej powiedziane, to zazwyczaj bedziemy przyjmowali, ze H = C", za$ baza jest baza
kanoniczna. Ze standardowego kursu algebry liniowej wiadomo, ze dowolnemu od-
wzorowaniu liniowemu A : H — H mozna przyporzadkowaé macierz kwadratowa

(”ij)i,jzl,...,n taka, ze

n
A\vj>:2aijyvi>, i=1,...,n (2.20)
1=

Niech B(H) oznacza zbiér wszystkich odwzorowan liniowych dziatajacych z H w
‘H. Zbiér ten ma strukture przestrzeni liniowej. Operacja

B(H) x B(H) > (A,B) — AB € B(H)

sktadania odwzorowari definiuje (nieprzemienne) mnozenie w B(7H ), ktére spelnia
wlasnosci rozdzielnosci wzgledem dodawania. B(#H) wyposazone w to mnozenie ma
wiec strukture algebry. Ponadto, dla kazdego A € B(H) okreslamy operator sprzezony
AT okreélony jednoznacznie zaleznoscia

(x| AT ly) = (Axly), %), ly) € H (2.21)

Przyporzadkowanie B(H) > A — A" € B(H) ma nastepujace wlasnosci:
e (AA+uB)t = XAt +7B",
e (AB)" = BTAT,
o (ANt =4

dla dowolnych A, B € B(H), A, u € C. Przyporzadkowanie to jest wiec inwolucjq anty-
liniowq. Algebra B(H) wraz z ta inwolucja jest *-algebra.

Niech M, (C) oznacza zbiér macierzy kwadratowych o wspétczynnikach zespolo-
nych. Zbiér ten réwniez ma strukture *-algebry, gdzie dodawanie, mnozenie i inwo-
lucja sa standardowym dodawaniem macierzy, mnozeniem macierzy i sprzezeniem

macierzy. Na dodatek, przyporzadkowanie B(#H) — M, (C) okreslone formuta (2.20)
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2.2. Operatory na przestrzeniach Hilberta

jest izomorfizmem *-algebr. W dalszym ciagu pracy obie te struktury bedziemy utoz-
samiali i czesto operator liniowy bedziemy traktowali tak jak macierz i na odwrét.

Przypomnijmy, ze operatory liniowe dzialajace na skorficzenie wymiarowej prze-
strzeni Hilberta sa ograniczone, tzn. jesli A € B(#), to istnieje liczba C > 0 taka, ze

Al <Clllol, v e H. (2.22)

Kres dolny zbioru liczb C spelniajacy warunek (2.22) nazywamy normaq operatorowq
operatora A i oznaczamy ||A||. Oprécz standardowych warunkéw spetnianych przez
kazda norme, norma operatorowa spetnia

* [lABI[ < [[Alll[B],
o AT =114l
o [laTAl = |Al?

dla dowolnych A, B € B(#). Powyzsze warunki implikuja, ze B(H) z norma operato-
rowa jest C*-algebra.

2.2.2 Wybrane klasy operatoréw

Operatory hermitowskie

Operator A € B(H) nazywamy hermitowskim (lub samosprzezonym), jesli At = A.
Niech B}, (H) oznacza zbiér wszystkich operator6w hermitowskich. Mozna tatwo uza-
sadni¢, ze jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie i mnozenie przez liczby rzeczy-
wiste, ma zatem strukture przestrzeni liniowej nad ciatem liczb rzeczywistych. Zbior
ten nie jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie operatoréw. Dokladniej, jesli A, B €

Byn(H), to warunek AB € By, (H) jest rtbwnowazny temu, ze operatory A i B komutuja,
tzn. AB = BA.

Operatory unitarne

Operatorem unitarnym nazywamy operator U taki, ze UTU = UU' = 1, gdzie 1 to
operator identycznosciowy czyli taki, ze 1 |x) = |x) dla dowolnego |x) € H. Z defi-
nicji wynika, ze operator unitarny U jest odwracalny i U~! = U'. Z definicji wynika
réwniez, Zze operator U jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy uperatory U i U' saq
izometriami, tzn. |[U |x)|| = ||U"|x)|| = |||x)| dla kazdego |x) € H. Zbiér operato-
réow unitarnych jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie i elementy odwrotne, zatem
tworzy grupe nazywana grupq unitarng. Oznaczamy ja przez U(n).

Operatory dodatnio okreslone

Operator A € B(H) nazywamy dodatnio okreslonym, jesli (v| A |v) > 0 dla wszystkich
wektoréw |v) € H. Fakt, ze operator A € B(H) jest dodatnio okreslony, bedziemy
zapisywac krétko A > 0. Z uwagi na te notacje operatory dodatnio okreslone czesto
bedziemy nazywali operatorami dodatnimi. Zbiér operatoréw dodatnio okreslonych
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oznaczac bedziemy przez B(H)". Kazdy operator dodatnio okreslony jest hermitow-
ski. Mamy zatem zawieranie B(H)" C B(H)n. Zauwazmy, ze je§li A > 01 B > 0,
to A+ B > 0 oraz jesli liczba A jest nieujemna, to AA > 0. Zbioér B(H)™ jest zatem
stozkiem. Mozna pokaza¢, ze jest on stozkiem wlasciwym w B(H ).

Jest wiele r6wnowaznych warunkéw ktére pozwalaja scharakteryzowac operato-
ry dodatnio okreélone. Nizej przedstawiamy pare przyktadéw warunkéw réwnowaz-
nych dodatniosci operatora A. Liczby a;; sa wsp6tczynnikami macierzy operatora A

okreslonymi w ((2.20)). Przypomnijmy tez o konwencji utozsamiania operatora z jego
macierza.

(1) ZZj:l z;zja;j > 0 dla dowolnych zy, ..., z, € C.
(2) A jest hermitowski oraz wszystkie jego wartosci wlasne sa nieujemne.
(3) A jest hermitowski i wszystkie jego minory gtéwne sa nieujemne.

(4) A = B'B dla pewnego operatora B.

(5) A = B? dla pewnego operatora dodatniego B. Warto tutaj zaznaczy¢, ze operator B

jest wyznaczony jednoznacznie tym warunkiem. Oznaczamy go A'/? i nazywamy
pierwiastkiem operatora A.

(6) Istnieja liczby nieujemne A4, ..., A, oraz operator unitarny U takie, ze

M
A=U" u.
An

(7) Istnieja wektory [x1),...,|x,) € H takie, ze a;; = <xi‘x]~>, Lj=1,...,n

Projektory

Projektorem na przestrzeni Hilberta { nazywamy operator P € B(H), ktory jest hermi-
towski i idempotentny, tzn.

P2 ="P. (2.23)
Z powyzszej definicji wynika, ze
(x|Px) = (x|P2x) = (Px|Px) = |Px|” 20,  |x) € A, (2.24)
zatem projektor jest dodatnio okreslony. Mozemy takze zaobserwowag, ze

Ipl = |[P2[ = [|PP|| = IPIP, (2.25)

zatem dla niezerowego projektora mamy ||P|| = 1.

Jesli P jest projektorem, to jego obraz PH jest domknieta podprzestrzenia w H. Z
definicji projektora wynika, ze

PH ={lv) e H: P|v) = |v)}, (2.26)
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zatem PH jest podprzestrzenia wiasna projektora P odpowiadajaca wartosci wiasnej
1. Na odwrét, dla kazdej domknietej podprzestrzeni K C H istnieje jednoznacznie
okredlony projektor Py taki, ze K = PxH. Przyporzadkowanie K — Py okresla za-
tem wzajemnie jednoznacza odpowiednio$¢ miedzy domknietymi podprzestrzenia-
mi w H i projektorami na H. Jesli P,Q sa projektorami, to warunek PQ = 0 jest
réwnowazny temu, ze PH 1 QH. Méwimy wtedy, ze projektory P i Q sa ortogo-
nalne. Zauwazmy takze, ze projektory z obrazem jednowymiarowym, tzn. takie, ze
PH = C|x) dla pewnego unormowanego wektora |x) € H, sa postaci |x)(x|, gdzie

operator |¢)(ip| [G) := (¥[¢) |¢) dla ¢, ¢,& € H.

Dla dowolnej przestrzeni Hilberta H i dla operatora samosprzezonego A mamy
przedstawienie

A= /R AE(dA) (2.27)

gdzie E jest miara spektralna operatora A. Jest to tzw. rozklad spektralny operatora A.
W naszej pracy zajmujemy sie przestrzeniami skoriczenie wymiarowymi. W zwiazku
z tym pominiemy szczeg6towe omoéwienie réwnosci (2.27). Poprzestaiimy jedynie na
stwierdzeniu, Ze na skoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta operator samosprze-
zony A moze zosta¢ zapisany jako kombinacja liniowa

A=Y AP, (2.28)

parami ortogonalnych projektoréw {P;} ze wspélczynnikami A;, ktére sa rzeczywisty-
mi wartosciami wlasnymi operatora A. Projektory P; rzutuja na podprzestrzenie gene-
rowane przez wektory wlasne odpowiadajace odpowiednim wartoSciom wlasnym. A
jest dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja A; > 0 i projektory P; takie,
ze A jest postaci (2.28).

Mozliwos¢ rozktadu (2.28) kazdego operatora dodatniego pozwala uzasadnié pro-
mienie ekstremalne stozka B(#)™ ktére sa wyznaczone przez projektory jednowymia-
rowe, tj. sa postaci R |x)(x|, gdzie |x) € H.

2.3 Normy na B(H)

W czesci przypomnieliémy wlasno$ci normy operatorowej okreslonej dla elemen-
tow B(7H). Poniewaz rozwazamy tylko przestrzenie skoriczenie wymiarowe, wszyst-

kie normy okreslone na B(7) sa rownowazne. Jednak z punktu widzenia zastosowarn
kilka z nich jest warta przypomnienia [Bha97, HJ85, [Li94, [Li99, JK10].

Sladem operatora A € B(H) nazywamy liczbe

TrA=) (el Alej), (2.29)
i=1

gdzie |e1),..., |en) jest pewna baza ortonormalna w H. Okazuje sie, ze okreslenie to
nie zalezy od wyboru bazy. Jesli (a;;) jest macierza operatora A, to oczywiscie Tr A =
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Rozdziat 2. Pojecia wstepne

Y. 1 aj;. Przyporzadkowanie
B(H)2A—TrAeC
jest funkcjonatem liniowym. Ma on dwie wazne wiasnoéci:
o Tr(ATA) > 0dla A € B(H) (dodatnios¢)
e Tr(A"A) = 0implikuje A = 0dla A € B(H) (wiernos¢)
e Tr(AB) =Tr(BA)dla A,B € B(H).

Ostatnia wlasno$¢ bywa nazywana Sladowoscia, poniewaz jest unikalna wlasnoscia
$ladu. Wtasnos¢ dodatniosci jest rownowazna warunkowi, ze Tr A > 0dla A € B(H)™.

Przypomnijmy takze, ze wartoscia singularna operatora A € B(H) nazywamy war-

to$¢ wilasna operatora |A| := (ATA)1/2 Niech oy > 03 > ... > 0, bedzie nierosnacym
ciagiem wartosci singularnych operatora A. W ciagu tym kazda warto$¢ powtarza sie

tyle razy ile wynosi jej krotnos$¢. Poniewaz | A| jest operatorem dodatnio okreslonym,
ostatnia, a co za tym idzie, wszystkie warto$ci singularne sa nieujemne.

Dla normy operatorowej zachodzi réwnosé

Al = or. 230)

Norma sladowa

Jesli A € B(#H), to norme Sladowa operatora A okreslamy nastepujaco
|All; :== Tr|Al (2.31)

Zauwazmy, ze gdy A > 0to ||A||; = Tr A. Norme §ladowa mozemy scharakteryzowac¢
przy pomocy wartosci singularnych nastepujaco

n
IXl, = }_ o
i=1
Dla operatoréw A, B € B(H) prawdziwa jest nier6wnosé

[ABly < [[A[l[[BIl;- (2.32)

Norma Hilberta-Schmidta (Frobeniusa)

Norme Hilberta-Schmidta operatora A € B(H) definiujemy jako
1X]|, := (HA*A)UZ (2.33)
Zachodza nastepujace réwnodci:
, 1/2 ; 1/2
lAll, = (; af) = (i; |ai]-\2) : (234)
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gdzie 0y, ..., 0, sa warto$ciami singularnymi operatora A, zas (ai]-) jest macierza ope-
ratora A.

Na przestrzeni B() rozwazamy forme péttoraliniowa
B(H)x B(H) > (A,B) — (A|B)ys € C
zdefiniowana jako
(A|B)ys = Tr (A* B). (2.35)

Z wlasnoéci §ladu wynika, Ze (-|-)yg jest illoczynem skalarnym, za$ B(H) wyposazona
w ten iloczyn ma strukture przestrzeni Hilberta. Norma Hilberta-Schmidta jest norma
indukowana przez ten iloczyn skalarny:

Al =/ (AlA)gs- (2.36)

Dla dowolnych A, B € B(#H) spelniona jest zatem nieréwnos¢ Schwarza

1AB]ly < [lA[l,]IBll,- (2.37)

Normy Ky-Fana

Niech 01 > 0 > ... > 0, bedzie ciagiem wartoSci singularnych operatora A. Niech
1 <k < n. Okreslamy k-ta norme Ky-Fana [Fan51] jako

X1 gy == Zai. (2.38)

Zauwazmy, Ze norma operatorowa i Sladowa sa szczeg6lnymi przypadkami k-tej nor-
my Ky-Fanadlak=1ik = n.

2.4 Iloczyny tensorowe

2.4.1 Iloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta

W mechanice kwantowej ukladom zlozonym odpowiadaja iloczyny tensorowe prze-
strzeni Hilberta poduktadéw

Ha© Mg =span{[x) @ |y) : [x) € Ha,ly) € Hp}, (2.39)
dla dwoéch przestrzeni Hilberta H 4 i Hp zachodzi
(Ix1) + [x2)) @ |y) = [x1) @ |y) + |x2) @ [y),
%) @ (ly1) + [y2)) = [x) @ [y1) + |x) @ [y2),
(Ay)) @ x) = Aly) @ |x)),
y) @ (Ax) = Ally) @ |x)),

—

= » N
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dla dowolnych |x), |x1),|x2) € Ha, |y),|v1),|y2) € Hporaz A € R. Elementy |y) ®
|x) nazywamy tensorem prostym. Dowolny element przestrzeni H 4 ® Hp mozna przed-
stawi¢ jako kombinacje liniowa tensoréw prostych, czyli }; |y;) ® |x;) przy czym trzeba
zauwazy¢, ze przedstawienie takie nie jest jednoznaczne. Iloczyn skalarny na tenso-
rach prostych definiujemy jako

(x1 @y1|x2 @ y2) = (x1|y1) 4 (x2|y2) . (2.40)

W naturalny sposéb mozemy zatem rozszerzy¢ definicje iloczynu skalarnego na wszyst-
kie elementu przestrzeni H 4 ® Hp. W konicu, przestrzen H 4 ® Hp oznaczamy nowa
przestrzen Hilberta bedaca uzupelnieniem przestrzeni H 4 ® Hp i nazywamy iloczy-
nem tensorowym.

Przyktad 2.19. Niech H4 = C™ i Hgp = C". Niech |e1),...,|em) 1 |[f1),...,|fn) be-
da bazami ortonormalnymi w przestrzeni H 4 i Hp odpowiednio takimi, ze |e;) =
0,...,1,...,0), na i-tym miejscu jest jeden i zero w pozostalych miejscach. Wtedy
uktad tensoréw prostych {|e;) ® ‘f]> ci=1,...,mj=1,...,n}jestbazaw Hs ® Hp.
Wynika stad, ze dim(H 4 ® Hp) = m-n = dim(H 4) - dim(Hp), czyli C" @ C" ~ C™".

Niech H 4, Hp, K4, Kp beda przestrzeniami Hilberta i niech A : H4 — K4 oraz
B : Hp — Kp beda odwzorowaniami liniowymi. Dla skoriczenie wymiarowych prze-
strzeni Hilberta H 4, Hp.K 4, Kp istnieje liniowe odwzorowanie

ARXRB:HAaRHp — Ka®Kp, (2.41)
zdefiniowane na tensorach prostych jako (A ® B)(|¢a) ® |p)) = A|Pa) ® B |¢p).
Niech’H =Hs @ Hp ~ C" @ C" = C™ (gdzie m,n > 2).

Twierdzenie 2.20 (Rozklad Schmidta [Eke95, NC10, Sch07]). Jesli |¢) € H, to istnieja
zbiory ortogonalne standw {|a;) } i {|b;)} takie, ze

N
) =Y Ailay) @ |by), (2.42)
i=1

gdzie A; > 0oraz Y ; A7 = 1.

Wspotczynniki A; nazywa sie wspétczynnikami Schmidta. Illos¢ niezerowych wspo6t-
czynnikéw Schmidta okresla sie jako rzqd Schmidta SR(|p)) wektora |¢). Wektor |¢)
jest produktowy wtedy i tylko wtedy gdy ma rzad Schmidta jeden.

2.4.2 Operatory na iloczynie tensorowym przestrzeni Hilberta

Niech H 4 i Hp beda skoficzenie wymiarowymi przestrzeniami Hilbertai H = H4 ®
Hp. Fakt, ze H ma strukture iloczynu tensorowego, powoduje, ze operatory z B(H) sa
obiektami bardziej zlozonymi.

Rozpocznijmy od nastepujacej obserwagji. Jesli X € B(H4) 1Y € B(Hp), to moze-
my rozwazaé operator X ® Y € B(H) zdefiniowany nastepujaco

(X@Y)(x)@y) = X[x)@Y|y), (2.43)
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gdzie |x) € Ha, |y) € Hp sa dowolnymi wektorami. Poniewaz tensory proste roz-
pinaja cala przestrzefi H, powyzsza definicja jednoznacznie okre$la operator X ® Y.
Rozwazajac kombinacje liniowe tego typu operatoréw produktowych, otrzymujemy

B(Ha) ® B(Hp) C B(H). Uzywajac argumentu opartego na wymiarach przestrzeni
po obu stronach tej inkluzji mozna uzasadni¢, ze w istocie zachodzi réwnos¢. Uzasad-
niliémy zatem nastepujacy izomorfizm

B(Ha®Hp) =B(Ha) @ B(Hp). (2.44)
Na poziomie algebr macierzowych, mamy z kolei nastepujace utozsamienie

My, (C) ®@ My, (C) = My (C) (2.45)

W naszych rozwazaniach czesto takze bedziemy wykorzystywac strukture bloko-
wa operatoréw z B(H), wynikajaca ze struktury iloczynu tensorowego w . Niech
Z € B(H). Ponadto, niech (le;)) bedzie baza przestrzeni H 4. Wtedy uklad opera-
tor6w (|e;)ej|)ij=1,.,m jest baza w B(H 4). Z izomorfizmu wynika, ze istnieja
jednoznacznie okreslone operatory Z;; € B(Hg),i,j=1,...,m, takie, ze

VA Z ’€i><€]'{ X Zi]'. (2.46)
ij=1

Na operator Z mozemy zatem patrze¢ jak macierz (Z;;) € My, (B(Hp)) o wspdtczyn-

nikach z B(Hpg) lub M, (C). Do utozsamien z (2.44) i (2.45) mozemy zatem dopisac
kolejne

B(HA ®HB) = B(%A) ® B(HB) = Mm(C) ®Mn(c) = Mm(B(HB)) = Mm(Mn((Ci))
2.47

2.4.3 Liczba Schmidta

W tej czesci opiszemy pewne narzedzie stuzace do opisu struktury operatorow ze
stozka B(Ha ® Hp)*. Rozwazmy najpierw pewien przyktad. Niech Xi,..., Xy €
B(Ha)t,Y1,...,YNn € B(Hp)" iniech

N
Z=)Y X ®Y. (2.48)
k=1

Oczywiscie Z € B(H ® Hg)". Okazuje sie jednak, ze nie kazdy operator dodatni
dzialajacy na iloczynie tensorowym jest postaci (2.48). Poniewaz projektory jednowy-
miarowe sa ekstremalne w stozku operatoréw dodatnich, istnieja wektory unormowa-

ne [xjx) € Ha,

yjk> € Hp oraz wspotczynniki A > 0, Hjk =2 0 takie, ze
Xe =) A lxa)xil, Y=Y ui [yl (2.49)
i j
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dla kazdego k =1, ..., N. Mamy zatem

Z =YY At [xi)(xik| @ |y (vl (2.50)
k i
=) ik | xik @ Y )Xk @ Y| - (2.51)
k/i/j

PrzedstawiliSmy zatem operator Z w postaci kombinacji wypuktej projektoréow jed-
nowymiarowych, z ktérych kazdy jest wyznaczony przez wektor produktowy, a wiec
wektor o rzedzie Schmidta réwnym 1. Nie ma zadnego powodu aby liczy¢ na to, Ze to

samo da sie zrobi¢ dla dowolnego operatora z B(H 4 ® Hp)". Ogdlnie, dla dowolnego
operatora dodatniego Z definiujemy jego liczbe Schmidta SN (Z) jako najmniejsza liczbe
naturalna k taka, ze Z mozemy zapisac jako Z = Zi-‘:l Ai |viXvi|, gdzie |v;) € Ha @ Hp
sa wektorami takimi, ze SR(|v;)) < k dla wszystkich i oraz A; > 0. Z definicji tej wyni-
ka, ze Z jest postaci wtedy i tylko wtedy, gdy SN(Z) = 1.

Dla ustalonego k, niech
Sk={ZeB(Har®Hp)": SN(Z) <k}. (2.52)

Mozna uzasadni¢, ze S jest stozkiem wlasciwym w B(H 4 ® Hp). Ponadto mamy na-
stepujacy ciag inkluzji

S5iC S5 C...C Smin{m,n} = B(HA ®HB)+. (2.53)

2.5 Klasy dodatniosci operator6w na iloczynach tensoro-
wych

Niech H 4 i Hp beda skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami Hilberta i niech 1 <
k < min{m,n}, gdzie m = dimH 4 i n = dim Hp. Méwimy, ze operator hermitowski
X € B(H A ® Hp) jest k-blokowo dodatni jesli

(v| X |v) >0, (2.54)

dla kazdego wektora |v) € H4 ® Hp takiego, ze SR(|v)) < k. Zauwazmy, ze gdy
k = min{m, n}, to k-blokowa dodatnio$¢ jest rownowazna warunkowi dodatniej okre-
Slonosci operatora X.

W przypadku gdy k = 1 warunek k-blokowej dodatniosci oznacza (v| X |v) > 0 dla
kazdego wektora produktowego |v). Méwimy wtedy, ze X jest blokowo dodatni. Aby
zrozumie( lepiej ta terminologie zauwazmy, Zze mozemy zapisa¢ X = 2?321 le; ><e]-‘ ®
X;j gdzie X;; € B(Hp) dla wszystkich 1 < 7,j < m. Wtedy X jest blokowo dodatni
wtedy i tylko wtedy, gdy nastepujaca nieréwnosé zachodzi dla wszystkich |a) € H 4,
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2.5. Klasy dodatniosci operatoréw na iloczynach tensorowych

|b>€7‘[}3
((al @ (b)) X(|a) @ |b)) = (al .i1(<b|xij b)) |i><j|> |a) (2.55)
ij=
[ (blxn [b)  (b|x12|b) - (b X1 |B)
— <b|x:21|b> <b|x:22|b> <b\xz:m\b> @) (256
| (bl X [b) (bl xm2 [b) - (b] Xmm |b)
>0 (2.57)

iczba Schmidta < n-1 2-blokowo dodatnie

Liczba Schmidta < k k- blokowo dodatnie

Liczba Schmidta < 2 (n-1)-blokowo dodatnie

Dodatnio

Separowalne .
okreslone

Rysunek 2.5: Szkic hierarchii zawierania sie zbioréw operatoréw, po lewej z liczba
Schmidta od separowalnych, czyli z liczba Schmidta 1 do dodatnio okredlonych. Po
prawej stronie przedstawiono hierarchii zbiér operatoréw od dodatnio okreslonych
do blokowo dodatnich w M, ® M,,.

Dla ustalonego k niech BLy oznacza zbiér wszystkich operatoréw k-blokowo dodat-

nich. Mozna fatwo wykaza¢, ze BL; ma strukture stozka wlasciwego w B(H 4 @ Hp).
Ponadto, mamy nastepujacy ciag zawieran

B(Ha®Hp)" = BLyin{mn} € BLmingmn—1 C --- C BLy C BLy. (2.58)

Pojecie blokowej dodatniosci operatoréw mozna powiazac z liczba Schmidta.

Stwierdzenie 2.21. Niech Z, W € B(H o ® Hpg) beda operatorami hermitowskimi oraz niech
W > 0. Wtedy

1. Z jest k-blokowo dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy Tr(XV) > 0 dla wszystkich V €
B(Ha® Hp)™ takich, ze SN (o) < k.
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2. SN(W) < kwtedy i tylko wtedy, gdy Tr(SW) > 0 dla wszystkich operatoréw k-blokowo
dodatnich Y € B(H A ® Hp).

Warunek (1) wynika wprost z definicji k-blokowej dodatniosci i liczby Schmidta,
natomiast warunek (2)) zostat dowiedziony w pracach [Ste08), [SSZ09) Sko10].

Zauwazmy, ze wyniki zawarte w powyzszym Stwierdzeniu mozna zapisa¢ naste-
pujaco: dla dowolnego k

S, =BL,,  BL, =S5 (2.59)

2.6 Macierz Choi odwzorowania liniowego

Niech [¢,) := ¥4 \/LH i) ® |i) bedzie stanem maksymalnie splatanym w H 4 @ H 4.

Niech @ : B(H ) — B(Hp) bedzie odwzorowaniem liniowym. Definiujemy macierz
Choi odwzorowania @ jako operator Cop € B(H 4 @ Hp) okreSlony wzorem

Co = d(ida @ @) ([¢p+)(¢+]). (2.60)

Przyporzadkowanie B(B(H ), B(Hg)) > ® — Co € B(Ha ® Hp) jest izomorfi-
zmem liniowym znanym jako izomorfizm Jamiotkowskiego-Choi [Jam72, Cho75a]. W ta-
twy sposéb zauwazy¢, ze izomorfizm Jamiotkowskiego-Choi jest liniowy, natomiast
aby sprawdzi¢, ze jest bijekcja zapiszmy Ce w postaci macierzy blokowej

QL) D) - D(|1m]
oo | 2B @22 - @2 e
(m)(1]) @(|m)2l) - @(m)im)

Poniewaz zbi6r (|i)(j|)};_; jest baza w M,, wynika stad, ze kazde odwzorowanie

okresla jednoznaczna macierz Choi i vice versa.

2.7 k-separowalnos¢ i k-splatanie

W mechanice kwantowej uklad fizyczny opisany jest pewna przestrzenia Hilberta H.
Stan uktadu opisany jest pewna macierza gestosci p. Przypomnijmy, ze macierz gestosci

to operator p € B(#H), ktéry spetnia warunki:
0>0, Trp=1 (2.62)

Zbitér wszystkich macierzy gestosci na przestrzeni ‘H oznaczamy D(#). Jest on zbio-
rem domknietym i wypuklym. Punktami ekstremalnymi tego zbioru sa tzw. stany czy-
ste, dla ktérych macierz gestosci jest projektorem jednowymiarowym: p = |x)(x| dla
pewnego unormowanego wektora |x) € H. Z tego powodu czasami unormowane
wektory tez bedziemy nazywacé stanami czystymi. Obserwable w danym ukfadzie opi-
sywane sq przez operatory hermitowskie A € B(H);,. Wartos¢ obserwabli A w stanie
p to liczba Tr(pA).
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Interesuja nas uklady zltozone z dwéch podukiadéw A i B opisanych przestrze-
niami H 4 i Hp. Przestrzen Hilberta takiego ukiadu jest iloczynem tensorowym H =
Ha ® Hp. Niech p bedzie macierza gestosci na H. Z uwagi na wewnetrzna struktu-
re przestrzeni H mozemy pytaé, czy stan opisany operatorem p niesie w sobie jakie$
korelacje miedzy poduktadami. Sytuacje braku korelacji kwantowych opisuje pojecie
separowalnoséci stanu. Méwimy, Ze stan p jest separowalny, jesli istnieja macierze gesto-
sci pA € D(Ha)ip? € D(Hp) oraz liczby p; > 0 takie, ze Y; p; = 1, dla ktérych
mamy

p =Y ripl ©p;-
1

Innymi stowy, stan p jest kombinacja wypukla stanéw produktowych. W przypadku
stanu czystego |v) separowalno$¢ sprowadza sie do warunku |v) = |v4) ® |vg) dla
pewnych stanéw czystych |v4) € Ha i|vg) € Hp. W przypadku, gdy stan p nie jest
separowalny, méwimy, ze jest splatany.

Nawiazujac do czesci zauwazmy, ze warunek separowalnoéci stanu jest szcze-
golnym przypadkiem warunku (2.48). Oznacza to, ze

Stwierdzenie 2.22. Stan p jest separowalny wtedy i tylko wtedy, gdy SN (p) = 1. Jesli |v)
jest stanem czystym, to jest on separowalny wtedy i tylko wtedy, gdy SR(|v)) = 1.

Rzad Schmidta mozemy w pewnym sensie interpretowac jako ‘ilos¢ splatania’ ja-
ka jest zawarta w stanie czystym. Stan czysty jest separowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy jego rzad Schmidta jest réwny 1 oraz 1 < SR(|v)) < min{m, n} dla wszystkich
lv) € C" ® C". W przypadku gdy, gdy SR(|v)) = min{m, n} oraz wszystkie wsp6t-
czynniki Schmidta sa réwne 1//min{m, n} to stan |v) bedziemy nazwali maksymal-
nie splatanym i oznaczali przez |¢ ).

Niech 1 < k < min{m, n}. Motywujac sie powyzszymi obserwacjami bedziemy mo-
wic, ze stan p jest k-separowalny, gdy SN (p) < ki k-splatany, gdy nie jest k-separowalny,
tzn. SN(p) > k.

Wida¢, ze rozklad Schmidta moze stanowi¢ jedno z narzedzi do badania stanéw
kwantowych [NC10]. Szczegélnym zastosowaniem jest zdefiniowanie normy przy po-
mocy liczby Schmidta ktéra moze postuzy¢ do badania dwéch fundamentalnych pro-
bleméw w kwantowej teorii informacji, mianowicie klasyfikacje odwzorowan k-dodatnich
jako $wiadkéw splatania oraz problem istnienia stanéw NPT wykazujacych tak zwane
splatanie zwiazane (ang. Bound entanglement).

Rodzine norm o ktérej wspomnielismy, zdefiniowana jest nastepujaco. Jesli1 < k <
min{m,n}, to

[0]]sk) := sup{| (w|v) | : SR(Jw)) < k}, v) € Ha ® Hp. (2.63)

|w)

Norma ta ma ciekawa interpretacje geometryczna, poniewaz mozna o niej myslec jak o
pewnej mierze, ktéra moéwi jak blisko dany stan kwantowy jest do stanu kwantowego,
ktéry ma rzad Schmidta nie wiekszy niz k. Idac dalej, mozemy zdefiniowaé norme na

B(H) determinowana przez rozktad Schmidta. Niech X € B(Ha @ Hp)il < k <
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min{m, n}, Definiujemy k-ta norme operatorowa dla operatora X jako
XI5y := Y. {l{w| X o) | :SR(|0)), SR(Jw)) < k}. (2.64)
[v),|w)

O tej normie réwniez mozemy my$le¢ jako o mierze odlegtosci pewnego stanu p od
stanu z liczba Schmidta nie wieksza niz k. Co wiecej dla operatoréw dodatnich norme

ta mozna przepisa¢ [JK10] w nastepujacy sposéb, dla operatora X € B(Ha ® Hp)*
mamy

X5y = S|U>P{<U| X|v) : SR(|v)) <k} (2.65)

= sup{Tr(Xp) : SN(p) < k}. (2.66)
0

Do badania k-splatania réwniez mozemy uzywac liczby Schmidta dla macierzy ge-
sto$ci. Ponizej przedstawiamy stwierdzenie taczace liczbe Schmidta k z k-blokowa do-
datnioscia.

Stwierdzenie 2.23. Niech p € M4 ® M, bedzie macierza gestosci. Wtedy SN (p) < k wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje operator separowalny X € (M @M ») ® (Mp ® Mp) dla ktérych

dim(C4"), dim(CP') < k, takich, ze ((+] yp @ Lap) X(|¢94) g @ L aB) = p.

Dowéd. Zatézmy, ze X = Y p; |a;){a;| ® |b;)(by|, gdzie

|a;) = Zah )@ a)) eCY@CA i |by) = Z,Blz Y@ |b ;) € CPF @CB. (2.67)

Wtedy
(P4l ap @ 1aB) X(|91) 4rp © La) (2.68)
= ZI:(<¢+| ®1)| i 1“l,i0‘l,j,Bl,rﬁl,s |ir)(js| @ |ay, by, )by s| ] (Jpr)y®1)  (2.69)
il
1o & |
%Zz; Y a1t iBuiP [ anibyiXau, by (2.70)

1j=1

= (Déz,iﬁz,i |a,iby i) ) (‘Xl,jﬁl,j (ay,ibyj| ) (2.71)
]

»lH

ktéry posiada liczbe Schmidta nie wieksza niz k. W druga strone, wystarczy zobaczy¢,
ze kazdy operator z liczba Schmidta co najwyzej k moze zosta¢ zapisany w postaci
takiej jak powyzej. [

2.7.1 Swiadek k-splatania

Nastepujace twierdzenie podaje charakteryzacje geometryczna dla okreélenia czy stan
p € D jest zawarty w pewnym podzbiorze wypuklym C C D.
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Twierdzenie 2.24. Niech C C D bedzie zbiorem wypuktym stanéw na przestrzeni Hilberta
H. Wtedy dla kazdego p ¢ C istnieje operator hermitowski A € B(H) taki, ze

Tr(Ap) <0 oraz Tr(Ac) >0, ceC (2.72)

Twierdzenie to jest konsekwencja twierdzeni z analizy funkcjonalnej [Lax14, Roc70].
Twierdzenie Hahna-Banacha méwi, ze zbiér wypukly oraz pewien punkt ktéry znaj-
duje sie poza tym zbiorem moze zosta¢ odseparowany hiperplaszczyzna W. Dodat-
kowo korzystajac z teorii reprezentacji Riesza-Frechta mozna scharakteryzowac ta hi-
perplaszczyzne. Taka hiperplaszczyzne czesto sie nazywa swiadkiem [IerO1] jako, ze
wskazuje na stan ktéry znajduje sie poza zbiorem C.

Twierdzenie 2.25 (Horodeccy [HHH96]). Stan p € D jest separowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy Tr{pW} > 0 dla wszystkich operatoréw hermitowskich W takich, Ze

Tr([[galpal @ [ws)ys]W) >0, (2.73)

dla |pa) € Hai|pp) € Hp. Operator W czesto jest nazywany Swiadkiem splatania.

Operator W bedziemy nazywali §wiadkiem splatania [HHH96), [Ter00] jesli spetnia
W # 0oraz Tr(cW) > 0 dla wszystkich p € S, gdzie S to zbiér stanéw separowalnych.

Twierdzenie 2.26. Stan p € D jest stanem splatanym, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
Swiadek splatania W taki, Ze
Tr(pW) < 0. (2.74)

Zauwazmy, ze jeden Swiadek splatania moze wykrywac splatanie wielu stanéw w
zwiazku z czym, jeden stan splatany moze by¢ wykrywany przez wielu swiadkéw
splatania.

Przyktad 2.27. Rozwazmy operator zaproponowany w [HHH96], zwany w literaturze
jako operator Flip oznaczany jako F ktéry ma zdefiniowane dziatanie na wektorach

stanow jako F(|$4) ® |¢p)) = |¥B) @ |P4) lub w dziataniu na baze {|i) ® |j)} w H

d

F=Y"liXjl@|jXil. (2.75)

ij=1

Bez trudu mozna sprawdzi¢, Zze ten operator jest dodatnio okre$lony na stanach pro-
duktowych. Operator takiej zamiany jest Swiadkiem splatania poniewaz operator F

ma ujemna wartos¢ wilasna i wykrywa co najmniej [ ).

Przykiad 2.28. Rozwazmy $wiadka, postaci
Wgr =1 —dPy, (2.76)

gdzie Py = |4 )(1p | jest to projektor na maksymalnie splatany stan |¢,) = Ld Yl ®

|i). Poniewaz maksymalne przykrycie stanu separowalnego z P, wynosi 1/d oraz W
posiada ujemna warto$¢ wlasna, jest Swiadkiem splatania, ktéry wykrywa co najmniej

[¥).
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Tr(Yp) <0

Separowalne

— Tr(Yp) 20
Tr(Zp)<0
Tr(zp)20

Rysunek 2.6: Reprezentacja $wiadka splatania jako hiperptaszczyzny separujacej opi-
sanej w Propozydji (2.21). Kazdy operator ktdry jest powyzej hiperptaszczyzny separu-
jacej posiada splatanie ktére jest wykrywane przez odpowiadajacego mu $wiadka spla-
tania. Operator Y reprezentuje ogélnego Swiadka splatania, X odpowiada k-splatany
Swiadek oraz Z jest optymalnym $wiadkiem splatania.

Pojecie blokowej dodatnioéci operatoréw mozna powiazac z liczbq Schmidta. Zbiér
operatoréow z liczba Schmidta nie wiekszy niz k jest domkniety i stanowi zbiér wy-
pukly. Twierdzenie o hiperplaszczyzZnie separujacej méwi, ze musza istnie¢ operatory
0, X (jako ¢ rozumiemy stany wiec musza by¢ dodatnie) takie, ze Tr(Xp) > 0 dla
wszystkich p takie, ze SN(p) < k ale i Tr(Xo) < 0. W rzeczy samej, twierdzenie o
oddzielajacej hiperplaszczyZnie X méwi o operatorach ktore sa k-blokowo dodatnie i
nie dodatnio okreslonych. Takie operatory nazywa sie k-splatanymi Swiadkami splatania
lub dla przypadku gdy k = 1 po prostu swiadkami splatania

Podsumowujac, hermitowski operator W nazywamy k-splatanym swiadkiem spla-
tania gdy

1. Tr(Wo) > 0 dla wszystkich o € Sk,

2. Istnieje p € Sk takim ze Tr(Wp) < 0.

Przyklad 2.29. Niech P™ = | )i+ | bedzie stanem maksymalnie splatanym dziata-
jacym na przestrzeni Hilberta H ~ C? ® C¥, oraz zdefiniujmy nieunormowany stan

izotropowy [HH99]
pp =1+ BP7, (2.77)

dla —1 < B < oo. Stan izotropowy pg posiada liczbe Schmidta réwna n wtedy i tylko
wtedy, gdy

d((n—1)d —1) d(nd — 1)

i1 “P=Tdoq 2.78)
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2.7. k-separowalnosé i k-splatanie

Wtedy operator

d
W,=1— ——PF 2.7
" n—1 " (2.79)

jest n-Swiadkiem splatania dla stanu pg.
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Rozdziat 3

Klasy odwzorowan dodatnich

Odwzorowania dodatnie i calkowicie dodatnie sa waznym obiektem badari zar6wno
z punktu widzenia matematyki jak i fizyki matematycznej [Lin75, KMSZ17, |Osa91]

Pau03, HLP ™13, Pas21}, SS05), Ste63|, TT88]. Struktura odwzorowan catkowicie dodat-
nich jest dobrze rozumiana oraz tatwo mozna zweryfikowaé catkowita dodatnioé¢
przez zbadanie macierzy Choi [Cho75al]. Natomiast dla odwzorowan dodatnich kté-
re sa nierozkladalne czyli nie sa suma odwzorowan catkowicie dodatnich i catkowicie
kododatnich [ZC13| Maj12, [TT88] wiedza jest duzo ubozsza.

3.1 Definicje i podstawowe wlasnosci

Niech H 4 i Hp beda skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami Hilberta. Odwzorowa-
nie liniowe ® : B(H 4) — B(Hp) nazywamy dodatnim jesli ©(B(H)") € B(Hp)™.

Przyktad 3.1. Przyklady odwzorowan dodatnich

1. ®(X) = Tr X jest dodatnim liniowym funkcjonatem; ®(X) = 1 Tr X jest dodatni

o
i zachowuje jedynke.

2. Funkgcjonat liniowy dziatajacy na IM,, ktéry ma posta¢ ®(X) = Tr(AX) dla A €
M,, bedaca macierza dodatnio okreslona.

3. Odwzorowanie ®(X) = ZX1 jest dodatnie.

4. Niech XT oznacza transpozycje macierzy X. Wtedy odwzorowanie ®(X) = XT
jest dodatnie.

5. Niech A bedzie macierza wymiaru m x n. Wtedy ®(X) = ATXA jest odwzoro-
waniem dodatnim z IM,,, do M,,.

6. Kazda kombinacja liniowa odwzorowan dodatnich bedzie odwzorowaniem do-
datnim.

Niech k € IN. Méwimy, ze odwzorowanie @ jest k-dodatnie, gdy odwzorowanie
rozszerzone
DK = id, @ D : My @ B(Ha) — My @ B(Hp). (3.1)
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3.1. Definicje i podstawowe wiasnosci

Moéwimy, ze odwzorowanie jest catkowicie dodatnie jesli jest k-dodatnie dla kazdego k.

Stwierdzenie 3.2. Niech ® : B(H) — B(H) bedzie odwzorowaniem liniowym. Nastepujace
warunki sq réwnowazne

1. ® jest k-dodatnie.
2. (idy ® ®)(P) jest dodatnie dla wszystkich projektoréw P € My (B(H)) rzedu 1.

3. Dla dowolnego zbioru ortonormalnego X = {|x1),...|xx)} C H, operator zdefiniowa-
ny jako ®x = (D (|x;)(x;|))1<i j<k jest dodatni,

Twierdzenie 3.3. Niech @ : B(Hy) — B(Hp) oraz 1 < k < min{d 4,dg}. Wtedy naste-
pujace warunki sq réwnowazne

1. ® jest k-dodatnie.

2. (x| Co |x) > 0dla wszystkich |x) € H ® Hp takich, Ze SR(|x)) < k

3. (14 ® P)Cop(1lg ® P) jest dodatnio okreslone dla kazdego k-wymiarowego projektora
P e B(HB)

Dowéd. 1. <= 2.: Dla przypadku gdy k > 1 niech f; bedzie baza w C¥, wtedy

Cigod = Z Z ) (ol @ lei) {ei]) @ (1f1) {fol @ p(le) {ej]))- (3.2)

Lp=1i,j=1

Wprowadzmy wektor |&) € CF ® H 4 oraz odpowiednio wektor |{) € C* ® Hp, maja
one postac
k

k
&) = Z Ifs) @ |xs) |0) = 2 ‘fq> ® |3/q>- (3.3)

s=1 g=1

Aplikujac i doidy @ @ : B(Hy) @ B(Ha) — B(Hi) ® B(Hp) dostajemy

idi@®>0 <= (& ®(C])Caes(|d) ®|2)) > 0dla wszystkich |&) € C*® Ha
oraz |{) € CF® Hp

k k n ‘
- ( 5 <fs!<xsl<fq|<yq\>< 3 1) (@ led (g @ 1) (] @ @(le) (e

s,q=1 Lp=1i,j=1
!
Yy

A (lé (2] yl|> Z ler) (ej| @ @(Jer) (ei]))( é’xﬁ lyp)) >0

i,j=1

) > 0 dla wszystkich |x;) € C" oraz |y,) € Ha

( Y (1 {fi

s'q'=1

dla wszystkich |x;) € H 4 oraz |y;) € Hp

k
<= (z|Cpz) > 0 dla wszystkich |z) = Z |x;) |y1) gdzie |x;) y;) € Ha @ Hp.
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

2. <= 3.: Zal6ézmy, ze prawdziwy jest punkt 3. Niech dany jest wektor postaci
z) = YK %) ® |y;) gdzie |x;) € Ha oraz |y;) € Hp, oraz niech P bedzie ortogo-
nalnym projektorem rzutujacym na podprzestrzen rozpieta przez wektory |y;), wtedy
(1 ® P) ly) = |y). Zauwazmy wtedy, ze

(21Co2) = ((2(1x ® P)|Ca(1x ® P)z) = (2] (1y ® P)Ca(1t @ P)z) 2 0. (3.4)

Teraz zal6zmy odwrotnie, niech prawdziwy jest punkt 2. Niech P bedzie ortogonal-
nym projektorem w #p, gdzie Tr(P) = k oraz niech |x;) bedzie baza ortonormalna o
wymiarze k. Dla kazdego wektora |x) € H 4 ® Hp istnieje taki wektor |x;) € H 4 taki,

ze (1, ® P)|x) = 5_, |x) ® |y;). Wtedy mamy, ze

I=1 I=1

l l
(x| (1, ® P)Co (1, ® P) |x) = ():<xz| <yz|>C<b<Z|xz> |yz>> >0. (35)

Poniewaz (1, ® P)Ce (1, ® P) > 0. [
Stwierdzenie 3.4. Jesli odwzorowanie ® : B(H ) — B(Hp) jest (k + 1)-dodatnie, to jest
k-dodatnie.

Warto dodatkowo zauwazyg¢, ze jesli odwzorowanie @ jest k-dodatnie dla

k = min{dim(#H 1), dim(H 4)} to implikuje to, ze odwzorowanie jest catkowicie do-
datnie [ChoZ75a].

Dla k € N, niech Py(A, B) oznacza zbiér wszystkich odwzorowar k-dodatnich
dziatajacych z B(H o) w B(Hp). Zbior Pi(A, B) jest stozkiem wiasciwymw B(B(H 4), B(Hp)).
Niech P« (A, B) oznacza zbiér odwzorowar: catkowicie dodatnich, czyli

Peo(A,B) = (] Px(A, B).
k=1
Mamy nastepujacy ciag zawieran
Poo — Pmin{m,n} C Pmin{m,n}—l C...C 7)2 C Pl. (36)

W zbiorze odwzorowan dodatnich beda nas jeszcze interesowaly odwzorowania

kododatnie. Dla k € IN, méwimy, ze odwzorowanie ® : B(H,) — B(Hp) jest k-
kododatnie jesli odwzorowanie rozszerzone

@y =P Ty : B(Ha) @My — B(Hp) @ My (3.7)

jest dodatnie, gdzie Ty jest odwzorowaniem transpozycji dzialajacej na algebrze ma-
cierzowej IMy. Jesli odwzorowanie jest k-kododatnie dla kazdego k to méwimy, ze cat-
kowicie kododatnie.

Przyktad 3.5. Rozwazmy odwzorowanie transpozycji T,, : M,, — M,,. Pokazemy, ze
jest ono k-kododatnie dla dowolnej liczby naturalnej k.

(T) gy = Tn ® Ty : My @ My — M, @ M, (3.8)

36



3.1. Definicje i podstawowe wiasnosci

gdzie uzywajac naturalnego izomorfizmu mozemy dokona¢ nastepujacego utozsamie-
nia, ze Ty, ® Ty = T, oraz M, ® M} >~ IM,;x. Poniewaz transpozycja T jest odwzoro-
waniem dodatnim, wnioskujemy, ze (Ty) 1) jest dodatnie.

Kolejna interesujaca nas klasa odwzorowan dodatnich beda odwzorowania rozkla-
dalne. Odwzorowanie ® nazywamy rozktadalnym, je$li mozna je przedstawic¢ w postaci

D = Py + Py, (3.9)
gdzie @1 jest odwzorowaniem catkowicie dodatnim, a ®; jest odwzorowaniem catko-
wicie kododatnim.

Wiadomo, ze kazde odwzorowanie dodatnie ® : M,, — M, dlam =2in € {2,3}
jest odwzorowaniem rozkladalnym [Ste63, Wor76al.

Przyktad 3.6. Pierwszym podanym przykladem odwzorowania nierozktadalnego byto
odwzorowanie Choi ®¢ : M3 — M3 [Cho75b] postaci

X11 + pUXxs3 —X12 —X13
Oc(X) = —X21 X2 + UX11 —X23 p (3.10)
—X31 —X32 X33 + Hx22

dla X = (xj;) € M3 oraz parametru p > 1. Choi pokazat, Ze jest ono dodatnie, nieroz-
ktadalne i ekstremalne w stozku odwzorowan dodatnich.

Przyktad 3.7. Rozwazmy uogo6lnione odwzorowanie Choi zdefiniowane w [CKL92],

(a —1)x11 + bxp +cx33 —X12 —X13
q’[a,b,c} (X) = —X21 cx11 + (a —1)x + bxsz —X23 ’
—X31 —X30 bxq11 + cxoo + (a — 1)x33

dla X = (x;;) € M(C°), gdzie a,b,c > 0. Odwzorowanie @, 1, jest 2-dodatnie wtedy i

tylko wtedy, gdy a > 21ub [1 < a < 2| A [bc > (2 —a)(b+c). W pracy [YLT16] uzywa-
jac definicji tzw. trivial liftingu autorzy pokazali, ze odwzorowanie to jest rozkltadalne
o nastepujacym rozkladzie

axiy +bxp +cxzz —x12 —X13
CID[a/b,C](X) = — X9 cx11 + axon —(% —a)Xp3 ] (3.11)
—X31 (% — l/‘l)X32 bx11 + axsz
0 0 0
+ 0 bX33 (a —-1- %)XZS ] ’ (3.12)
0 (a —1- %)X32 CX22

Co wiecej, w pracy [CKL92, Twierdzenie 3.4] pokazano uzywajac innych metody na-
stepujacy rozktad

Ppope = (1= VIO, o + \/Ecb[L JEVE (3.13)

1—v/bc

Wynika z tego, ze rozktad odwzorowania 2-dodatniego P, ; | nie jest jednoznaczny.
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

Przyktad 3.8. Rozwazmy uog6lnione odwzorowanie Choi z przyktadu 3.7 @y, 4, 4, :
M3 — M3, z trzema parametrami a1, ap, a3 > 0 zdefiniowane jako

3
Dy, 09,05 (X) = diag( Y aixi+j,i+j> ~ X, (3.14)
i=1 j=0,1,2
dla X = (xi]-) € Ms.

1. Odwzorowanie P, ,, 5.1 jest odwzorowaniem dodatnim ale nie catkowicie do-
datnim jesli zachodza nastepujace warunki [CKL92]

(@) a1 > 1,
(b) a1 +ax+az >3,
(c) apaz > (1 —a1)? jesli, 1<a; <2

2. Odwzorowanie dla a; = a; = a3 = 2 jest to przyklad pierwszego odwzorowania
2-dodatniego ktodre nie jest catkowicie dodatnie [Cho80].

3. Odwzorowanie dla @, dla 4 > 1 jest dodatnie oraz nierozktadalne [CL77,
Ste82].

4. Dla @y ) jest atomowe (ang. atorm) [TT88] czyli nie mozna go przedstawi¢ w
postaci sumy odwzorowan 2-dodatniego i 2-kododatniego.

5. Odwzorowanie to jest catkowicie dodatnie dla a; > 3.

Ciekawym zagadnieniem jest pytanie, czy k-dodatnio$¢ dla wiekszych k dopuszcza
nierozktadalno$¢. W wyzszych wymiarach, czyli takich dla ktérych m,n > 10 w pracy
[HLLMH18]] pokazano, ze istnieja odwzorowania 2-dodatnie ktére sa nierozkladalne.

Twierdzenie 3.9. Niech k,m,n € IN, gdzie k > 2. Jesli odwzorowanie liniowe ¢ : M, —
M, jest k-dodatnie i nie jest catkowicie dodatnie, to odwzorowanie rozszerzone p\) = ¢ @ idy
jest nierozktadalne.

Stwierdzenie 3.10. Istnieje odwzorowanie 2-dodatnie nierozkiadalne My — M.

Dowdd. Niech ¢ : M5 — M5 bedzie odwzorowaniem 4-dodatnim, ktére nie jest catko-
wicie dodatnie. Jako przyklad takiego odwzorowania rozwazmy odwzorowania na-
stepujacej postaci

P(X)=4Tr(X)1 - X, (3.15)

dla X € Ms. Poniewaz 1 jest oczywiscie 2-dodatnie, to z Twierdzenia (3.9 wynika, ze
odwzorowanie
¢=1p? =yp®idy: Ms @ M, — Ms ® My, (3.16)

nie jest rozkladalne. Zauwazmy takze, ze ¢ jest 2-dodatnie, bowiem dodatnio$¢ od-
wzorowania

P = p®idy = p ®idy ®idy = P @ idy, (3.17)

wynika z 4-dodatnio$ci odwzorowania . u
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3.2. Odwzorowania catkowicie dodatnie. Twierdzenie Choi i konsekwencje

W wyzszych wymiarach znane sa jedynie cze$ciowe wyniki [BFP04, (CK09, Houl0,
Maj12, MMO01), Ter98| [TT83, Tom85] ale struktura zbioru odwzorowan dodatnich dalej
nie jest dobrze zrozumiana.

3.2 Odwzorowania catkowicie dodatnie. Twierdzenie Choi
i konsekwencje

Nastepujaca charakteryzacja odwzorowan catkowicie dodatnich [Cho75a, Kra71] sta-
nowi jeden z fundamentéw kwantowej teorii informacji.

Twierdzenie 3.11. Niech ® : M,;, — M, bedzie odwzorowaniem liniowym oraz rozwazmy
stan czysty |p4) = \/Lﬁ Y.ihq i) ® |i). Nastepujace warunki sq réwnowazne
1. ® jest catkowicie dodatnie;

2. @ jest m-dodatnie;

3. operator Co = m(idy, ® @) (| )¢ |) jest dodatnio okreslony;

4. istniejq operatory (Ay)}" takie, ze ®(X) = Y AxX AL
Dowdd. Implikacje (@)=-(1) = @) = (@) w jasny sposéb wynikaja z definicji catkowitej
dodatniosci, nietrywialne przejscie jest tylko, ze (3) = @) co udowodnimy:.

Poniewaz operator Co jest dodatnio okreslony, wykorzystajmy twierdzenie o roz-
ktadzie spektralnym

mn
Co = Y, Ak |ok)(vkl .- (3.18)
=

Mozemy zapisaé kazdy element bazy |vg) jako liniowa kombinacje jako element z pro-

duktu tensorowego |vx) = Y% ¢k |f) @ |0j)- Mnozac Co z lewej strony przez (i| ® 1

oraz z prawej strony przez |j) ® 1 (naduzywajac nieco notacji) dostajemy, ze

(il @ 1)Ca(]j) ® 1) = @([i)j])- (3.19)

Z drugiej strony z réwnania (3.18) widzimy

(i@ 1)Co(lj) ®1) = % AkCkiChj |Oki )0k (3.20)
=1
= % Ak < i cxr |or (1| ) B ( ic_kl k) vk ) (3.21)
=1 \I=1 =1

Definiujac Ay := /Ax Y% ki |vg)(I| dostajemy z réwnosci rownan (3.21) i (3.19), ze
O(Ji)(j]) = T, Ak i)(j] Af. Poniewaz odwzorowanie @ jest liniowe to rozszerzajac je
dostajemy, ze (X) = Y}, AxXA] dla wszystkich X € M,, co koriczy dowdd. H
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

Dowéd twierdzenia (3.11) pokazuje jak konstruowaé rodzine operatoréw Krausa
ktéra mozna zbudowac z wektoréw witasnych operatora Co. Jest to kanoniczna postac
operatoréw Krausa, zauwazmy ze taki wybér gwarantuje nam, ze sa one ortogonal-

ne wzgledem siebie w iloczynie Hilberta-Schmidta, czyli Tr (AiAD = Ojeslii # j.

Dodatkowo z warunku (4) mozemy wywnioskowa¢, ze punkty ekstremalne zbioru
wypuklego odwzorowarn catkowicie dodatnich stanowia samosprzezone odwzorowa-
nia. Poniewaz odwzorowania samosprzezone to takie odwzorowania ktére ® dla kto-

rych rank(Ce) < 1. Odwzorowanie zerowe i o rzedzie jeden sa dodatnie i stanowia
punkty ekstremalne w zbiorze operatoréw dodatnio okreSlonych w zwiazku z czym
odwzorowania samosprzezone stanowia punkty ekstremalne w zbiorze odwzorowan
catkowicie dodatnich.

Dodatkowo odwzorowanie & jest catkowicie dodatnie z operatorami Krausa { Ay } ",
zachowuje $lad (czyli jest kanatem kwantowym) wtedy i tylko wtedy, gdy

Tr X = Tr <<I>(X)) — Tr ( y A,Q(A{) — Tr (X % A{Ak>, (3.22)

k=1 k=1

dla wszystkich X € M,,. Odwzorowanie ® zachowuje slad wtedy i tylko wtedy gdy
Y AT Ay = 1. Z drugiej strony warunek Y J"; AT Ay = 1 oznacza, ze odwzorowanie
® zachowuje jedynke (ang. unital), czyli (1) = 1. Odwzorowania zachowujace $lad
oraz zachowujace jedynke sa dualne wzgledem siebie w takim sensie, ze ® zachowuje
slad wtedy i tylko wtedy, gdy ot zachowuje jedynke i vice-versa.

Przyktad 3.12. Niech T : M, — M, bedzie odwzorowaniem transpozycji wymiaru
2 x 2. Widzimy, ze warto$ci wlasne dowolnego X € M, sa dokladnie takie same jak

wartosci wlasne T(X), w zwiazku z czym odwzorowanie T jest dodatnie. Aby okre-
§li¢ czy odwzorowanie T jest catkowicie dodatnie uzyjemy warunku (3)) z Twierdzenia
(3.11)

2(ida @ T) ([ )(9p+]) = (1@ T) , (323

nie jest dodatnio okreslone, poniewaz posiada jedna ujemna warto$¢ wlasna. Wynika
stad, ze odwzorowanie T nie jest calkowicie dodatnie. Rozwazajac ten przyktad w
wyzszych wymiarach mozemy zauwazy¢, ze odwzorowanie transpozycji nie jest 2-
dodatnie.

Przyktad 3.13. Zdefiniujmy odwzorowanie ® : M, — M, z dzialaniem ®(X) =
1 Tr(X)1. Zauwazmy, ze to odwzorowanie zachowuje §lad poniewaz Tr(®(X)) =

1 Tr(X) Tr(1) = Tr X. Natomiast zeby zobaczy¢, ze jest catkowicie dodatnie policzmy
macierz Choi tego odwzorowania

Co= Y [i}j| @ ®(i)j]) =

n
1
ii|®1=-1®1>0. (3.24)
ij=1 i=1 n

S
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3.2. Odwzorowania catkowicie dodatnie. Twierdzenie Choi i konsekwencje

Przyktad 3.14. Niech n > 2. Rozwazmy odwzorowanie transpozycji T : M, — M,,.
Pokazemy, ze macierz Choi Cr jest blokowo dodatnia mimo, ze odwzorowanie trans-
pozydji nie jest catkowicie dodatnie, czyli macierz Choi nie jest dodatnio okreslona.

((a] @ (b])Cr(la) @ |b)) = ({a] @ (b]) (Z\ jle ) >(Ia>®|b>) (3.25)

i,j=1

I
:MS

(ali) (jla) (blj) (i[b) (3.26)

= (ali) (ilb) }_ (b)) (jla) (327)

N
I
—_
-.
—_

= ||(a|b)? (3.28)
>0, (3.29)

dla dowolnych |a),|b) € C". Z faktu, ze odwzorowanie transpozydji jest dodatnie
wynika wprost, ze macierz Choi musi by¢ blokowo dodatnia.

Odwzorowanie ® z Przykladu (3.13) jest catkowicie dodatnie, oznacza to, ze musi
ono posiada¢ rozklad zwigzany z pewna rodzina operatoréw Krausa. Jedna z rodzin

operatoréw to zbidr {\/Lﬁ )G j—1 na ktéra mozemy patrze¢ nastepujaco
1 & L 1
" Z (1 X [i) Z il ) G X ) =~ Tr(X)T = @(X),  (330)
j=1 1: j=1

dla wszystkich X € M,,. Aby pokaza¢, ze rozklad operatoréw Krausa nie jest jedno-

znaczny pokazemy, ze {\%Ak}%il jest rowniez pewnaq rodzina operatoréw Krausa dla

odwzorowania ® gdy {Ak}Z; jest rodzina macierzy ktéra tworzy baze ortonormalna
w M,, wzgledem produktu Hilberta-Schmidta

Tr <A2A1> =0y dlawszystkich1 <k, [ < n’. (3.31)

Zat6zmy dodatkowo, ze {Bk};jz:1 bedzie dowolna ortonormalna baza w M,, taka, ze
rozpiszemy w tej bazie kazdy element Ay jako liniowa kombinacje

7’12
Ay = Z uyB; dlawszystkich1l <k < n?, (3.32)
i=1

gdzie {u,-]-}zjz.zl C C jest zbiorem statych. Z réwnania (3.31) widzimy, ze
t tp -
Sy = Tr(AkAl> Z Wik Tr(B ) Y g, (3.33)
i,j=1 i=1

wynika stad, ze macierz (uij) jest macierza unitarna. Wynika stad, ze {\%Ak}le oraz

2 . . . . . .
{\%Bk}z:l reprezentuja te same odwzorowanie catkowicie dodatnie. W zwiazku z
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

czym z drugiej strony jesli wybierzemy {Bk}Zi1 = {]i){j| }ijl to pokazuje, ze {\%Ak};{il

jest rodzina operatoréw Krausa dla odwzorowania ® wtedy gdy {Ak}Z; jest baza or-
tonormalna w M,,.

Odwzorowania catkowicie dodatnie sa catkowicie scharakteryzowane przez opera-
tory Krausa. Odwzorowanie liniowe, ktére zachowuje hermitowskoé¢ ® : M, — M,
mozna zapisa¢ w postaci [StiS5b]

k
D(X) =Y W, XW], (3.34)
i=1

gdziek < m,n ,n; € RiW; : C" — C" sa dowolnymi liniowymi operatorami. Pod-
stawiajac V; = ,/i1;W; otrzymujemy nastepujace twierdzenie stanowiace petna cha-
rakteryzacje odwzorowan catkowicie dodatnich[Cho?75a, Kra83] w reprezentacji Choi-
Kraus-Stinespringa.

Twierdzenie 3.15. Odwzorowanie ® : B(H o) — B(Hp) dziatajacy ze skoriczenie-wymiarowej
przestrzeni Hilberta H 4 do skoticzenie wymiarowej przestrzeni Hilberta Hp jest liniowe, cat-
kowicie dodatnie oraz zachowujqce $lad wtedy i tylko wtedy gdy

d
D(X4) =Y ViXaV, (3.35)
=1

gdzie X4 € B(Ha), Vi : C" — C" nazywane operatorami Krausa dla wszystkich | €
{1,...,d}, ponadto

d
Y V'Vi=14, (3.36)
I=1

orazd < m-n.

Dowéd. Zat6ézmy, ze @ : B(H ) — B(Hp) ma rozktad postaci dla operatoréw
V; spelniajacych warunek (3.36). Wtedy ® w oczywisty sposéb jest odwzorowaniem
liniowym. Jest catkowicie dodatnie poniewaz (idgr ® ®)(Xga) > 0jesli Xga > 0 dla
@ postaci i zachodzi to dla dowolnego uktadu referencyjnego R o dowolnym
rozmiarze. Poniewaz zauwazmy, ze

(1g ® V) Xra(lg ® V') (3.37)

M=

(idg ® @)(Xra) =

N
I
—_

(1r ® V) Xpa(lr @ V)", (3.38)

I
M=~

-~
I
—_

Wiemy, ze (1g ® V) Xga(1gr @ V})T > 0 dla wszystkich [ dla Xg4 > 0 jest to tez praw-
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dziwe dla sumy. Zachowanie S§ladu zachodzi poniewaz

Tr(@(XA)) — Tr (iWXAX/f) (3.39)

I=1

=1
= TrX,, (3.41)

d
=Tr < Y. VfVlXA> (3.40)
l

gdzie w drugiej réwnosci wykorzystaliSmy fakt, Ze mozemy przestawia¢ elementy
pod $ladem cyklicznie oraz ostatnia réwnos$¢ wynika z warunku (3.36). Teraz udo-
wodnimy w druga strone. Niech m = dim(# 4) oraz n = dim(#p), przez |I'); 4, 0zna-
czymy nieunormowany maksymalnie splatany wektor

=Y [r@l4, (3.42)

i=1

gdzie {|i) 4} to zbiér ortonormalny dla uktadu A oraz {|i)z} to zbiér ortonormalny
bazy dla ukladu R. Macierz Choi odwzorowania liniowego & ktore jest catkowicie
dodatnie, zachowujace $lad jest zdefiniowany nastepujaco

m

O(|ITXT[ra) = 3 liXjlg ® @(|i)jl4)- (3.43)

ij=1

Macierz ta opisuje w pelni dzialanie odwzorowania poniewaz odwzorowanie liniowe

dziata na kazdy element operatora |i)(j| 4, z ktérego mozemy zbudowaé¢ dowolny inny
operator na ktérym to dziala odwzorowanie. Macierz Choi jest wymiaru mn x mn i

sktada sie z blokéw o elementach ®(|i)(j| ,). Dodatkowo powyzsza macierz Choi jest
dodatnio okredlona poniewaz odwzorowanie jest catkowicie dodatnie. Mozemy zatem

zdiagonalizowa¢ ®(|I')(I'|; ,) w nastepujacy sposéb

d
O(|I)(T|ra) = Z 1 )(Pilrp (3.44)

gdzied < m - njest rzedem Choi odwzorowania ®. Taka dekompozycja nie koniecznie
musi mie¢ zbior wektoré6w {|¢;) g} ktory jest ortonormalny. Zauwazmy, Ze z réwna-

nia mozemy napisaé
(il @ L) (P(ITHT[ga)) ()& @ 18) = P(|D){j])- (345)

Rozwazmy dowolny dwu-ukltadowy wektor |¢) 5, mozemy rozltozy¢ go w bazie orto-
normalnej sktadajacej sie z wektoréw {|j)z} i {|i)z } zdefiniowanych powyzej

=Y Y i) ®@1j)p (3.46)

i=1j=1
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

Niech V : C" — C" bedzie operatorem liniowym zdefiniowanym jako

m n
V=YY wlj)g (3.47)
i=1j=1
Wtedy widzimy, ze
m n
(Irg® V) ‘r ZZ“Z}l] ’A Z ‘k ®|k (3.48)
i=1j=1
m n m
=22 Y il @1i)p (i) (349)
i=1j=1k=1
m n
=22 i [Dr®f)p (3.50)
i=1j=1
= |¢)rp - (3.51)

Wynika stad, ze wszystkie wektory |¢) 5 mozemy znaleZ¢ takie operatory linowe V
dla ktérych (1 ® V)(IT)g4) = |¢) rg- Zauwazmy tez, ze

(il [¢)rp = (il (IR® V) [T)r4a (3.52)
— Vi), (3.53)

Aplikujac to do naszego przypadku, mozemy napisaé, ze dla dowolnego I zachodzi

|91y rg = IR @ VI T)ga, (3.54)

gdzie V] jest operatorem liniowym zdefiniowanym w (3.47). Dzieki tej obserwacji mo-
zemy dalej napisa¢, ze

D([i)j1) = ((i[g @ 1) (P(ITNT[ga))()r © 1B) (3.55)

d
= ((i[g ®18) Y_ ¢} ¢1lgs (/) r ®B) (3.56)

I=1

I
M=~

[(Gilr @ 1B) |¢1) rpl {P1|rp (I/)r © 1B)] (3.57)

N
I
—_

Vi[i)jla Vi (3.58)

I
M=

N
I
—_

Z liniowosci odwzorowania ® wynika, ze dziatanie na dowolnym operatorze ¢ moze
zostaé zapisane w nastepujacy sposob

d
o(0) =Y VoV, (3.59)
I=1
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poniewaz kazdy operator ¢ moze zosta¢ zapisany jako liniowa kombinacja operato-
réow w bazie {|i)(j| }. Jesli rozklad (3.44) jest rozkladem spektralnym, wtedy operatory
Krausa {V}} sa ortogonalne wzgledem iloczynu Hilberta-Schmidta

Tr<vak) Sy Tr(vl+ V1>. (3.60)

To natomiast wynika z nastepujacego faktu, ze

Ok (Pi|pr) = (P1|er) (3.61)
= (Il []IR ® (VZJFVkH 1) kB (3.62)
= Tr(V' ). (3.63)

Aby udowodni¢ zachowywanie $ladu, czyli

Te(@(li)jla) ) = Te i1 = o, (3.64)

dla wszystkich operatoréw {|i)(j| » } ;- Zauwazmy, Ze

Tr(@(fi)jl,)) = Tr (Zw il )V, ) (3.65)
(wa Ju) (3.66)

= <j|A;‘/l Vili)a- (3.67)

Stad aby mie¢ musi zachodzi¢
(jl 4 Zl: ViVii) 4 = 6 (3.68)
co koriczy dowéd. m

Reprezentacja pokazana w Twierdzeniu (3.11)) stanowi jedna z mozliwych reprezen-
tacji odwzorowan catkowicie dodatnich. Inna wazna reprezentacje stanowi reprezen-
tacja Stinespringa [Sti55al.

Najpierw jednak, przypomnijmy, ze odwzorowanie czeSciowego Sladu Tr; to od-
wzorowanie ktére wycina i-ty podukiad z system M4 ® Mp ® ... ® M. Dla przykia-
du niech i = 2 wtedy odwzorowanie Tr; jest odwzorowaniem liniowym ktéry dziata
na produkt tensorowy w nastepujacy sposéb Trp(A ® B) = Tr(B)A. Zauwazmy, ze
samo odwzorowanie §ladu Tr : IM,;, — C jest calkowicie dodatnie poniewaz jego ma-
cierz Choi, to 1,, > 0 w zwiazku z czym, odwzorowanie czeSciowego Sladu Tr; tez jest
catkowicie dodatnie. Wyniki Stinespringa méwia, ze kazde odwzorowanie catkowicie
dodatnie mozna zapisac jako ztozenie odwzorowania cze$ciowego §ladu oraz odwzo-
rowania samosprzezonego. Oryginalne wyniki byly pokazane dla nieskoficzenie wy-
miarowych przestrzeni [Sti55a) Pau03] lecz my skupimy sie na wersji dla skoriczenie
wymiarowych przestrzeni.
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

Twierdzenie 3.16 (Stinespring). Niech ® : M, — M, bedzie odwzorowaniem liniowym.
D jest catkowicie dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq operatory A : C" — C"" @ C"
takie, ze ® = Try oAd 4.

W literaturze posta¢ odwzorowani ® = Tr; oAd4 nazywa sie reprezentacja Stine-
springa dla odwzorowan catkowicie dodatnich ®. Zauwazmy, ze definiujac operatory

A z Twierdzenia (3.16) jako macierze blokowe M, 1(My,m) =~ M1 @ Mym

Aq
A

A= ) (3.69)

Amn

gdzie { A;}]"", beda operatorami Krausa dla odwzorowania ®. Widzimy wtedy, ze mo-
zemy przechodzié z reprezentacji Stinespringa do reprezentacji Krausa i vice versa dla
odwzorowan catkowicie dodatnich. Zachowywanie §ladu przez odwzorowanie ® od-

powiada temu, zeby A bylo izometria, czyli ATA = 1,,.

3.3 Odwzorowania k-dodatnie jako indykatory ($wiad-
kowie) k-splatania

W teorii informagji gtéwnym zasobem sa stany splatane, dlatego wazne jest znalezie-
nie optymalnego kryterium do stwierdzania czy dany p jest separowalny czy splata-
ny. Na przestrzeni dwéch dekad dokonano na tym polu znacznych postepéw. Jeden
z wazniejszych wynikéw stwierdza, ze stan p jest separowalny wtedy i tylko wtedy
gdy pozostaje dodatni po zaaplikowaniu dowolnego dodatniego odwzorowania na
potowe stanu [HHH96, Per96], tak jak wtedy i tylko wtedy gdy (id ® ®)(p) > 0 dla
dodatniego ®. Waznym przypadkiem jest gdy za odwzorowanie dodanie & wybie-
rzemy odwzorowanie transpozycji T. W tym wypadku, na operagje (id ® T) méwimy
czeéciowa transpozycja i w skrécie bedziemy uzywaé notacji p' := (id ® T)(p). W ni-
skowymiarowych uktadach, czyli takich dla ktérych m - n < 6 mamy pelna charaktery-
zacje stanéw separowalnych. Stan p jest separowalny wtedy i tylko wtedy gdy p' > 0
[HHH96, Wor76a), [Ste63] ale w ogélnosci w wyzszych wymiarach kryterium czeScio-
wej transpozycji daje tylko warunek konieczny a nie wystarczajacy. W szczeg6lnosci z
faktu, ze odwzorowanie transpozycji moze zosta¢ uzyte do badania separowalnosci w
specjalnych przypadkach doprowadzito do badania stanéw dodatnio okreslonych po
cze$ciowej transpozycji (ang. PPT - Positive Partial Transpose) w dowolnych wymiarach

dla ktérych operatory gestosci p sa p! > 0. Pierwszym przyktadem stanu splatanego

46
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PPT w C? ® C3 zostat podany w pracy [Hor97] i ma nastepujaca postac

B a . . . a . . . a 7
a
-a
1 . . . a . . . . .
OPa = a - -|-a -|- - al, (3.70)
gat1 | T
b c
- a
L a . . . a . C . b ]
gdzie b = 4, ¢ = —Vlz_”z natomiast parametr a € [0,1]. W pracy aby byla bardziej

przejrzysta dla czytelnika, zera w macierzach beda reprezentowane przez kropki jesli
nie bedzie budzi¢ to zadnych watpliwosci.

W zwiazku z czym naturalna generalizacja charakteryzacji stanéw separowalnych
w terminach odwzorowan dodatnich zostato pokazane w [THOO] i udowodnione w
[RAOQ7].

Twierdzenie 3.17. Niech ® : M,, — M, bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech p €
M,, ® IM,, bedzie macierzq gestosci. Wtedy

1. @ jest k-dodatnie wtedy i tylko wtedy gdy (id @ ®) (o) > 0 dla wszystkich o € M, ®
M,, z SN(c) < koraz

2. SN(p) < k wtedy i tylko wtedy gdy (id @ ¥)(p) > 0 dla wszystkich odwzorowar
k-dodatnich ¥ : M,, — M,,.

Twierdzenie ustala dualizm miedzy odwzorowaniami k-dodatnimi a macie-
rzami gestosci z liczba Schmidta nie wieksza niz k. Z warunku Twierdzenia (3.17)
mozemy wywnioskowa¢, ze wybér dowolnego odwzorowania k-dodatniego ¥ daje
nam warunki konieczne na stan p aby SN(p) < k. Na przyktad dla k = 1 dobierz-
my ¥ = T wtedy widzimy, znajoma juz implikacje, ze jesli stan p jest separowalny
to p!' > 0. Innym dobrze znanym kryterium separowalnosci jest kryterium redukji
[CAGY99] ktore glosi, ze stan p jest separowalny gdy p < Trp(p ® 1) oraz p < 1 ® Try p.
Tak jak w przypadku kryterium cze$ciowej transpozycji jest powiazane z odwzorowa-
niem transpozycji tak i w tym przypadku, kryterium redukcji jest powiazane z odwzo-
rowaniem dodatnim tak zwanej redukcji ®(X) = Tr(X)1 — X. Naturalnym uog6lnie-
niem dla kryterium redukcji beda zatem stany o wiekszej liczbie Schmidta takie, ze
SN(p) <ktop < kTrpp® 1 oraz p < k1 Tr; p ktére beda powiazane uogdlnionym od-
wzorowaniem redukgcji postaci @y (X) = kTr(X)1 — X, gdzie parametr k determinuje
jego k-dodatnioé¢.

Przykiad 3.18. Niech k,n € IN beda takie, ze k < n oraz rozwazmy odwzorowanie
® : M, — M, zdefiniowane jako ®(X) = kTr(X)1 — X. Uzywajac twierdzenia o
rozkladzie Schmidta mozemy pokaza¢, ze to odwzorowanie jest k-dodatniejeslik < ni

nie (k4 1)-dodatnie. Aby zobaczy¢, ze ® nie jest (k+ 1)-dodatnie dla k < 1, rozwazmy

dziatanie tego odwzorowania na projektor na nastepujacy stan |¢p) = —— Y ¥ [i) ®

Vk+1
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i) e CHleCr

+
(s ® DY) = 7 b 1G] © @ (i) (3.71)
Lj=
k+1
- —(kmﬂ— Y lixjl @ 1) (3.72)
k i,j=1
Poniewaz operator Zf;“ll li)(j| ® |i)(j] posiada warto$¢ wtasna k + 1 odpowiadajaca
wektorowi wlasnemu |ip) to wiemy, ze (idgy1 @ ®)(|Pp)y|) ma (k— (k+1))/(k+
1) = —=1/(k + 1) jako wartos$¢ wtasna. W zwiazku z czym odwzorowanie rozszerzone

(idgr1 ® @) (|P)(¢|) nie jest okreslone dodatnio dla stanu czystego |¢)(y| wiec ® nie
jest (k + 1)-dodatnie.

Z drugiej strony pokazemy, ze odwzorowanie & jest k-dodatnie. Zauwazmy, ze z
liniowosci, wystarczy pokaza¢, ze odwzorowanie rozszerzone (idy ® @) jest dodatnie
na stanie czystym o) (v| € My ® M,,. Rozwazmy stan czysty o rozkladzie Schmidta
lp) = 1@ |a;) ® |b;). Zauwazmy, ze 1 > |b;)b;| co implikuje, ze k1 — |b;)(b;| >
(k—1) |b ><b |. Poniewaz zbiér wektoréw |b;) stanowi baze ortonormalna to mozemy
zapisaé

k
(idk X CI))(|U><U|) = Z 061'06]' |ai><a]~\ & (k <b]‘bz> 1— |bl><b]‘) (3.73)
ij=1
k
> Y (k—1)a7 [a;)a;| ® |b;)b Z wij |a;)aj| @ |bi)(bj|  (3.74)
i-1 =1
z]#J
k
=) (“:’2 |a;)(ai] @ |bi)(bi| — wjej |a;)a;| @ \bi><bj|> (3.75)
ij=1
1']7&]'
- 2 5 (e )il @ (b3l — g aiay| © i) (3.76)
i=11,j=1
i#]

— oy )| @ [by)(bi] + o [a;)oj| @ [by)by| ). B77)

Ostatnia rowno$¢ mozna zapisa¢ w postaci

k k
; Z_ (aj|a;) @ |b;) (x]-}aj>®{bj>)((xi (a;] ® (b;] — <aj‘®<b]“) >0, (3.78)
7&

co implikuje, ze P jest k-dodatnie.

Twierdzenie charakteryzujace separowalno$¢ mozemy przeformulowac w ter-
minach odwzorowan dodatnich. Wykorzystujac izomorfizm Jamiotkowskiego ktéry
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wyznacza jednoznaczna relacje miedzy liniowymi operatorami a liniowymi odwzoro-
waniami dziatajacych miedzy liniowymi operatorami.

Poniewaz kazde odwzorowanie hermitowskie mozna zapisa¢ w postaci (3.34), nie
jest wiec jasne jak odr6zni¢ odwzorowania hermitowskime a odwzorowania dodatni-
mi uzywajac samego izomorfizmu. Jedna z metod, to stowarzyszy¢ z operatorem W
liniowy funkcjonat fi (|¢)) = (p| W |¢) ktéry mozemy scharakteryzowaé w nastepu-
jacy sposob.

Twierdzenie 3.19. Odwzorowanie liniowe Aw : B(Ha) — B(Hp) jest dodatnie wtedy i
tylko wtedy gdy odpowiadajacy mu funkcjonat liniowy fy okreslony na H o & Hp jest dodatni
na wektorach produktowych.

Mozna ten wynik interpretowac tak, ze kazdemu odwzorowaniu dodatniemu od-
powiada $wiadkowi splatania. Podsumowujac powyzsze mozemy napisaé nastepuja-
ce twierdzenie ktére pojawilo sie jako pierwsze w pracy [HHH96].

Twierdzenie 3.20. Niech p € ‘H o ® Hp bedzie macierzq gestosci, jest ona separowalna wtedy
i tylko wtedy gdy
(id® A)(p) >0, (3.79)

dla wszystkich dodatnich odwzorowant A : B(Hg) — B(H ).

Dowdd. Z kazdym odwzorowaniem liniowym A : B(Hp) — B(H 4) jest stowarzyszo-
ne odwzorowanie sprzezone At : B(Hp) — B(H 4) zdefiniowane jako

Tr(AA(B)) = Tr <A+ (A)B), (3.80)

dla wszystkich operatoréw A, B. Dla odwzorowania dodatnie, jego odwzorowanie
sprzezone dalej jest dodatnie. Zalézmy, ze mamy stan p ktory jest splatany, wtedy z
Twierdzenia wynika, Ze istnieje Swiadek splatania W taki, ze Tr pW < 0. Korzy-
stajac z izomorfizmu Jamiotkowskiego oraz Twierdzenia oznacza, ze

Tr ((id @ Aw)(Py)p) = Tr ((id® Afy)(p)P+ ) <0, (3.81)

poniewaz P, jest dodatni to oznacza, ze (1 @ Af,)(p) # 0. Przeciwnie, niech A, be-
dzie odwzorowaniem dodatnim takim, ze (1 ® Af,)(p) ma ujemna wartos¢ wiasna
odpowiadajaca wektorowi wlasnemu |¢p) = A ® 1 |ip1). Wtedy dostajemy

(plid@ Aly(p) Ip) = Tr (A2 )W (A @ 1)p) <. (3.82)

Poniewaz W jest dodatnie na stanach separowalnych, to w szczegélnosci zachodzi to
tezdla (A ® 1)W(AT ® 1). W zwiazku z czym stan p musi by¢ splatany. |

Dowéd Twierdzenia[3.20luwypukla dwa wazne fakty dotyczace relacji miedzy $wiad-
kami splatania a odwzorowaniami dodatnimi. Jesli pewne dodatnie odwzorowanie
Aw jest ujemne dla stanu p to z dowodu widzimy, jak konstruowac operator A taki ze
dla lokalnej transformacji

o— (AT@1)p(A®1), (3.83)
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otrzymany stan bedzie wykrywany przez swiadka splatania W. Po drugie dla pew-
nego $wiadka splatania W odpowiadajace mu odwzorowanie dodatnie Af, zawsze
wykryje wiecej stanéw niz sam §wiadek, poniewaz wykrywa ono wszystkie stany wy-
krywane przez klase §wiadkéw (A @ 1)W(AT ® 1) dla wszystkich operatoréw A.

Przyktad 3.21. Rozwazmy $wiadka splatania danego przez operator przerzucania (ang.
swap) F. Nie trudno zauwazy¢, ze odwzorowanie stowarzyszone z tym $wiadkiem
A

splatania to odwzorowanie transpozycji T. Dla stanu separowalnego p =} ; p; ‘1/);4 X
[P} ¢P| mamy, ze (id @ T)(p) > 0 gdzie dla stanu maksymalnie splatanego nie musi
to by¢ prawda. Przypomnijmy, ze piszemy (id ® T)p = p'? i nazywamy to operacja
czeSciowej transpozycji na uktadzie B.

Swiadkow splatania mozemy podzieli¢ na klase $wiadkéw rozkladalnych oraz nie-
rozkladalnych. Méwimy, ze §wiadek splatania Ce jest rozkladalny, gdy odpowiadaja-
ce mu odwzorowanie P jest rozkladalne, analogicznie z nierozkladalno$cia. Warunek
rozkladalnosci swiadka Cey mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposoéb, swiadek Cg jest
rozkladalny wtedy i tylko wtedy gdy mozna go przedstawi¢ w postaci

Co = Cop, + Cgp,, (3.84)

gdzie Co, 1 Cop, to operatory dodatnie, czyli odwzorowania odpowiadajace tym ope-
ratorom sa catkowicie dodatnie. Zauwazmy, ze stan splatany moze by¢ wykrywany
tylko przez nierozkladalne odwzorowania lub réwnowaznie nierozkladalnego swiad-
ka splatania.

Przykiad 3.22. Niech @ : M3 — M3 bedzie zdefiniowane nastepujaco

3
D(X) =) e;iXej; + e1nXep + ex3Xesp + e31Xeqs
i=1 (3.85)
¥ +
7] 7

gdzie e;; := |i)(j|, Fjj = 3(eii + ¢j) oraz G;; = 5(e;; —ejj) dlai, j = 1,2,3. Odwzorowanie
to jest dodatnie oraz nierozkladalne.

Dodatnioé¢ wykazemy wykorzystujac fakt, ze wyznacznik odwzorowania jest do-
datnio okreslony. Odwzorowanie (3.85) dziata na macierz X = (x;;) nastepujaco

X11 + X2 —X12 —X13
O(X) = —X21 X2+ X33  —X23 : (3.86)
—X31 —X32 X33 + X11

Zdefiniujmy dodatni argument D o postaci

(3.87)

-,

Il
1
oS
QR = A
QU o
I — |
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3.3. Odwzorowania k-dodatnie jako indykatory (§wiadkowie) k-splatania

po zadziataniu odwzorowania na element D dostajemy, ze

D=

(

macierz jest dodatnia, gdy det

a+b —c —f
—c b+d —e |,
—f —e d+a

abd + cef +cef — b|f|*> — ale|* — d|c|* > 0.

5) > 0. Aby D > 0 musi by¢ spetnione

(3.88)

(3.89)

Niech t,s,r € C takie, ze |[t| < 1, |s| < 11 |r| < 1 takie, ze ¢ = Vabt, e = \/bds oraz

f = Vadr. Wtedy

det<5> > 22d + ab? + bd? + abd > 0,

(3.90)

co pokazuje, ze odwzorowanie ® jest dodatnie dla wszystkich dodatnich argumentéw.

Przypomnijmy, ze odwzorowanie jest rozkladalne wtedy gdy istnieje rozklad ® =
Dy + O, 0T, gdzie P, P, sa odwzorowaniami catkowicie dodatnimi. Dla dowolnych
liczb dodatnich a, b takich, ze ab > 1 oraz a # 1, zdefiniujmy stan p € M3 ® M3

1

P=301a+b)

1 -1 1
- a 11 - .
. bl
AR L Y Y PR
_ _ o 1. 3(1+a+0)
1 . .

. . 1 b -
1 1 - -1

(3.91)

Stan p jest PPT poniewaz p jest symetryczny ze wzgledu na czeSciowa transpozycje.

Jednak zauwazmy, ze

(id3 @ @)(po) =
[ 1+a | ~1 ]
. b1 - ~1
1 . -1 . b+1 . .
- | -1 : . 14+a - . -1 |,
. . . -1 . b+1 .
| -1 -1 . . 1+a |

nie jest dodatnio okreslona ze wzgledu na to, ze wektor wiasny (1,0,0,0,1,0,0,0, 1)T
operatora (id3 ® ®)(po) posiada warto$¢ wlasna a — 1, ktéra jest ujemna dlaa < 1.

W zwiazku z powyzszym mozemy podsumowac fakty dotyczace odwzorowan do-
datnich i odpowiadajacym ich swiadkéw splatania
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

1. Stan p € B(Ha ® Hp) jest splatany wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje Swiadek
splatania Co taki, ze Tr(Cgp) < 0.

2. Stan pjest PPT splatany, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nierozktadalny §wiadek
splatania Co taki, ze Tr(Cop) < O.

3. Stan o € S jest separowalny, jesli Tr(Cepo) > 0 dla kazdego Swiadka splatania.
4. Cop > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy @ jest odwzorowaniem catkowicie dodatnim.

5. Co jest Swiadkiem splatania wtedy i tylko wtedy, gdy & jest odwzorowaniem
dodatnim ale nie catkowicie dodatnim.

6. Co jest rozkltadalnym swiadkiem splatania wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiada-
jace mu odwzorowanie @ jest rozkladalne.

Separowalne

Rysunek 3.1: Schematyczna ilustracja zbioréw stanéw NPT, PPT oraz separowalnych.
Swiadek splatania C; jest rozktadalnym $wiadkiem splatania przez co wykrywa jedy-
nie stany NPT. C; jest nierozkladalnym $wiadkiem splatania przez co ma on mozli-
wos$¢ wykrycia stanéw PPT.

Mozna zatem wywnioskowa¢, Ze jedna z metod konstrukcji odwzorowar nierozkia-
dalnych jest poprzez warunek, aby znalez¢ stan PPT splatany dla ktérego macierz Choi
odwzorowania nierozkladalnego bytaby swiadkiem splatania [HHHO1]. Dla przykia-
du, Stermer konstruowat stany PPT HHH99, dla ktérych swiadkiem
splatania byla macierz Choi odpowiadajaca odwzorowaniu nierozkiadalnego Choi.
Istnieje wiele metod konstrukgji stanéw PPT

ktérych czes¢ pomogty zbudowac przykiady od-
wzorowan nierozktadalnych [HK04, HKPO03]. Mimo to charakteryzacja odwzo-
rowan nierozkladalnych i nawet charakteryzacja stanéw PPT wciaz nie zostaly roz-
wiazane stawiajac je jako jedne z najwazniejszych probleméw fizyki matematyczne;.
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3.4. Rozktadalnos¢ i stany PPT

3.4 Rozkladalnosé i stany PPT

W tej sekcji pracy oméwimy klasyczne wyniki ktére daly pelna charakteryzacje dla
odwzorowan dodatnich na niskowymiarowych algebrach macierzowych. Czes¢ do-
wodoéw jest zawarta w pracach [VDDO1), LCK99, EK06].

Twierdzenie 3.23 (Woronowicz, Stermer [Wor76a, Ste63]). Niech A : B(Hy) — B(Hy)
bedzie odwzorowaniem dodatnim dla n < 3. Wtedy A mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie

A=A +A0oT, (3.92)

dla A1, A\, catkowicie dodatnich.

Odwzorowaniem rozkladalnym, nazywamy odwzorowanie ktére mozna zapisac
jako sume odwzorowania catkowicie dodatniego oraz catkowicie kododatniego, czyli
odwzorowania catkowicie dodatniego ztozonego z transpozycja. Wida¢ stad od razu,
stany splatane wykrywane przez odwzorowania rozkladalne beda réwniez wykry-
wane przez sama czesciowa transpozycje. Z Twierdzenia wynika, ze wszystkie
dwu-uktadowe stany p € B(H) dla ktérych dimH < 6, dodatnio$¢ czesciowej trans-
pozycji daje warunek wystarczajacy i konieczny dla separowalnosci stanéw.

Pierwszym przykladem odwzorowania ktére byto nierozkiadalne, czyli nie dato za-
pisa¢ sie w postaci (3.92) bylo pokazane przez Choi [Cho75b, [CL77, ICho80]. Niech
Ac : B(H3) — B(H3) bedzie odwzorowaniem liniowym zdefiniowanym jako

X11 + X33 —X12 —X13
Ac(X) = —X1 X2+ X11 —X23 / (3.93)
—X31 —X32 X33 + X272

dla wszystkich macierzy X = (x;;) wymiaru 3 x 3. W oryginalnej pracy [Cho80] Choi

pokazal, ze odwzorowanie to jest dodatnie dla rzeczywistych dodatnio okreslonych
macierzy (czyli symetrycznych) ale mozna zauwazy¢, ze jest to tez prawda dla wszyst-
kich macierzy dodatnio okreslonych. Pokazemy, ze to odwzorowanie nie jest rozkla-
dalne na przykladzie Stormera [Ste82] wykorzystujac kryterium PPT dla niskowymia-
rowych algebr macierzowych [HHH99, HHHO1, DPS04a]. Zdefiniujmy liczbe z zakre-
sul0 < a <5 oraz stan

o= ;[ZPJr +aoy (5 —a)o_], (3.94)

gdzie
oy — %(|01><01| + [12)(12] + [20)(20]), (3.95)
oraz c— = Fo,F. Stan ¢ jest dodatnio okreSlony po czeSciowej transpozycji dla para-

metru 0 < a <4, dla innych zakreséw ten stan nie jest dodatnio okreslony po czescio-
wej transpozydji (ang. NPT - negative partial transpose) aczkolwiek wciaz jest splatany.
Prosta analiza pokazuje, ze (id ® Ac¢)(c) nie jest dodatnio okreslona dla 3 < a < 4
il < a < 2 poniewaz posiada wartos¢ wlasna A = (3 — «)/2. To pokazuje nam,
ze odwzorowanie Ac jest nierozkladalne mimo, ze stan ¢ jest PPT splatany dla tych

przedzialéw a. W nastepstwie pracy Choia, studiowano i zaproponowano wiele przy-
ktadéw odwzorowarn nierozktadalnych [Tom85, Wor76a) [Tan86, [IT83, Rob85a, |Osa91),
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

MMO04, LW97, LMMO06, Hal06, Ha03} (CK07]. Jednak wciaz nie ma ogélnych metod na
budowe odwzorowan nierozktadalnych. Jedna z mozliwych Sciezek aby zrozumiec le-
piej strukture odwzorowan nierozkladalnych jest bardziej abstrakcyjne podejécie przy
pomocy form kwadratowych.

Z kazdym $wiadkiem splatania W lub alternatywnie z odwzorowaniem dodatnim
Aw mozemy stowarzyszy¢ bi-hermitowska dodatnia forme

Fw (xi,yi) = (x| @ (y| W) @ |y) = (x| Aw(ly)y]) |v) = .;l Wi Xigjxxy-  (3.96)
L]k,

Zal6zmy, ze Ay ma rzeczywiste wspdtczynniki w jakie$ bazie, wtedy dla rzeczywi-
stych x;,y; forma Fy jest w literaturze nazywana rzeczywista forma bikwadratowa.
Lista zagadnieri przedstawiona przez Hilberta na miedzynarodowym kongresie ma-
tematykéw w Paryzu zawiera Problem 17, ktéry stawia pytanie czy wszystkie rzeczy-
wiste dodatnio okreélone formy mozna przedstawic jako sume kwadratéw (ang. Sum
of Squares SOS). Choi [Cho75b)| (Cho80, Ter01] pokazat, Ze nierozktadalne odwzorowa-
nia, z rzeczywistymi wspélczynnikami pozwalaja zbudowac kontrprzyklady dla form
kwadratowych, czyli pokazat, ze dodatnio okredlone formy kwadratowe nie musza sie
wyrazaé za pomoca SOS, co pokazemy w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.24. 1. Niech Fy bedzie rzeczywistq formq bikwadratowaq ktorej nie mozna
zapisaé za pomocq sum kwadratéw form liniowych, wtedy stowarzyszone odwzorowanie
Aw jest nierozktadalne.

2. Jesli odwzorowanie A jest nierozktadalne z rzeczywistymi wspdlczynnikami, wtedy Fy
nie moze by¢ wyrazone przy pomocy sum kwadratow.

Dowéd. Najpierw udowodnimy (I), zauwazmy, ze odwzorowanie rozkladalne dziata-
jace na rzeczywistych macierzach (symetrycznych) dziata jak odwzorowanie catkowi-
cie dodatnie, czyli mozemy zapisac

Aw(lyXy|) = ;Az )yl Al (3.97)

gdzie elementy macierzowe (x| A; |y) = af.]. mozemy wykorzystaé i zapisac

Fo(xi, yi) = (x| Aw(ly)yl) |x) = ;<x| Aly) (yl Al |x) = ;(aﬁjxiyj)z- (3.98)

Do drugiej czesci (2), wykorzystujac te same argumenty co w (1) wynika, ze jesli Fy
mozna wyrazi¢ za pomoca SOS wtedy odwzorowanie Ay jest rozkladalne. u

Woeczesniej pokazaliSmy przyktad odwzorowania Choia A¢ o postaci (3.93) ktére
stanowi przyklad odwzorowanie nierozkiadalnego. Stowarzyszona z tym odwzoro-
waniem rzeczywista forma kwadratowa ma postac

Fo = 2§ +yi + 33 + 3 — 2(x1xy1y2 + X2X3y2y3 + x3x1ysy1) + x7y; + x3y3 + 2301
(3.99)
Choi pokazal dodatnio$¢ tej formy kwadratowej i dodatkowo pokazal, ze nie moze
zosta¢ ona wyrazona przy pomocy sum kwadratéw [Cho75b] co dowodzi nierozkla-
dalnosci stowarzyszonego z ta forma odwzorowania.
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3.4. Rozktadalnos¢ i stany PPT

W duchu prac nad formami kwadratowymi, wykorzystujac analogiczne podejscie
jak Choi, autorzy prac [Buc22, BS20] pokazali, ze mozna konstruowa¢ nowe rodziny
odwzorowan dodatnich, ktére nie sa catkowicie dodatnich wykorzystujac metode tak
zwanego przepisywania zer. Dzieki czemu mozna konstruowac¢ nowe klasy odwzoro-
wan nierozkladalnych oraz rodziny stanéw PPT splatanych.

Poza formami kwadratowymi sa jeszcze inne, abstrakcyjne podejscia do proble-
mu separowalnosci. Przyktadem moze by¢ metoda wykorzystujaca do tego jezyk C*-
algebr badanej miedzy innymi przez Marciniaka i Majewskiego [Maj00, Maj04b, MajO4a)
MMO1].

W pracach [KMSZ17, SWZ08] pokazano, ze w ogdlnosci stozek odwzorowan do-
datnich jest znacznie wiekszy niz stozek odwzorowan catkowicie dodatnich. Z re-
lacji miedzy odwzorowaniami a operatorami, wiemy, ze stozek macierzy dodatnio
okredlonych jest wigkszy niz stozek macierzy separowalnych. W konsekwengji, stozek
zbiér wszystkich stanéw B(C™ ® C") jest wiekszy niz zbiér stanéw separowalnych
S(C™ ® C") mimo posiadania tego samego promienia (ang. inradius) [GB02] oraz tego
samego wymiaru

dim S(C" ® C") = dim B(C" @ C") = (m-n)? — 1. (3.100)

Co wiecej, do dzi$ nie posiadamy prostego opisu zbioru wypuklego stanéw separo-
walnych §. Jest to zwiazane z fundamentalnym pytaniem w mechanice kwantowej,
teorii kwantowej informacji oraz kwantowej komunikacji - okreslenie czy stan jest se-
parowalny czy splatany - ktéry jest stanowi Problem NP-trudny (ang NP-Hard pro-
blem) [Gha08]. W matematyce, odwzorowania dodatnie stanowia gtéwne narzedzie w
C*-algebrach do badania nieujemnych wielomianéw oraz sum kwadratéw [BRSS22,
BSSV21] w potaczeniu z programowaniem poétokreslonym gdzie odwzorowania do-
datnie dzialaja miedzy rzeczywistymi symetrycznymi macierzami. Naturalnym zatem
jest rozszerzenie odwzorowan dodatnich dziatajacych na lMZly "(R) do macierzy ktére
sa samosprzezone MY (dodatnio okreSlone) tak aby znalazly zastosowanie w kwan-
towej teorii informacji. Odwzorowania dodatnie dzieki pracy Horodeckich [HHH96]
znalazly szczegoblne zastosowanie jako $wiadkowie splatania dla stanéw splatanych.
Dzieki pracom Stermera i Woronowicza [Ste63, Wor76a] wiemy, ze m = n = 3 jest to
najmniejszy wymiar gdzie odwzorowanie transpozycji nie wykrywa wszystkich sta-
néw splatanych. Dodatkowo w pracy Kye [Kyel2] pokazali, ze kazde odwzorowania
2-dodatnie w wymiarach m = n = 3 sa rozkladalne co przenosi sie na fakt, ze kazdy
stan PPT splatany moze mie¢ co najwyzej liczbe Schmidta réwna dwa.

Przyktad 3.25. Swiadek splatania odpowiadajacy odwzorowaniu uogélnionego Choi z
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

przyktadu 3.8 wyglada nastepujaco

1 - | a |- =1, (3.101)

1 - . 21 .. b

Moze on wykrywac¢ klase stanéw postaci (nieunormowanych)

1. . 1. . o1
€1
€3 .
... 6;1 : ..
p(er, e,€e3) =1 - - -1 . -1, (3.102)
.. L e - .
. 63_1 }
e S . 651 .
1 - 1. . -1

gdzie stan ten jest PPT dla dowolnych €1, €2,€3 > 0. W przypadku gdy €1 = e = €3 =
1 to jest separowalny [Hor97], oraz przykladowo dla €; = €2 = 1 # €3 jest splatany.

Widzimy zatem, ze odwzorowania dodatnie ktére nie sa catkowicie dodatnie sta-
nowia uniwersalne narzedzie do badania separowalnoéci stanéw poprzez réznego ro-
dzaju kryteria, czy to dla nizszych wymiaréw PPT czy bardziej uniwersalne $wiadka
splatania. Dodatkowo dzieki badaniu struktury odwzorowarn dodatnich jesteSmy w
stanie powiedziec¢ co$ o strukturze splatania [Kyel2]. Istnieje wiele kryteriéw badania
splatania, tak jak kryterium realignmentu [Rud02, CW02], uogélnionego realignmentu
[ACF03|ZZZG07], kryterium obrazu [Hor97] czy kryterium oparte o PPT symetryczne
rozszerzanie stanu kwantowego [DPS04b| [DPS02].

Przyktad 3.26. Rozwazmy stan maksymalnie splatany |¢4) = \/LH Y iy @ i)g 2

przestrzeni C? @ C*, kryterium uogdlnionego realignmentu orzeka, Ze stan jest sepa-
rowalny jesli spetnione jest ponizsza nier6wnos¢

IR(pas +upa ®pp)lly — /(1 +uTepd)(1+uTrp}) <0, (3.103)

gdzie p4 i pp to zredukowane macierze gestosci stanu p op oraz —1 < u < 1. Wstawia-
jac za stan p op stan maksymalnie splatany otrzymamy wynik d — 1 co $wiadczy o tym,
ze faktycznie jest to stan splatany.

3.5 Znane konstrukcje

W tym dziale przedstawimy pewne znane klasy odwzorowar dodatnich, ich konstruk-
cje oraz przyklady a takze przedyskutujemy dokladnie dwie znane konstrukcje od-
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wzorowan dodatnich ktére stanowia silna motywacje do wynikéw przedstawionych
w rozdziale

3.5.1 Konstrukcja Toshiyuki Takasaki i Jun Tomiyama

W tym rozdziale pracy przyjrzymy sie doktadnie konstrukcji odwzorowan k-dodatnich
zaproponowanych przez Toshiyuki Takahaskiego oraz Jun Tomiyame [TT83] ktérych
to metoda dowodzenia k-dodatnioéci odwzorowania bedzie jedna z motywacji dla tej
pracy. Wykorzystamy fakt, ze k-dodatnios¢ odwzorowania 7 jest rownowazna dodat-
nio$ci

¢l(1®P)C(1® P)S) >0, (3.104)

dla P bedacego projektorem takim, ze Tr P = k.

Niech {|e;) } bedzie baza w C" natomiast niech {|f;)} jest baza w C™ gdzie m < n.
Maksymalnie splatany wektor zlozony z wektorow bazowych C" ® C™ bedzie miat
postac |4 ) = \/L% Y"1 |ei) ® |fi) oraz niech Py = |¢) (¢ | bedzie projektorem rzutu-
jacym na |4 ). Rozwazmy odwzorowanie liniowe 7 : M,, = M,, dla ktérego macierz
Choi jest postaci Cr = a — APy, gdzie A > 0,C; € B(C" ®C") oraz a € B((1,, —
Py)(C"®C")) = (1, — Py)B(C™ @ C")(1,, — Py) jest dodatnia odwracalna macierza
w podalgebrze (1, ® Py)M,, (1, @ Py).

Zauwazmy, ze zgodnie z Twierdzeniem
€l(1®P)C(1®P)g) = (1®P)|(1®P)C(1®P)(1®P);)  (3.105)

= ((1®P)|(1® P)C:(1® P)T) (3.106)
(Z|C2), (3.107)

dla wektora |§) = (1 ® P)|{) gdzie |{) € Hm ® Hy, oraz projektora P, takiego, ze
Tr{P} = k.

Lemat 3.27. Dia projektoréw Py, P, dziatajacych na H

|PLP>Py|| = || P2y Py . (3.108)
Dowéd. Zauwazmy, ze
IPPoPy | = || PLPa(PyPy) | = (PP2)P, (3.109)
oraz
IPPuBs|| = | PPy (PP = [1(PaPY) P (3.110)
Dla kazdego projektora mamy, ze P spetnia ||P?|| = ||P*?|| = ||P 12, stad
H(Plpz)zH = H(P1P2)+2H = H(Pzpl)zH- (3.111)
|
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Twierdzenie 3.28. Odwzorowanie Cr jest k-dodatnie jesli a > k)‘ (1 — Py) i nie jest k-
dodatnie jesli ||a|| < KA dla (1 <k <m—1).

Dowdd. Niech P bedzie projektorem w M, takim, ze Tr P = k oraz niech P jest 1-
wymiarowym projektorem postaci Py = % 2?,1]':1 eij @ fij = 5 L ] 1lei) <e]| ® |fi) { f]‘
w algebrze M, ® M,, ~ M,,,(IM,,). Obliczmy nastepujace wyrazeme

I(T@P)R(L@P)[| = [[Po(1®P)R (3.112)
= | L @emaerwen| 613
i,jk,]=1
= % Z ei]-ekl®fi]-Pfkl (3.114)
ij,k1=1
= % ell®2 fiiPfii (3.115)
il=1
1
= — ezz®2\fz (fil P1f) Al (3.116)
i,l=1
1 m m
= |2 filPfy) 2 e @ fa (3.117)
=1 jl=1
1 m
= ;];mwm 1P| (3.118)
< lyp_ X (3.119)
m m

Zatézmy, ze a > A (1 — Py) i wezmy wektor jednostkowy |&) € (1 ® P)Hu @ Hy,
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3.5. Znane konstrukcje

wtedy
EePCePE) = = (El@—AR))
= (&lag) A (E1Pod)
> (1 - P2 — A (gIRuE)
= A Geln - g — A el
kA

(@)
1
kA

= 2T (€|Pog) — A (E|Pog)

kA kA

_ %j?—%ﬂﬂﬁ>;;j§+A>

= e (A AR
_ %—(CH’oC) kaAT;:Ak>
_ mkfk—mm_)tk (¢IPog)

L O

)

(3.120)
(3.121)

(3.122)

(3.123)

— L (elR) — A (EIRE) (3129

(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

Zatézmy nastepnie, ze [|a| < -*2.. Wybierzmy dodatnia liczbe taka, ze 24 —e > ||a.
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

Niech |¢) bedzie wektorem jednostkowym takim jak wyzej, wtedy

ClL@P)C (1@ P)E) = (C|(a—AR)S)
= (Zlag) — A (Z|Rog)

("—A - ) (&|PoZ) — A (€|Poc)

m—k

IN

_ <;§§%_e><1_<qa@»-—A@u%®

= e T eme) e @md) — A (glRod)

-
= e @R %“ﬁ”)
_ e gme _"”e(m,;f)kwm_k)>
- B me _k”em,;fkk+Am+Ak)
- R e b) .

Poniewaz tutaj wybieramy wektor |¢) taki, zeby (&|Po&) = £, przez co ostatni czton

powyzszego ciagu rOwnosci staje sie postaci —e + %e <0. u

Zauwazmy, ze odwzorowania 2-dodatnie otrzymane w ten sposéb sa rozkladalne,
poniewaz

C: = a—AD (3.131)
2A
> —_ — .
> 2(]1 Py) — AP, (3.132)
2A 2A
2 m
— /\(m_z]l— m_2P0> (3.134)
= L(zn — mPy) (3.135)
 om=2 0 '
- A qg1-mpy) (3.136)
 om=2 0 '
A
= ——(Cp +Con,), (3.137)
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3.5. Znane konstrukcje

gdzie operator Cy, = 1 — mP jest okreslony dodatnio czyli odpowiadajacy odwzoro-
waniu catkowicie dodatniemu oraz Cp; = 1 jest kododatni i odpowiada odwzorowa-
niu catkowicie kododatniemu.

3.5.2 Konstrukcja Chrusciniski i Kossakowski

W tej czesSci pracy skupimy sie na bardzo istotnej konstrukcji odwzorowan k-dodatnich
zaproponowana przez Chruscifiskiego-Kossakowskiego [CK09] oparta o rodzine spek-
tralnych warunkéw ktéra stanowi pewna generalizacje przyktadu odwzorowania Choi
ktore jest dodatnie a nie jest calkowicie dodatnie [Cho75b]. Zwr6éémy uwage, ze kla-

sa odwzorowan tutaj zaproponowana jest typu D, gdzie w pracy [HLPT12] podano
swojq charakteryzacje k-dodatniosci tej klasy odwzorowarn a w pracy [SS12] podano
charakteryzacje wzgledem normy macierzy Choi tego odwzorowania.

Niech przestrzerr Hilberta sklada sie z dwéch poduktadow H = H4 ® Hp gdzie
zbiér wektoréw {|e;)}, dlai =1,...,d 4 jest baza w H 4 oraz {‘f]>}, dlaj=1,...,dp
sa wektorami bazowymi w Hp. Rozwazmy wektor na przestrzeni Hilberta H postaci

dy dp

D) =Y ) dijle) @ |f;), (3.138)

i=1j=1

gdzie ¢;; sa to w ogblnosci zespolone wspotezynniki. Wprowadzmy odwzorowanie
F : H o — Hp nastepujacej postaci

dp
Fle) = g% |fu) - (3.139)

]

Korzystajac z (3.139) mozemy przedstawié (3.138) w postaci
da
D) =) |e)) @F e;). (3.140)
i=1

Aby wektor postaci (3.140) byt unormowany, musi zachodzi¢

da

(@) = Y ((e] ©@F (ei])(|ej) ® F |e;) (3.141)
ij=1
da

= ) (ele) @ F'les) (¢j| F (3.142)
ij=1

dy dp

= Y Y (eile) @ ohpip (ful f5) (3.143)

i=1a,p=1
da dp

= Y Y gl =1 (3.144)

i=1a=1
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

czyli dostajemy warunek, ze

Tr (PP* ) —1. (3.145)

Zatem mozemy zbudowac operator rzutu postaci

da
P=Y |eXej| ®F|ei)e| F'. (3.146)
ij=1

Twierdzenie 3.29. Rozwazmy wektor |Q) = 1 ® p, gdzie p jest projektorem takim, Ze
Te{p} = k, wtedy zachodzi nastepujaca réwnosé

(L ®p)P(L@p)| = Tr<pFF+). (3.147)

Dowéd. Zacznijmy od lewej strony réwnania (3.147) i skorzystajmy z faktu (3.27)

[(Tep)P(Lep)] = [P(L@p)P|

da

= | ; 1(\€i><€j\ ® F le;) (ej| F)(1 @ p)(lex)er| @ F lex) (er| FT)

l,], A=
da

— Y leiXej| lex)ei| ® F |e;) (e;| F*pF |ex) (e)| FT
i,j,kl:l

- Z le;) el|®ZF|el <e]‘F+pF}e]> (e/| F*
i,l=1 j=1

d

_ <e]‘F+pFe]> 2 le;)e1| @ F le;) (eg] FF
j= jl=1

da

— Z<e]‘F+pPe]> 1P|
= Tr(pFF").

Zwréémy uwage, ze jeSli F = V /\/d 4, gdzie V jest izometria taka, Ze vVt = Lg,,
wtedy P jest maksymalnie splatanym stanem postaci

da
_ di Z leiXe;| @ V |eiXej| V' (3.148)

Wstawiajac (3.148) do ostatniej réwnosci dowodu Twierdzenia widzimy, ze
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3.5. Znane konstrukcje

Tr(;aPF*) = diTr(pVV*) (3.149)
A
= iTrp (3.150)
da
k 2
= —=|F} (3.151)
A

W ostatniej réwnosci wykorzystaliSmy ponizszy ciag rownosci

2 t
ally = m ala), = m T ( aa > 3.152
lall = max, {ala), = max Tr(p (3.152)

Rozwazmy odwzorowanie postaci ¢(a) = 1 Tra — AFaF", ktérego macierz Choi jest
postaci
Cp = al — AP. (3.153)

Twierdzenie 3.30. Odwzorowanie ¢ ktérego macierz Choi jest postaci (3.153) jest k-dodatnie,
jeslia > A(1 — P), gdzie A > 0.

Dowéd. Chcac zbadaé k-dodatnio$¢ odwzorowania ¢ musimy sprawdzi¢, czy (1 ®
p)Co(l®p) > 0, gdzie Trp = k. Zatem, wezmy wektor [) € (1 ® p)(C" ®C") i
obliczmy nastepujace wyrazenie

(lrep)Cp(t@p)e) = (El(a—AP)E) (3.154)
> A(Z|(L—P)E) — A(Z|PE) (3.155)
= A= A(|PE) —A(Z|PE) (3.156)
= A—(A+A)(E|PE) (3.157)
= A—(A+MN)|F| (3.158)

Aby odwzorowanie ¢ bylo k-dodatnie to z Twierdzenia wynika, ze A — (A +

A)||E||7 > 0, zatem musi zachodzi¢

Al|E||?
> MIFl (3.159)
1—[|F|l;

2
Czyli dostaliémy odwzorowanie k-dodatnie z warunkiem, ze a > %(1 — D).
- k

Sprawdzmy, czy tak uzyskane odwzorowanie ¢ jest rozkladalne.
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Rozdziat 3. Klasy odwzorowan dodatnich

Al|E|?
1-AP > 1”_ ‘(lsk (1—P)— AP (3.160)
F|? F|i;
_ A( 1Py ( IFl _|_1>p> (3.161)
1 — ||Fly 1= [ Flli
F|? 1
_ A( IF I 1 2p> (3.162)
T 1 (R
A||F|? 1
_ ||_||k2 (1 N p) (3.163)
1— || F|I? [Raip
A||F|?
_ A I|k2 1 i (di]l _p>' (3.164)
1—|[Flle Il \4a

Poniewaz interesuja nas jedynie odwzorowania 2-dodatnie, wtedy

AIEZ 1 /2
toap = M ”22 2<d—]l—P> (3.165)
1—|IF|l3 [|Fl[3 éa
A||E|3
— ”22 12 (21— P) (3.166)
1—|[F[[3 [[Fll2d
AIEIZ 1
— ”22 s—(1+1—P) (3.167)
1—|IFll3 [Fll2da
AIEIZ 1
_ A ”22 +—(Cp, + Cpr,)- (3.168)
L—[[FIIZ[Fl2da ~~ ~~
cp koCP

Zatem uzyskane w ten sposob odwzorowania sa rozkladalne.

W pracy [CK09] rozwazany jest przyklad odwzorowania ¢, : M; — M, ktére jest
pewna generalizacja odwzorowania Choi, mianowicie

Pa(X) :=Tr(X)1 — A fj F.XE], (3.169)

a=1

dla ktérego odpowiadajaca macierz Choi ma posta¢ Cy, = 1 — AP, gdzie P to pro-
jektor postaci (3.148). Odwzorowanie (3.169) jest k-dodatnie wtedy gdy spetniona jest
nierownos¢

A< 1 (3.170)

_— fk 7
gdzie fy = Y | F ||i przy zalozeniu, ze fy < 1. Wida¢ zatem, ze dostajemy pewna
rodzine odwzorowan k-dodatnich, mozna wiec zada¢ pytanie, czy da sie w ten sposéb
zbudowac takie odwzorowanie ¢, ktére posiada dwie ujemne wartosci wlasne A i A;.
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3.5. Znane konstrukcje

Rozwazmy odwzorowanie ¢ : M3 — My gdzie macierz Choi tego odwzorowania
jest postaci Cy = a — APy — A, P, gdzie P; sa to projektory 1-wymiarowe postaci P; =

Z?,j:l ejj @ FieijF;f oraz F; : C3 — C*. Sprawdzmy, czy C, jest k-dodatnie, uzywajac
Twierdzenia [3.301

(|1 & P)Cp(L & P)E) (¢l(a — AP — A2 P2)E) (3.171)

> A1 = P)E) — A1 (CIP1G) — A2 (G[P2G) (3.172)
A —A(Z|PE) — A1 (C|P1g) — A2 (G| P28)  (3.173)

= A—(A+ MR- (A+)El;  (G174)

Aby odwzorowanie byto dodatnie musi zatem zachodzi¢ tak jak wczesniej
A=A+ M)A - (A+2)|R; > 0 (3.175)

co wiecej, autorzy [CK09] zaktadaja, ze Y2, || Fi||3 < 1 w zwiazku z czym jesli odwzo-

rowanie to bedzie k-dodatnie jesli bedzie zachodzi¢ A | + A, < ZZ—IIFH
1

Przyktad 3.31. Zal6zmy odwzorowanie postaci ¢ : M3 — My gdzie macierz Choi
tego odwzorowania jest postaci Cy = a — APy — AP, gdzie P; sa to projektory 1-
wymiarowe postaci M3(IMy) > P; = |&;) (Ci| z tym, ze Tr P = Tr(Py + P,) = 2. Dodat-
kowo zaiozmy, ze wektory |¢;) sa zdefiniowane nastepujaco |¢1) = 7 Ly?3 e ®If),

[82) = X1 5 lei) @ [fir1). Poniewaz ||(1 @ p)P(1 @ p)|| = § widzimy, ze
2 2
A= (A+ M) GIPG) — (A+A2) (G]PG) = A= (A+M)z—(A+A2)7
4 2
- A — §A — g(/\l +)\2),
czyli dostajemy, ze
a2 40, (3.176)

3 73
Widzimy zatem, ze ta metoda nie otrzymamy odwzorowania 2-dodatniego dla od-
wzorowania, ktérego macierz Choi jest postaci Cy = a — APy — A P,.
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Rozdzial 4

Konstrukcja odwzorowan k-dodatnich

W tej czesci pracy przedstawimy gléwny wynik tej pracy przedstawiajacy metode cha-
rakteryzacji odwzorowan ze wzgledu na nieujemny parametr y; ktérego wartos¢ be-
dzie determinowala k-dodatnio$¢ odwzorowania.

4.1 Odwzorowania dodatnie i ich przedstawienie

W [Ste10, JK10] pokazano, ze z kazdym odwzorowaniem dodatnim & : M,, — M,
mozemy stowarzyszy¢ nowe odwzorowanie ¥ : M, — M, o szczegdlnej postaci

¥(X) = Tr(X)1, — ¥ep, (4.1)

gdzie ¥ cp jest odwzorowaniem catkowicie dodatnim stowarzyszonym z odwzorowa-
niem ®. Odwzorowania w postaci (4.1) sa scharakteryzowane przy pomocy nastepu-
jacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.1 (Stermer). Niech ® : M,, — M,, bedzie odwzorowaniem liniowym, wtedy

1. P jest k-dodatnie wtedy i tylko wtedy gdy Sup|.cgr |x)) < x| =1 (X| C¥cp [¥) < 1.

2. Niech k < min{m,n} i istnieje wektor jednostkowy |y) = Y5, |x;) @ |y;) z SR(|y))
taki, ze ly) L Coly) € X ®Y, gdzie X = span(|x;)) = C™, Y = span(|y;)) = C".
Wtedy ® nie jest (k + 1)-dodatnie.

Przyktad 4.2. Rozwazmy odwzorowanie Choi ¢ € B(B(C?), B(C?)) [Cho75b]. Zde-
finiyjmy wektor |y) = |x) ® |x), gdzie |x) = %(1, 1,1) € C3, wtedy widzimy, ze
(Coyly) = (Cropyly) = 0, gdzie Crop = (id ® T)Cy. Zauwazmy dodatkowo, ze
Cyly) # 0 # Crogp |y). Wykorzystujac Twierdzenie stwierdzamy zatem, ze od-
wzorowanie ¢ oraz T o ¢ nie sa 2-dodatnie co oznacza, ze ¢ nie jest dodatnie oraz nie
jest 2-kododatnie.

Twierdzenia jest szczegdlnie wazne z punktu widzenia tej pracy, poniewaz
zaprezentowana przez nas metoda badania k-dodatnio$ci odwzorowan, wykorzystuje
fakt, ze kazde odwzorowanie dodatnie mozna przedstawi¢ w postaci (4.1)). Idac dalej,
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4.1. Odwzorowania dodatnie i ich przedstawienie

wiemy, ze kazde odwzorowanie catkowicie dodatnie ma swoja reprezentacje Choia-
Krausa-Stinespringa. Z wynikéw pracy [TT83] wiemy, ze sprawdzanie k-dodatniosci
jest rownowazne ze sprawdzeniem réwnosci (3.104). Co wiecej, jesli zmodyfikujemy
odwzorowanie o postaci dokfadajac nieujemny parametr y € R w nastepujacy
sposob

¥,(X) = pTe(X) 1y — ¥ep, (4.2)

to warunek (I) z Twierdzenia zmieni sie. Odwzorowanie ¥, bedzie k-dodatnie
wtedy i tylko wtedy gdy

sup (x| Cygp |x) < g (4.3)
|x) €SR(|x)) <k [|x[|=1

Przyktad 4.3. Rozwazmy uogdlnione odwzorowanie Choi ¢4, 4, 4,] € B (B(C?), B(C?))
[CKLI2] z przyktadu B.8]i zatozmy, Ze parametry aj, ay, a3 spelniaja nieréwnosci ktére
gwarantuja, ze odwzorowanie to jest dodatnie. Wtedy w zwiazku z powyzszym mo-
zemy je zapisa¢ w postaci

Play,ar,a5) 7 P = ATr —pcp, (4.4)
dla X = (x;;) € M3, gdzie A € R oraz odwzorowanie {cp jest postaci

3

3
pep(X) = diag (Ao Y xii—

ajxj+k,j—|—k> + X, (4.5)
i=1 =1

k=0,1,2

gdzie parametr A jest tak dobrany, aby odwzorowanie to bylo catkowicie dodatnie.
Nowe odwzorowanie 1 ma zatem postac

P =Tr—ycp = ¢[a1,a2,a3] — (/\0 — /\) Tr, (4.6)

gdzie A > A. Dla odpowiedniego A¢ gwarantujacego catkowita dodatnio$¢ odwzoro-
wania pcp mozemy znalez¢ operatory Krausa

10
pep(X) = Y KiXK], (4.7)
i=1

gdzie operatory Krausa sa zdefiniowane nastepujaco

Ko = 13, (4.8)
Ki = /Ao —ai |e)e;| dlai=1,2,3, (4.9)
Ki = /Ao —az |e;)eiy1| dlai=4,5,6, (4.10)
Ki = /Ao — a3 |e;)eiyn| dlai=7,8,9, (4.11)

gdzie dla operatoréw ‘ei><ei+j| € M3 gdzie sumowanie po indeksie j rozumiemy, jako
mod 3.
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Rozdziat 4. Konstrukcja odwzorowan k-dodatnich

Przykiad 4.4. Rozwazmy odwzorowanie Millera-Olkiewicza zaproponowane w pracy
MO14].

1 1
X111 X12 X13 3 (x11 + x22) 0 7513
¢ = 1 1
a1 Y - 0 3 (x11 + x22) V2732 (4.12)

1 1

Jest to przyktad odwzorowania dodatniego nierozkladalnego co wiecej jest ono ekspo-
nowane w stozku odwzorowan dodatnich. Odwzorowanie (4.12) mozemy przepisaé

w postaci ¢, = ATr —pcp gdzie Ycp(X) = Y2, K;XK! posiada nastepujacy rozkiad

na operatory Krausa
/ 1
K1 = )\0 — E — \/E |€1><€1‘ ’ (413)

Ko =\ Ao — 5 ler)feal, (414)
Ks = /A0~ 3 lealer], (4.15)
Ky = \/AO — 273 —\V2|ex)ea|, (4.16)
Ks = \/Ag |e1)(es], (4.17)
Ko = /Ao — 272 |ea){e3], (4.18)
K7 =\/Ao — 1= v2les)es|, (4.19)
Kg = 27113, (4.20)
Ko =21 (|e1><e1\ - |e2><e2\), (4.21)
Kio = 273 ([ea)ea] — lea)es] ), (4.22)
Kuz = 275 (lea)es| + [es)eal ), (4.23)
Ky = \/ Ay — 2_% |€3><€2’ , (4.24)
Kiz = /Ag |es)er]| - (4.25)

Parametr Ay dobierany jest tak, aby pierwiastki z operatoréw Krausa byly nieujemne.
Zauwazmy, ze odzyskujemy oryginalne odwzorowanie ¢ Millera-Olkiewicza dla A =
Ap. Odwzorowanie zaczyna by¢ 2-dodatnie i catkowicie dodatnie dla parametru A +

4. Aby to zweryfikowa¢, zat6zmy, ze Y € M, (IM3) bedzie nastepujacej postaci

Y= |—— —| >0. (4.26)
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4.2. Charakteryzacja odwzorowan

Zgodnie z definicja 2-dodatnio$ci

¢\ = (pr @ida)(Y) 4.27)
. .
A . : ) g
_ | paless) pales2) | | - - THA] - : .
“lgalen) dalen) |~ | - - [tir - - |r @
- - 3 tA
|- CA ]

V2

macierz ta jest dodatnio okreélona, gdy A > 4 zatem dla A < %= odwzorowanie

¢, nie jest 2-dodatnie. Natomiast catkowita dodatnio$¢ udowodnimy wykorzystujac
macierz Choi odwzorowania ¢,

- 5
2 tA 2
Tya :
. t .
. . . %+/\ . . . . .
1
Copr=| - S A R PR £
. £l \72
N
: 2 t
| 2 C 142

Minor zewnetrzny (% +A)(1+A)— % = A2+ %)\ > 0dlaA > 0oraz drugi wewnetrzny

minor A% — % > 0dlaA > @ Zatem dla t > 4 macierz Choi Cyp, jest dodatnio
okredlona czyli ¢, jest catkowicie dodatnie.

4.2 Charakteryzacja odwzorowan

Zmotywowani przez prace [CK09, [TT83, Stel0] przedstawimy metode weryfikacji k-
dodatnio$ci przy uzyciu parametru y. dla wszystkich odwzorowan dodatnich postaci
uTr —ycp, gdzie wymagamy tylko, aby odwzorowanie catkowicie dodatnie icp byto
zapisane w reprezentacji CKS z operatorami Krausa.

Niech m,n € IN, zdefiniujmy operator liniowy K, : C" — C", a« = 1,2,...,N,
posiadajacy wlasnos¢ ortogonalnosci Tr(KiK/;) = 0 dla « # B. Dla zadanego systemu
operatorowego K, rozwazmy jednoparametrowa rodzine odwzorowan liniowych ®,, :
M,, — M, ktora jest og6lnej postaci

N
Qu(X) = pTr(X)1, — Y KuXK], (4.30)
a=1

gdzie X € IM,, oraz u jest dowolna liczba dodatnia.
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Rozdziat 4. Konstrukcja odwzorowan k-dodatnich

Naszym celem bedzie zbadanie zakresu liczby u tak aby odwzorowanie @, byto
k-dodatnie dla k € IN. Zauwazmy, ze macierz Choi C, odpowiadajaca odwzorowaniu
®,, ma posta¢ C;, = pul, ® 1, — C, gdzie

m N

C= Y e;® Y KuejiK] (4.31)
i,j=1 a=1

Zdefiniujmy parametr

e = sup{[| (T ® Q)C(Ln ® Q)| : Q € Proj(C")}, (4.32)
gdzie Proji(C") oznacza n-wymiarowy projektor rzedu k.

Stwierdzenie 4.5. Odwzorowanie ®,, zdefiniowane w réwnaniu (4.30) jest k-dodatnie wtedy
i tylko wtedy, gdy u > .

Dowéd. Zalézmy, ze u > . Wtedy zgodnie z [TT83] Prop. 1.1] wystarczy pokazag,
ze (1, ® Q)Ca(1 ® Q) jest dodatnie dla kazdego Q € Proj, (C"). Niech wektor |{) €
C" ® C" bedzie unormowany, czyli ||| = 1. Zat6zmy dodatkowo, ze ) € (1, ®
Q)(C™ ® C"). Wtedy

(&](Ln ® Q)Cu(L ® Q)E) = (4.33)
= pl|(Ln ® Q)& — (&](Ln ® Q)C(L ® Q)E) (4.34)
> e~ |(1n ® Q)C(1,, ® Q)|]) >0, (4.35)

gdzie ostatnia réwnoéc¢ dostaliémy z réwnosci (4.32). Czyli dostaliémy, ze odwzorowa-
nie jest k-dodatnie.

Zal6zmy teraz odwrotnie, ze y < k. Z definicji o supremum wynika wtedy, ze
istnieje projektor Q € Proj, (C") oraz wektor jednostkowy [&) € (1, ® Q)(C™ ® C")

takie, ze zachodzi y < (C| (1 ® Q)Cu(1m ® Q) |¢). W zwiazku z czym mozemy dalej
napisac

(¢ (Tm ® Q)Cu(]lm ®Q) %) = (4.36)
= p=(lIn©QC(1n®Q)¢) <0 (4.37)
co pokazuje, ze odwzorowanie ®, nie jest k-dodatnie. u

Mozemy teraz sformutowaé nasze gléwne twierdzenie, ktére okresla dolna granice
parametru y dla ktérego odwzorowanie @, jest k-dodatnie.

Twierdzenie 4.6. Zatézmy, ze @, : M, — M, jest postaci . Jest ono k-dodatnie, wtedy
) (4.38)

i tylko wtedy, gdy
N N T
a=1 g=1 )

gdzie supremum jest liczone po wszystkich wektorach |) = ({1,0a,...,{n)T € CN takich,
ze ||C|| = 1 oraz ||| (k) 0znacza k-tq norme Ky-Fana.

H = sup
4
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4.2. Charakteryzacja odwzorowan

Dowdd. Pokazemy, ze parametr py zdefiniowane w (4.32) jest rowny prawej strony
rownania (4.38). Zdefiniujmy operator C = Z%:l eij ® 25:1 Kae,-]-Kl' e M, @M, C
M, ® My ® M, ~ M, ® My (IM,,) gdzie mamy na mysli nastepujace wlozenie

Y 0 0
XeY—=Xxe| . . . . ]. (4.39)

Zauwazmy, ze tak zdefiniowane wiozenie jest izometria. Zdefiniujmy jeszcze K, e;;

oraz Q jako

Vo i -0 Vr
K = ? ? ? , (4.40)
00 - 0
eij 0 0
ejj=lIn®e; = 0 v ? , (4.41)
0 0 - e
Q0 - 0
Q=1y®Q= ? Q (:) . (4.42)
00 - Q

Tak jak wczesniej, policzmy teraz norme operatora C, obtozonego przez (1 ® Q), za-
tem

(1 © Q)Cpu(1m ® Q)| = (4.43)
= |(1n®Q) ( Y e ® Z KqeiiK > 1y ® Q) H (4.44)
i,j=1
- Z eij @ Z QKanK*Q‘ (4.45)
ij=1
Yh—0 QKueiKEQ 0 0
m 0 0O --- 0
= Z eij ® : S (4.46)
e 0 0 - 0
= | T ¢ @ OKe;K'OQ (4.47)
i,j=1
= m||(Ly ® QK) ( Z i ®e1]> (]1m ®K*Q) H (4.48)
i,j=1
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Zauwazmy, ze operator w srodkowym nawiasie jest projektorem, w zwiazku z czym

[(Lm ® Q)C(Lm ® Q)| = (4.49)
( Z eij & ezj) (]lm ® K+QK> ( 2 eij ® el]>

ij=1 i,j=1

' (4.50)

Zdefiniujmy sobie system macierzy{/z}Y g1 Zyjacy w My (C). Zauwazmy, ze defi-
niujac operatory bazowe rozszerzone w nastepujacy sposéb e;; = Iy ® e;;, rowniez
stanowia baze macierzowa, w zwiazku z czym

(1 ® Q)C(1m ® Q)| =
1 & al 1 &
= m — Zei]-@]lN@eij Z 1m®haﬁ®KIQKﬁ — Zei]'@)]l]\]@eij
iz a,p=1 =1

1 m N +
= m||—n Z Y e ® hap © Tr(KIQKp ey
i=1a,p=1

1 )
= I Lejoey (nm ® <Tr KQQK/;LI!S ® ]1m)

‘ (4.51)

~ |[(mrtexs) . 45

Powyzsza macierz (Tr{Kl QKg } )a,p=1,...,N jest samosprzezonym elementem w My (C).
Ostatnia rowno$¢ pomiedzy a otrzymaliSmy poniewaz pierwszy i drugi
wyraz w zyja odpowiednio na M, ® Iy ® My, i 1,, ® My ® 1,, oraz norma na
produkcie tensorowym operatoréw spetnia tak zwany, cross-norm. Zauwazmy dalej,
ze Tr(K}QKg) = Tr(KIQQ'Kg) = Tr(QKgK;Q) dla kazdego a, . Wiec

N
H(TrQKﬁKlQ>MH - sup{ Y ZulpTr QKsKIQ

10 = (G- on)T e, g < 1}

o(Lam) (L) o))

W konicu, zgodnie z réwnaniem dostajemy, ze
N N t
pe =  sup  sup|Tr <Q (Z CﬁKﬁ> (Z CaKa Q) (4.53)
QeProj (C") ¢ p=1 a=1

N N T

Tr (Q <Z C/SK/S> (Z Cthoc> Q) (4.54)
B=1 a=1
N N t
() (£0)
g=1 =1

= sup sup

= sup (4.55)

(k)
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4.3. Jednoparametrowa rodzina odwzorowan ®,

Co koriczy dowdd. u

Stwierdzenie 4.7. Jesli m,n € IN sq takie, ze 2 < m < n to wtedy ux < gy dla k =
1,... m—1.

Dowdd. Rozwazmy wektor |{) € CN zdefiniowany jako V(7)) = Y2, Z4V,. Na po-
czatek pokazemy, ze ||V(C)V(C)+||(k) < ||V(C)V(C)+||(k+1) dlak=1,2,...,m—1, gdy

Cp—g, jeSlil<p—g<N

vpg(0) = . . (4.56)
0, W przeciwny razie.

Niech& = min{a € {1,...,N} : {4 # 0}. Wtedy podmacierz (v,4({))a+1<p<a+m;1<qg<m
wymiaru m X m ma dolno-tréjkatna postac

z 0 -+ 0
e 0
SR (4.57)
Ca O
i * *  Ca |

Wynika stad, ze V() ma rzad m, co w konsekwendji oznacza, ze macierz V(J)V ()"
tez ma rzad m. To oznacza, ze macierz V (Z)V({)' posiada m écisle dodatnich wartoéci

wlasnych co prowadzi do silnej nieréwnos$ci miedzy normami Ky-Fana.

Zal6zmy teraz, ze py = pg41 dla pewnegok =1,...,m — 1. Niech |{) € CV bedzie
wektorem jednostkowym takim, ze p = [|[V(Z)V(Z)*| (4. Istnienie takiego wektora
wynika ze zwartoéci zbioréw wszystkich wektoréw jednostkowych zyjacych na CV.
Stad wynika, ze i1 = i = VIOV llgy < VOV s, co prowadzi do
sprzecznosci, poniewaz py, 1 jest zdefiniowane jako supremum k + 1 normy Ky-Fana
po wszystkich wektorach jednostkowych |7). |

4.3 Jednoparametrowa rodzina odwzorowan @,

Rozwazmy odwzorowanie @, : My, — M,;, postaci
r
@, (X) = uTe(X)1, — Y VuXVy, (4.58)
a=0

gdzie V : C" — C" jest izometria postaci Vy |e;) = |fi+n) dla wektoréw bazowych w
le;) € C™ oraz |f;) € C" odpowiednio.

Stwierdzenie 4.8. Odwzorowanie @, : My, — M, dla n > m postaci (4.58) jest k-dodatnie
i rozktadalne, jesliy > y > r+1dlar =n —m.
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Rozdziat 4. Konstrukcja odwzorowan k-dodatnich

Dowéd. Z Propozydji wiemy, ze odwzorowanie @, jest k-dodatnie wtedy i tylko
wtedy, gdy y > py. Zatem

> el @1, — C (4.60)
>(r4+1)1,®1,—-C (4.61)
r
=Y (2 1,-C), (4.62)
a=0

gdzie Co = }ji_q¢; ® VyeijVi. Operator (1, ® 1, — Cy)T jest dodatnio okreslona dla

wszystkich &, co wiecej Y (1 ® 1, — Cy) jest dodatnio okreslony. Mozemy zatem
napisa¢, rozktad C;, na czes¢ catkowicie dodatnia i catkowicie kododatnia

Cu = (Wﬂm @01y =C) = i (L @1y — Ca)) + i (L ® 1y — Ca), (4.63)
x=0 x=0

co pokazuje, ze ¥, jest rozkladalny. |

Twierdzenie 4.9. Niech n > 3m — 2. Wtedy catkowita kododatnio$¢ odwzorowania D, im-
plikuje, ze y > m.

Dowdd. Zdefiniujmy wektor |¢) = Y7L |ex) ® |fam—k). Wtedy

C;I; &) = (i |ei><ej‘ ® (ﬂéij]ln - iﬂ‘fj+m><fi+m|>> ) (4.64)

ij=1

- 21 lei) @ 21 <a5ij |f2m—j> - 20 (5i+tx,2m—j |fj+a>> (4.65)

m
= Z u— #S ’ez ®‘f2m 1> (4.66)
i=1
gdzie
Si={(,a):1<j<m0<a<n—m,j+a=2m—i}. (4.67)

Jesli zalozenie, ze n > 3m — 2 jest spelnione, tor = n —m > 2m — 2, czylila kazdej pary
i,j 1 <1i,j < m)odpowiada doktadnie jedna liczba « € {0,1,...,r} taka, ze j + o =
2m — i. Poniewaz, #S; = m dla kazdego i = 1,2,...,m, dalej w konsekwencji daje
nam Cr &) = (. —m) |E). Poniewaz u — m to jedna z wartosci wlasnych operatora Cr
Zatem, jesli @, jest catkowicie kododatnie, to C jest dodatnio okreslonym operatorem
w zwiazku z czym u — m jest nieujemne. |

Szczegdlny przypadek M, — M,

Rozwazmy szczegdlny przypadek odwzorowania postaci (4.30) dla ktérego wymiary
roznia sie 0 1, czyli n = m + 1. Wtedy jesteSmy w stanie obliczy¢ parametr y z Twier-
dzenia (4.6) analitycznie.
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4.3. Jednoparametrowa rodzina odwzorowan ®,

Zanim jednak zaczniemy, rozwazmy specjalny typ macierzy tréjdiagonalnej rozwa-
zanej w [Los92]]. Niech 1,k € IN beda pewnymi liczbami takimi, ze 1 < k < [%],
oraz niech v,a,b,s,t € C. Zdefiniujmy macierz wymiaru n X n i oznaczmy ja jako
M, = M, «(v,a,b,s,t) o postaci

a—+v S

a—+v

M, x(v,a,b,s,t) = ) (4.68)

b+v

t b+vo

Oznaczmy jako wyznacznik powyzszej macierzy D, x = D, x(v,a,b,s,t) = det M, x(v,a,b,s, t).
Poniewaz interesuje nas specjalny przypadek k = 1 to z [Los92, Twierdzenia 2] mamy,
ze

D,1(v,a,b,s,t) =0" {Un (%) + al—b u,_1 (%) + Z—gun_z (%)} , n=12,...,
(4.69)

gdzie ¢ = /st oraz U; to wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju zdefiniowane
jako

sin(j+1)¢

Uj(cos ) = P

j=01,.... (4.70)

Posiadajac wszystkie potrzebne nam narzedzia, mozemy sformutowac nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4.10. Niech ®;, : My, — M, 11 bedzie postaci (4.30) dla 1 < k < m. Odwzo-
rowanie @, jest k-dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy

k ]7.[
p>k+)  cos (m——l—l) : (4.71)
=1

Dowéd. Niech M = (E}%:O g_ﬁvﬁ)(z,}‘zo 7. V) bedzie macierza wymiaru (m + 1) x
(m + 1) ktora pojawia sie w Twierdzeniu gdzie wektor |Z) = (o,{1)T € C%sa
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Rozdziat 4. Konstrukcja odwzorowan k-dodatnich

taki, ze |Co|? + |{1]*> = 1. Okazuje sie, ze macierz M ma postaé tréjdiagonalna

Zo* Zo&r 0 0 0 0
¢o&r 1 G O -~ 0 0
0 Zo0v 1 Coln 0 0
M = 0 0 o0y 1 - 0 (4.72)
5 5 e Qolr
O 0 0 CoC1 1 Cota
0 0 0 0 - Zol1 |Gaf* ]

Zauwazmy, ze M = M, 111(1, —|C1]% —10/% z,Z), jest macierza zdefiniowana doklad-
nie w (£.68), oraz z = {o{;. Zatem aby zaaplikowa¢ Twierdzenie |4.6l musimy obliczy¢
| M| (x). Dla przypadku z = 0 macierz M jest projektorem, oraz Tr(M) = m, w zwiazku

zezym ||M|[ = kdlak =1,2,...,m. Zal6zmy, ze z # 0, wtedy

M — A1 = Myy11(1 = A, =101, =120l 2, 2). (4.73)

Aby znalez¢ wartosci wlasne macierzy M musimy rozwiazac¢ nastepujace rownanie

‘Zln (um—H (x) - é_|um (x) + um—l (x)> =0, (4-74)

gdzie U; to wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju ((4.69)), oraz

1—A
= —. 4.7
X e (4.75)

Wielomiany Czebyszewa spelniaja nastepujaca relacje rekurencyjna

U,l(x) = 0, UO(X) =1

(4.76)
Uy (x) + Uy1(x) = 2xUp(x), m=0,1,....
W zwiazku z czym réwnanie (4.74) jest rownowazne
1-A
—Alz|"Uy, | —— | =0. 4.77
Sac=y @)

Z réwnania (4.70) wiemy, ze pierwiastki wielomianu U,, musza by¢ réwne cos (jrr/(m + 1)),
forj = 1,2,...,m. Zatem, dla ciagu nierosnacych niezerowych wartosci wlasnych
A1 > Ay > ... > Ay macierzy M jest dany przez

_ ™ .
Aj=1+2|z|cos (m—l—l)' j=1,...,m, (4.78)
wiec,
k ]'7.[
M =k+2|z —, k=1,2...,m. 4.79
M, ||];cos(m+1 .79
Biorac pod uwage, ze sup{|0ol1]| : [|¢]| = 1} = }, dostajemy réwnanie (£.71). |
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4.3. Jednoparametrowa rodzina odwzorowan ®,

Uzywajac Twierdzenia (4.10) mozemy analitycznie obliczy¢ wartosci dla ktérych
odwzorowanie postaci (4.58) jest k-dodatnie. Wynik tego twierdzenia réwniez mozna
interpretowac jako jedna z metod obliczania norm Ky-Fana dla szczeg6lnych macierzy
postaci

1 1 t
V(OV(Q)T = (;}Q‘@) (E)Cﬁ‘{g) . (4.80)

Jako aplikacje powyzszych narzedzi,rozwazmy odwzorowanie postaci (4.58) dla
przypadkum = 3in = 4.

Twierdzenie 4.11. Jesli y > 2 + @, to odwzorowanie ®, € B(B(C?), B(C*)) postaci
(4.58) jest 2-dodatnie.

Dowéd. Niech (Zo,21)T € C2. Wyznaczymy”(zkzo g_ﬁvﬁ)(zizo 2oVl (2) z Twierdze-
nia 4.6l Wyrazenie pod norma to macierz postaci

[Col* Co&n 0 0 —[¢11* ¢ 0 0
_ |Gl 0 Qo1 0 | _ Col1 0 Zoln 0 | _
A0 Do 0 wn| T 0 a0 o | M
0 0 & |Gl 0 0 Zol1 —l%ol
(4.81)
Obliczmy wartosci wtasne 0(A) = 1+ o (M) tej macierzy
—|GP=A %1 0 0
CoC1 —A Qo1 0
det ; A S (4.82)
0 0 Gol1 —IGol*—A
= M+ A7 = 22205010 + A(=21%[*2 1 - 2120 *121]*) (4.83)
= A+ A% = 22000 2|01l - 2[Z0 P16 ) (4.84)
= AA+1)(A* =2[¢o*|¢1]*) = 0. (4.85)

Zatem otrzymane wartoéci wlasne to c(A) = {0,1 + v/2|0o||71],1}. Najwiekszymi

warto$ciami wlasnymi macierzy A sa zatem 1+ v/2|{o||¢1| oraz 1, wiec [All2) =

2 +1/2|20||Z1|. Wyrazenie to osiaga najwieksza wartos¢, gdy [Zo| = |1] = %, wiec

sup; [|Aljg) =2+ @ Teza wynika z Twierdzenia 4.11} co koriczy dowdd. H
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Rozdziat 4. Konstrukcja odwzorowan k-dodatnich

Z drugiej strony zbadajmy macierz Choi Cyp, ktora jest postaci

u—1 - - |- =1 - | . -1

(4.86)

I S U L PR e
Analizujac minory tej macierzy stwierdzamy, ze jest ona dodatnio okreélona wtedy i

tylko wtedy, gdy u > 3. Wnioskujemy wiec, zejesli yp € [2+ @, 3), to ¢ jest 2-dodatnie
i nie jest catkowicie dodatnie.

Analizujac zaznaczony minor stwierdzamy, ze powyzsza macierz jest dodatnio okre-
Slona dla u > 1,8019, ktéry stanowi wynik numeryczny.

Z drugiej strony na mocy Twierdzenia (4.10) odwzorowanie ®,, jest
¢ dodatniedlay > 1+ vz,

¢ 2-dodatnie dla pp > 2 + ﬁ,
¢ caltkowicie dodatnie dla u3 > 3.

Stwierdzenie 4.12. Kazde odwzorowanie ®, : My, — M, 1 postaci (4.58) jesli jest 2-
dodatnie to jest rozktadalne.

Dowéd. Zatézmy, ze mamy odwzorowanie ®, postaci (4.58), z Propozycji 4.8 wiemy,
ze odwzorowanie to jest 2-dodatnie i rozktadalne jesli y > uo > 2. Z drugiej strony,
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4.3. Jednoparametrowa rodzina odwzorowan ®,

z Twierdzenia 4.10| mamy, ze y > 2 + 2]2:1 cos <"{—Il> Poniewaz 2]2:1 cos (ﬂ) >

e}

m—+1

dostajemy, ze odwzorowanie @, jesli jest 2-dodatnie to jest rowniez rozkladalne. W

W pracy [CKO09] jest klasyfikacja dodatniosci odwzorowan liniowych na algebrach
macierzowych ktéra opiera sie na rodzinie pewnych warunkéw spektralnych. Gléwna
aplikacja tych wynikéw jest okreSlenie warunkéw koniecznych dla odwzorowan typu
(4.30). Jednak w przypadku gdy mamy konkretnie zadane odwzorowanie dla
przypadku m = n = 3 to warunki z pracy [CK09] nie daja mozliwosci na zbudowanie
odwzorowania 2-dodatniego ktére nie byloby catkowicie dodatnie. Widzimy zatem, ze
Twierdzenie pozwala nam na konstrukgcje takich odwzorowar co stanowi pewien
krok w lepszym zrozumieniu struktury odwzorowan k-dodatnich.

Przyktad 4.13. Rozwazmy odwzorowanie Choi [Cho75b] ¢ ktére wiemy, Ze jest nieroz-
ktadalne oraz jest ekstremalne w stozku odwzorowan dodatnich. Z przyktadu4.3) wie-
my, ze odpowiada to parametrom A = (2,0, 1) [CKL92] z uogélnionego odwzorowani
Choi ktére dla tych parametréw ma postac

X11 + X33 —X12 —X13
A (X) = —X1  X11+ X2 —X23 + p Tr{X}. (4.87)
—X31 —X32 X2 + X33

Odwzorowanie to otrzymaliSmy przez przypisanie ¢ — ) = ATr —pcp gdzie mozna
je dalej przepisaé jako Py = ¢ + (A — Ag) Tr = ¢ + p Tr . Zauwazmy, ze dla A = A od-
zyskujemy oryginalne odwzorowanie Choia, ktére jest dodatnie, dalej stosujac Twier-
dzenie jesteSmy w stanie znalez¢ parametr A taki, ze odwzorowanie bedzie 2-
dodatnie oraz catkowicie dodatnie.

Dobierajac parametr Ay = 2, odwzorowanie jesteSmy w stanie przedstawic
przy pomocy siedmiu operatoréw Krausa

Ko =13, Ki=+V2ep, Li=eps, (4.88)
Ky = V2ex, Lr=ey, (4.89)
K3 = V2e3, L3=ep, (4.90)

wtedy odwzorowanie mozemy zapisac jako

3
Pa(X) = ATe(X) — KoXK§ — Y (K:XK] + L;XL)). (4.91)
i=1

Korzystajac z Twierdzenia 4.6, macierz z jakiej liczymy supremum to K(&)K(¢)*, gdzie
T
o2 |+

Wymnazajac K(¢)K(&)" oraz dla uproszczenia przyjmujac, ze f = B; oraz v = v; dla
i = 1,2,3 oraz podstawiajac

K(¢) =al + [

. . ‘31
B - - } . (4.92)
73 -+ B3 -

x = |a>+ 2|+ |7[* (4.93)
y = V2aB — V2B7 + 17, (4.94)
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otrzymujemy, ze

x oy -7
K@K@'=| -7 « vy |. (4.95)
y -y X

Warto$ci wlasne takiej macierzy to A1, = x +y oraz A3 = x — 2y. Aby policzy¢ 2-
dodatnioé¢ musimy wzia¢ dwie najwieksze wartosci wiasne, w naszym wypadku to
A1 i policzy¢ supremum, czyli wracajac do wyjéciowych zmiennych otrzymujemy

M+ Ay = + V2B + 2B + ay — V2Py + 7 (4.96)
przy warunku, ze a% + 3% + 37% = 1. Korzystajac z metody mnoznikéw Lagrangea
znajdujemy maksimum w punktach x = —v/2/2,y = 1/3 orazz = 271 /3 ktére wyno-
si dokladnie Ag + % Tak samo catkowita dodatnio$¢ jest dla Ag + 1. Aby potwierdzié

otrzymane wyniki, zwr6émy uwage na odwzorowanie (4.87)) jako uogélniony Choi z
przyktadu [4.3] dobierajac parametry A = (24 A, A, 1+ A), to z [CKL92, Twierdzenie
4.2] otrzymujemy,
A1I4+A)=(1-A)(1+2A) >0, (4.97)
— L
V3

ktérego rozwiazaniem jest A , czyli otrzymujemy, ze ¢ 1 jest 2-dodatnie oraz
NG

catkowicie dodatnie dla A > 1.

4.4 Dodatkowe numeryczne metody badania odwzoro-
wan

W tej czeci pracy przyjrzymy sie pewnym modyfikacjom i uogélnieniom jakie moz-
na przypisa¢ do odwzorowania postaci (4.58). Ze wzgledu na trudnos¢ w obliczaniu
Twierdzenia [4.6| postugiwac sie bedziemy gléwnie wynikami numerycznymi uzyska-
nymi z programu Wolfram Mathematica oraz Matlab. Przypomnijmy, ze [Ste10] pokazal,
ze kazde odwzorowanie dodatnie mozna przedstawi¢ w postaci y Tr —pcp, Twierdze-
nie pozwala nam na charakteryzacje k-dodatniosci wzgledem parametru y tego
typu odwzorowan ze wzgledu na reprezentacje oparta o operatory Krausa odwzoro-
wania {cp.

Bardzo wazna wlasnoscia odwzorowan jest réwniez ich nierozkladalnoé¢ jak wi-
dzieliSmy w poprzednim dziale, poniewaz to odwzorowania nierozkladalne pozwa-
laja nam konstruowaé $wiadkéw splatania ktérzy sa w stanie wykrywa¢ stany PPT
splatane oraz NPT. Istnienie takich odwzorowan nierozkladalnych przenosi sie na
opis standéw splatanych, tak jak, okre$lenie maksymalnej liczby Schmidta jaki stan mo-
ze mie¢. W pracy [HLLMH18] skonstruowano rodzine stanéw PPT w M, ® M,;, dla

m—1

ktorych zakres liczby Schmidta jest miedzy 1 a [TW . Wynik ten zostal poprawiony

[Car20, PMO07], gdzie stany PPT posiadaja zakres liczby Schmidta miedzy 1 a {mT_l-‘ .

Widzimy zatem jak wazne jest posiadanie przez odwzorowanie wlasnoéci nierozkta-
dalnosci. W og6lnosci badanie rozkladalnosci jest bardzo ciezkie poniewaz nie ma wie-
le narzedzi pozwalajacych okreslanie czy dane odwzorowanie jest rozkladalne czy tez
nie.

80



4.4. Dodatkowe numeryczne metody badania odwzorowan

Jedna z metod do weryfikacji czy odwzorowanie jest rozkladalne czy nie jest kon-
strukcja algorytmu przy pomocy programowania pétokreslonego (SDP) [Ste04]. Idea
programowania poétokreslonego jest szczeg6lnym przypadkiem optymalizacji wypu-
klej ktora odpowiada optymalizacji funkgji liniowych pod warunkiem liniowych nie-
rownosci macierzowych (LMI). Typowe zagadnienie pierwotne ma postac

min ch,

(4.98)
pod warunkiem F(x) >0,

gdzie ¢ jest znanym wektorem, x = (x1,...,x,) i F(x) = Fy + Y; x;F; dla pewnych
macierzy F;. Funkcje cTx po ktérej minimalizujemy nazywamy funkcja celu, gdzie mi-
nimalizacja jest po wektorze x, ktérego wspétrzedne sa zmiennymi w rozwazanym
problemie. Zbiér dopuszczalnych rozwiazan, czyli zbiér wektoréw x takich, ze spet-
nione sa liniowe nieréwnos$ci macierzowe jest zbiorem wypuklym. W szczegé6lnosci
gdy c = 0 widag¢, ze redukuje sie i nie mamy funkgji po ktérej bySmy mieli mi-
nimalizowa¢ w zwiazku z czym problem redukuje si¢ do sprawdzenia czy wektor x
spetnia LMI. Wazna wtasnoscia SDP jest istnienie problemu dualnego dla problemu
pierwotnego ktéra pozawala nam ogranicza¢ zbiér rozwiazan z gory gdzie problem
pierwotny daje nam ograniczenie z dotu. Dla kazdego SDP postaci istnieje inny
stowarzyszony problem nazywany problemem dualnym ktéry zapisujemy w postaci

max — Tr(Foz),
pod warunkiem Z >0, (4.99)
TI'(FIZ) = C;,

gdzie Z jest macierza hermitowska po ktérej maksymalizacja jest wykonywana. Odpo-
wiada to maksymalizacji liniowego funkcjonatu, wraz z LMI i liniowymi warunkami.
Niech wektor x oraz macierz Z beda dopuszczalnymi rozwiazaniami problemu pier-
wotnego i dualnego, wtedy

cIx+Tr(FyZ) = Tr(F(x)Z) > 0. (4.100)

Nier6wnos¢ moéwi nam, ze warto$¢ funkgcji celu dla problemu pierwotnego ob-
liczona na wektorze x, jest zawsze wieksza lub réwna wartosci funkgji celu dla proble-
mu dualnego obliczonej na macierzy Z. Wlasnoé¢ ta nazywana jest staba dualnoscia,
mozna to interpretowaé w ten sposéb, ze nie otrzymaliémy konkretnego wyniku a pe-
wien przedziat mozliwych wynikéw. Szczegélnym przypadkiem dla réwnania
jest przypadek gdy dobierzemy c = 0, gdyz otrzymamy wtedy

Tr(FyZ) > 0, (4.101)

gdzie mozna to interpretowac jako pewne kryterium ktére musi zachodzi¢ dla do-
wolnego dopuszczalnego rozwiazania problemu dualnego. Wlasnoé¢ ta mozna uzy¢
do pokazania nierozwiazywalnoéci problemu pierwotnego, czyli problem nazywamy
nierozwiazywalnym, jeéli nie istnieje takie rozwiazanie dla ktérego spetnione sa ogra-
niczenia takie, ze jesli istnieje Z > 01 Tr(F,Z) = 0, oraz Tr(FyZ) < 0 to wtedy pro-
blem pierwotny nie ma rozwiazan. Metoda programowania pétokreslonego jest bar-
dzo szeroko stosowana w problemach teorii informacji kwantowej tak jak algorytmy
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Rozdziat 4. Konstrukcja odwzorowan k-dodatnich

pozwalajace budowe stanéw splatanych [Enr18], okreélanie wiernosci dla transforma-
cji operacji unitarnych [EHM™23] czy kryterium badajace separowalnosc¢ stanéw opar-
te o symetryczne rozszerzanie [DPS02]. Do naszych celéw wykorzystamy algorytm do
optymalizacji po stanach PPT p tak, zeby macierz Choi C¢ pewnego k-dodatniego od-
wzorowania tak aby

min  Tr(Coep),

pod warunkiem p >0,
Tp—1 (4.102)

o' > 0.

Czyli jedli, Co bylo by Swiadkiem splatania dla stanu p PPT to odwzorowanie @ jest

nierozkladalne dla Tr(Cep) < 0. Jesli otrzymane dopuszczalne rozwiazanie bedzie
wieksze od zera to od razu widzimy, ze odwzorowanie ® musi by¢ rozkladalne po-
niewaz jak juz wiemy, problem pierwotny daje nam ograniczenie z dotu w zwiazku z
czym dla Tr(Cep) > 0 nie istnieje stan PPT dla ktérego Co moglo by by¢ swiadkiem
splatania. Drugim algorytmem jakim bedziemy sie rowniez postugiwali aby mie¢ pew-
noéc¢ czy dane odwzorowanie jest rozkladalne badz tez nie, opiera sie na zagadnieniu

min  Tr(P; + Qq),
pod warunkiem Cg —P — Q' =P, — Q, (4.103)
P/P1/Q/Ql 2 0.

Powyzszy algorytm pozwala sprawdzi¢, czy macierz Choi odwzorowania ¢ posiada
rozktad na macierze Ce = P; + Q;.

W tej pracy wykorzystamy metode programowania pétokreslonego do badania nie-
rozkladalnosci lub rozktadalnosci odwzorowan k-dodatnich. W dalszej czeéci tej pra-
cy, jezeli bedziemy stawia¢ hipotezy odnosnie wlasnosci czy dane odwzorowanie jest
rozkladalne czy tez nie, opierac sie bedziemy gléwnie o algorytm (4.102), zaimplemen-
towany do oprogramowania Matlab uzywajac w tym celu pakietu do optymalizacji
wypuktej SEDUMI [Stu99].

Stwierdzenie 4.14. Rozwazmy odwzorowanie CIDV postaci (4.58), dla m > 3 oraz dostatecznie
duzego n, odwzorowanie ®, jest (m — 1)-dodatnie i nie jest catkowicie dodatnie jak i catkowicie
kododatnie dla y € [p,—1,m).

Postugujac sie wynikami numerycznymi, najnizszy wymiar ktéry spetnia Propozy-
cje (4.14) dla odwzorowania postaci (4.58) sa to wymiary m = 3in = 7. Macierz po
ktérej musimy policzy¢ supremum z Twierdzenia prezentuje sie nastepujaco
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V(v =
[ & G162 €163 G1G4 G185 0 0
&1 G+ 33 C182 + G302 G183 + G284 G184 + G2Cs G185 0

$183 G182 1+ G362 B+E3+E $182 + 8382 +838s $183 + 8583 +828s G184 + G285 €185

G184 G183 + G284 G182 + G382 + C3Ca g+ G283 + CaC3 + Cals5 C2la + G385 $als

$185 C184 1+ G285 G183 + 563 + 828 €283 + Gal3 + Cals gZ+er+¢t G384 + 0584 (385
0 ¢18s G184 + C2C5 G284 + €385 G384 + C5C4 E2+CE Cals
0 0 ¢18s G285 385 G4Cs ez |

dla warunku @% + gf% + gf% + ﬁ + C% = 1. Wykonujac obliczenia numeryczne mozemy
stwierdzi¢, ze odwzorowanie @, jest dodatnie dla y; > 2.56, 2-dodatnie dla pp > 2.97

oraz jest calkowicie dodatnie i catkowicie kododatnie dla u3 > 3. Widac¢ stad, ze ist-
nieje pewien przedziat parametru y dla ktérego @, jest 2-dodatnie i nie jest catkowicie

dodatnie i catkowicie kododatnie lecz test na rozkladalnos¢ przy pomocy stanu PPT
pokazuje, ze odwzorowanie @, jest rozkladalne.

Powyzsza metoda daje nadzieje na konstrukcje odwzorowarn k-dodatnich ktére moz-
na charakteryzowaé¢ parametrem yu ktére nie beda catkowicie dodatnie i catkowicie
kododatnie. Konstrukcja takich odwzorowarn pomogtaby nam lepiej zrozumie¢ wciaz
mato poznana strukture odwzorowan k-dodatnich a w konsekwencji lepiej zrozumie¢
fenomen jakim jest splatanie.

4.4.1 Modyfikacje rodziny odwzorowan @,

Przyjrzymy sie pewnej prostej modyfikacji macierzy Choi odwzorowania ®,, zdefinio-
wanej w ktéra zmienia zachowanie odwzorowania. Pokazemy, Ze mozna w ten
sposob uzyska¢ odwzorowania 2-dodatnie ktdre nie sa catkowicie dodatnie i catkowi-
cie kododatnie dla wigkszego zakresu parametru y charakteryzujacego ®,,.

Przypomnijmy, ze macierz Choi odwzorowania ®, : M, — M, postaci (4.58) jest
zadane przez
m
Cq>y = Z €jj & Cl']', (4.104)
iji=1
dla macierzy C;j = ¥, V,Xe,-]-V‘,zr € M,,. Nasza modyfikacja bedzie polegata na wpro-

wadzeniu pewnego parametru b € R oraz zdefiniowaniu nowego odwzorowania ¥, ,
takiego, ktérego macierz Choi jest postaci

bCL edyi=m, 2<j<m—1lub2<i<m-—1,j=m,
C\yy,ﬁ{ e (4.105)

Cij W przeciwnym razie.

W Tabeli4.1|zebraliémy numeryczne wyniki pozwalajace scharakteryzowa¢ odwzo-
rowanie Y, , dla parametru b = 2. Mozna wyczytac dla jakich parametréw p odwzoro-

wanie Y, » jest dodatnie, 2 dodatnie, catkowicie dodatnie oraz catkowicie kododatnie
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oraz wykorzystujac parametry yy dla ktérych odwzorowanie jest k-dodatnie zwery-
fikowa¢ numerycznie, czy jest ono rozkladalne czy nie rozkladalne. Wartos¢ zero w
tabeli nalezy rozumie¢ jako nierozstrzygajacy, poniewaz w liczymy minimum
po $ladzie z iloczynu operatoréw to wartosci jakie otrzymuje komputer moga by¢ na
granicy bltedu numerycznego. Zaobserwowa¢ natomiast mozemy, ze wprowadzona
modyfikacja pozwala nam konstruowa¢ odwzorowania 2-dodatnie ktére nie sa catko-
wicie dodatnie i catkowicie kododatnie nawet dla wymiaréw m = 3, n = 4. Otrzymane
w ten sposéb odwzorowania 2-dodatnie nadal sa rozkladalne lecz widzimy réwniez,
ze mozna w ten spos6b otrzymac¢ odwzorowania dodatnie nierozkladalne poniewaz

istnieja stany PPT splatane ktére sa wykrywane przez Cy, ,

m n | U po coCP CP DEC, DEC,
3 4,229 297 319 3.00 0.00 0.68
3 5277 331 339 349 0.00 0.54
3 6306 347 346 3.52 0.01 0.42
3 71324 35 359 3.62 0.01 0.33
3 8335 361 360 3.63 0.00 0.26
3 9344 364 3.65 3.67 0.01 0.21
3 10| 350 367 3.66 3.67 0.01 0.18
3 11 | 354 368 3.68 3.69 0.01 0.15
4 5244 329 397 376 -0.02 0.83
4 6311 390 424 429 -0.04 0.75
4 71361 426 444 447 -0.03 0.62
4 81394 450 459 471 -0.03 0.53
4 9416 466 471 477 -0.05 0.45
4 10 (434 476 480 4.87 -0.05 0.37
4 11 | 448 483 486 4.89 -0.03 0.32
5 6237 341 458 442 -0.13 0.91
5 7318 420 495 4.82 -0.12 0.90
5 8377 470 513 512 -0.16 0.77
5 91426 506 541 546 -0.16 0.64
5 10 (459 530 556 5.61 -0.19 0.52
5 11 | 487 550 573 5.81 -0.18 0.45
6 7232 341 511 b5.26 -0.20 0.89
6 8304 437 552 554 -0.33 1.00
6 9373 494 570 5.83 -0.36 0.85
6 10 | 432 543 6.06 6.17 -0.36 0.75
6 11 | 475 576 625 637 -0.41 0.60

Tabela 4.1: Najmniejsze parametry y dla ktérych odwzorowanie ¥, » : My, — M, jest
dodatnie, 2-dodatnie, catkowicie dodatnie i catkowicie kododatnie. Dodatkowo DEC,,,

oraz DEC,, reprezentuja wartosci min, Tr <nyyi/2 p) dla p bedacego stanem PPT.
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4.4.2 Uogoblnienie rodziny odwzorowan P,

W tym rozdziale przedstawimy pewna generalizacje rodziny jednoparametrowych od-
wzorowan @, postaci (4.58). Rozwazmy nowe odwzorowanie ¢, : M,, — M, o po-
staci

gb)\(X) = )LTI'(X)]IH - lpcp, (4106)

dla X = (x;;) € My, gdzie

m

Yep = ( Y.
a=0

va(mo - a,->xi,i+j) Vi ) , (4.107)
1 j=0,1,...m—1

gdzie V,, : C"™ — C" to wczesniej juz zdefiniowana izometria Vy(e;) = fi14, a1, ... am to
rzeczywiste parametry oraz A to liczba dobierana tak, ze dla wszystkichi = 1,...,m
zachodzi Ag — a; > 0, dodatkowo zakladamy, ze dla j = 0 zachodzi (Ag — a;) = 1.

Odwzorowanie ¢, postaci stanowi pewna rodzine odwzorowan definiowa-
nych przez parametry ay,...,a, dla ktérych k-dodatnioé¢ okresla parametr A > 0.
Zauwazmy, ze w szczeg6lnym przypadkudlaj=0,A0—a; =0dlai =2,...,m oraz
Ap —a; = 1 to odwzorowanie redukuje sie do postaci

PA(X) = ATe(X)1, — Zr; Vo XVY, (4.108)
a=0

czyli odzyskujemy odwzorowanie (4.58). Zatem rodzina odwzorowan postaci (4.106)
stanowi uogolnienie dla rodziny odwzorowan jednoparametrowej (4.58).

Ponizej przedstawiamy charakteryzacje odwzorowania (4.108) dla i, : M3 — My
ze wzgledu na dodatnio$¢, 2-dodatnio$¢ oraz catkowitq dodatnioé¢ jak i catkowita ko-
dodatnio$¢ obliczona numerycznie, ze wzgledu na réznie dobrane parametry A =

(a1, 4y, a3) oraz parametr A.

e A=(2,1,1), A =2

iy =291(DEC), up =3.55(coCP), uz = 3.73(CP). (4.109)

e A=(1,1,1), Ag=2

i1 =35(DEC), 1y =362, jicocr =3,74, 3 = 4.74(CP). (4.110)

e A=(222), A =2

i1 = 1.71(DEC), #eocr = 1.81, pp =271, us = 3(CP). (4.111)

e A=1(2,0,1), A=2
iy =356(DEC), 1y =412, jpicocp =418, uz = 4.56(CP). (4.112)
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e A=(2,21), A =2

iy =232(DEC), teocp =274, up =32, uz=37(CP). (4.113)

o« A=(1,21), Ag=2

i =3.1(DEC), Hecp =347, pp =415, uz =4.73(CP). (4.114)

Analizujac powyzsze wyniki mozna zauwazy¢, ze w szczegdlnym przypadku
gdy A = (2,2,2) oraz Ay = 2 odzyskujemy wyniki dla obliczone w poprzednim
dziale analitycznie. Dodatkowo warto zauwazy¢, ze odwzorowania otrzymane w ten
spos6b sa rozkladalne. Wynika¢ to moze z faktu, ze odwzorowanie Tr jest w pewnym
sensie w centrum stozka catkowicie odwzorowan dodatnich i operacja obkladania izo-
metriami V, ktére odejmujemy od odwzorowania $lad ma maty efekt aby przesunaé
odwzorowanie tak aby byto w stozku odwzorowan 2-dodatnich nierozktadalnych. Po-
niewaz kazde odwzorowanie da sie przedstawi¢ w postaci Tr —icp oraz wszystkie

rozwazane w tej pracy odwzorowania dziatajace w B(B(C?), B(C*)) w przypadku
gdy sa 2-dodatnie sa rozkladalne. Nie wyklucza to jednak mozliwosci istnienia od-
wzorowan 2-dodatnich nierozkladalnych.
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Rozdzial 5

Analiza Scian w stozkach P

Poniewaz nasza wiedza dotyczaca struktury odwzorowan dodatnich jest uboga, na-
wet na niskowymiarowych algebrach macierzowych, wydaje sie oczywiste, zeby ba-
da¢ odwzorowania dodatnie ktore sa ekstremalne w stozku odwzorowan dodatnich.
Wiadomo, ze dla ogélnego odwzorowania B(B(K), B(H)) postaci

X — AXAY, X — AXTXT, (5.1)

dla A € B(K,#H) sa one ekstremalne w stozku odwzorowan catkowicie dodatnich

miedzy B(K) a B(H) [YHOS]. Choi podat pierwszy przyktad odwzorowania dodat-
niego ktore bylo tez ekstremalne ktére nie jest postaci czyli bylo nierozktadal-
ne [Cho75b]. W literaturze sa przyklady odwzorowan ekstremalnych [Ha03| Wor76a)
Rob85b), (Cho75b, MO14] ktére sa nierozktadalne. Zat6zmy, ze mamy dwie skoriczenie-

wymiarowe przestrzenie Hilberta H, K, niecch X > ¢ — ¢ € KorazH 2 x—x € H
bedzie antyliniowa inwolucja na tych przestrzeniach. Dla operatora Y € B(#H) zdefi-

niujmy transpozycje YT € B(#) jako YTx = Y% € H. Korzystajac z wynikéw prac
[EKO00, Ste20] mozemy rozwazy¢ biliniowa pare (-|-),; pomiedzy B(B(K), B(#)) oraz
B(K) ® B(H) zdefiniowana jako

(91X 0 1), =Tr(p()Y7), 52)

gdzie ¢ € B(B(K),B(H)), X € B(K) oraz Y € B(H). Dla stozka P mozemy zdefinio-
wac jego stozek dualny P’ C B(K) ® B(H) jako

P'={Z e B(K)®B(H): (¢|Z), > 0dlawszystkich ¢ € B(B(K),B(H))}. (6.3)
Wiadomo, ze P’ = S [HHH96, MMO01), Per96].

Przypomnijmy, ze odwzorowanie ¢ nazywamy ekstremalne jesli ¢ generuje pro-
mien ekstremalny w stozku odwzorowar dodatnich P, czyli ¢ < ¢ implikuje = A¢
dla pewnej A € [0,1] oraz ¢ € P, gdzie przez < ¢ mamy na mysli, ze ¢ — ¢ € P,
gdzie

S = {ZXi®Yi neN,X; € BIK)y,Y; € B(H)+,i= 1,...,71}, (5.4)
i=1
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to stozek nieunormowanych stanéw separowalnych lub stozek operatoréw separowal-
nych.

Przyklad 5.1. Odwzorowanie identyczno$ciowe id, = Ady,, jest ekstremalne w P Aby
to zobaczy¢ zat6zmy, ze ¢ iid,, — ¢ sa dodatnie. Wtedy dla kazdego wektora jednostko-
wego |¢) € C", mamy 0 < ¢(|¢)(¢]) < [C)(E], wiec istnieje liczba Ag taka, ze 0 < Ag <1
taka, ze

P(IENG]) = Az [6)E], (5.5)
poniewaz, |¢)(¢| generuje promieni ekstremalny promien w stozku wypuktym M. Po-
kazemy, ze Az = A, dla dowolnych wektoréw jednostkowych |¢) i |7). Zauwazmy, Ze
¢(p) < p dla kazdego projektora w M, ktéry implikuje (1,, — p)¢(p) = 0. Zamierimy
pnal, — p aby dosta¢ p¢(1, — p) = 0. Stad mamy

0= (1, —p)p(p) — pp(ln — p) = ¢(p) — pP(1n). (5.6)

WeZmy odwzorowanie sprzezone

0=(¢(p) — pp(1u))" = p(p) — p(Ln)p, (5.7)

wnioskujemy, ze ¢(1,) komutuje z kazdym projektorem. Poniewaz kazda macierz
mozna przedstawié¢ jako kombinacje liniowa projektoréw, to zauwazmy, ze ¢(1,) =
Al,. Wybierajac baze ortonormalna {|¢;) }, mamy

oA 180 = L @(IGi)Ei) = ¢(Ln) = ALy = FA[E(Ei]- (5.8)

Dostawiajac |¢;) do prawej cze$ci powyzszego ciagu rownosci dostajemy, ze Ag, = A, w
zwiazku z czym mozemy podsumowag, ze ¢ = A - 1,. Pokazuje to, ze odwzorowanie
identyczno$ciowe 1, tworzy promieni ekstremalny w P.

Odwzorowanie ¢ € P nazywamy dodatnim eksponowanym jesli istnieje Zyp € S
takie, ze

Ri¢p = {p € P:(p|Z0)y = 0}. (5.9)

Dla podzbioru F C P (réwnowaznie G C S) zdefiniuyjmy F’ = S (odpowiednio G’ C
P ) jako

FF={ZecS:(¢|Z);=0 VYVpecF} G ={pecP:(p|Z);=0 VYZeG}. (510)

Mowimy, ze F jest domknieta Sciana stozka S oraz G’ jest domknietq $ciana stozka P.
Mozna pokaza¢ [EKOOQ], ze ¢ € P jest punktem eksponowanym w stozku odwzorowan
dodatnich wtedy i tylko wtedy, gdy {¢}"" = R4 ¢$. Zauwazmy, ze elementy ekstremal-

ne w stozku S sa postaci it @ yy', gdzie € K oraz x € H. W zwiazku z czym punkty
eksponowane w stozku odwzorowan dodatnich mozna scharakteryzowaé¢ [Mar11] w
nastepujacy sposob: ¢ jest eksponowany wtedy i tylko wtedy gdy

VpeEP: (V(ﬂ,y) € KxH: (y|etm")y) = 0= (y|wim*)y) = 0) = § € Rug.

(5.11)
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Przypomnijmy, ze twierdzenie Straszewicza [Str35, Roc70] méwi, ze zbiér dla stoz-

ka odwzorowan dodatnich P, zbiér Exp(P) jest gesty w Ext(P), czyli do pelnej cha-
rakteryzacji zbioru odwzorowan dodatnich wystarczy opisaé zbiér punktéw ekspono-
wanych zbioru P. Oryginalne odwzorowanie Choia nie jest eksponowane, lecz pew-
nego jego generalizacje [CKL92] okazuje sie, ze sa eksponowane [HK12]. W literaturze
sa znane przykiady odwzorowan eksponowanych [HK11) [HK14,C512, [DS12, Wor76b),
MO14]. Interpretacja geometryczna punktéw eksponowanych zostala przedstawiona
w pracy [Mar10].

Dodatkowo przedstawiamy algorytm badania geometrycznych witasnosci odwzo-
rowan dodatnich ktére sa ekstremalne w stozkach odwzorowan P. Wiemy, ze kazde
odwzorowanie ekstremalne tworzy promieni ekstremalny w stozku odwzorowan do-
datnich. Jesli zalozymy, ze srodkiem takiego stozka jest odwzorowanie Tr to moze-
my rozwazaé rzut odwzorowania Tr na dobrane odwzorowanie ekstremalne w sensie
Hilberta-Schmidta. Aby méc poréwnywacé tak r6zne odwzorowania nalezy wprowa-

dzi¢ pewna normalizacje, tak aby ||Cy HHS = 1, dla pewnego odwzorowania i ktérego
macierz Choi jest Cy. Wprowadzmy w tym miejscu notacje taka, ze |Cy) € My, (My,),
wtedy rzut ¢ na Tr mozemy zapisac jako

(Cre|Cy) s = Tr(ChCy ) (5.12)

Majac rzut odwzorowania Tr na odwzorowanie ekstremalne 1, mozemy zdefiniowaé
nowe odwzorowanie |Cy, ) := |Cr) + A(|Cy) — |Crr)). Odwzorowanie to jest scha-

rakteryzowane przez parametr A ktéry pozwala skalowa¢ odleglos¢ odwzorowania
miedzy odwzorowaniem Tr a ¢.

1. Wybieramy odwzorowanie ekstremalne w stozku odwzorowan dodatnich ¥ €

P.

2. Normujemy odwzorowanie w sensie iloczynu Hilberta-Schmidta.
3. Rzutujemy odwzorowanie Tr na odwzorowanie ¥, tak aby (« |Cy) — |Cry)) L |Cry).

4. Rozwazamy rodzine odwzorowan ®,, dla A € R zdefiniowana jako ‘C@A> =
|CTr> +A |C\}f>

5. Badamy k-dodatnio$¢ nowego odwzorowania scharakteryzowanego przez para-
metr A zdefiniowanego jako

Co,) = (1= A)|Crx) + A |Cy). (5.13)

Badajac k-dodatnio$¢ odwzorowania @, pozwoli nam poruszac sie po odcinku miedzy
Tr a ¢ pozwalajac nam okresla¢ kiedy zaczyna sie 2-dodatniosc i catkowita dodatniosé.

Zal6zmy, ze znalezliSmy parametr A dla ktérego odwzorowanie ®, bedzie 2-dodatnie
tak aby bylo na $cianie P,. Budujac hiperpowierzchnie w tym punkcie tak, aby byta
prostopadta do odcinka taczacego |Cy) oraz |Cr), moglibysmy zdeterminowac, czy

punkt w ktérym znajduje sie odwzorowanie jest eksponowany. Jesli punkt jest ekspo-
nowany, to nie istnieje zaden inny punkt z tej hiperpowierzchni ktéry po dodaniu do
odwzorowania ®, bylby dalej 2-dodatni.
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ICs)
+ (1= DlCry) (CrrCy)

()
A enics)

Rysunek 5.1: Schematyczna ilustracja stozkéw P;, P, oraz w érodku tych stozkow
odwzorowanie Tr. Z lewej strony rzut pogladowy z gory, z prawej rzut poprzeczny.
Element stozka |Cr;) rzutujemy na |Cy), poniewaz wysokoéci (w takim sensie jak na
ilustracji) moga sie r6zni¢, normujemy odwzorowanie ¢ w taki sposéb aby oba od-
wzorowania byly na tej samej wysokoéci. Definiujac nowe odwzorowanie |Co, ) jest
ono po drugiej stronie stozka i parametrem A kontrolujemy polozenie odwzorowania
wzdtuz odcinka od centrum |Cry) stozkow P.

5.1 Odwzorowanie Millera-Olkiewicza

Przeanalizujmy odwzorowania dziatajace na niskowymiarowych algebrach macierzo-
wych ktore jest ekstremalne w stozku odwzorowan dodatnich. Wykorzystujac meto-
de charakteryzacji z poprzedniego rozdziatu na przykiadzie odwzorowania Millera-
Olkiewicza (M-O), mozemy otrzyma¢ odwzorowanie, dla ktérego 2-dodatnios¢ im-
plikuje catkowita dodatnioé¢. To cokolwiek niejasne stwierdzenie wyttumaczymy w
nastepujacy sposoéb. Rozwazamy odwzorowanie M-O ktore jest ekstremalne w stozku
odwzorowan dodatnich i ‘przesuwamy je” w strone odwzorowan catkowicie dodat-
nich poprzez dodanie A Tr. W pewnym momencie tak zmodyfikowane odwzorowanie
M-O trafia w Sciane stozka P, odwzorowan 2-dodatnich. Zaskakujace jest to, ze to
odwzorowanie jest juz catkowicie dodatnie. Nie moze by¢ ono ekstremalne w stozku
Poo odwzorowar catkowicie dodatnich, bo lezy we wnetrzu stozka P;. Oznacza to, ze
stozki P, i Pe stykaja sie wzdluz pewnej nietrywialnej Sciany. Wedtug naszej wiedzy,
tego typu zalezno$¢ miedzy stozkami Py dla réznych k nie byla dotychczas zaobser-
wowana.
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5.1. Odwzorowanie Millera-Olkiewicza

Rozwazmy odwzorowanie Millera-Olkiewicza [MO14] z przyktadu

X1 X X103 3 (11 + x22) 0 \/%xm
¢ | x21 xn X3 = 0 (x11 + x22) \%xm (5.14)

1 1
X31 X32 X33 \ﬁx:ﬂ \—ﬁng X33

Nl—

Pokazali$my wczesniej, Ze przepisujac odwzorowanie ¢ na postac

$r = ATr—tpcp (5.15)

jesteSmy w stanie uzyska¢ odwzorowanie 2-dodatnie ktére jest catkowicie dodatnie dla

A > 4 Odwzorowanie Millera-Olkiewicza jest ekstremalne w stozku odwzorowan

dodatnich, co wiecej jest ono réwniez eksponowane [MR17]. W $wietle otrzymanego
wyniku z przykladu 4.4 mozemy wywnioskowa¢, ze istnieje wspdlna Sciana dla stoz-
kéw odwzorowan 2-dodatnich oraz catkowicie dodatnich.

Twierdzenie 5.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¥ € B(IM3, M3) warunkiem ko-
niecznym dla ekstremalnosci w stozku odwzorowan 2-dodatnich P, jest, jesli dla stowarzyszo-

nej z tym odwzorowaniem macierz Choi Cy € IM3(IM3) spetnia

(2le @l - @le@)ce(R)eB) - B e R2) 0. (5.16)

Dowdd. Rozwazmy stozek odwzorowan 2-dodatnich P, oraz stozek operatoréw do-

datnich w C3 ® C3 z liczba Schmidta nie wieksza niz 2, ktéry bedziemy oznaczac jako

Sy. Zdefiniujmy forme dualna (®|Z), dla B(M3,M3) > & = ¢ ,; gdzie rozwazamy
7

zmodyfikowane odwzorowanie M-O dla parametru A = % oraz Z € B(C®® C3) ~
M3 ® M3. Zauwazmy, ze dla P, oraz S, zachodzi

S, ={ZeM3;®@M;s: (D|Z);>0 VP e P}, (5.17)

oraz
Py ={® e B(M3,M;): (P|Z),;>0 VZeS) (5.18)

Zbioér punktéw ekstremalnych w S, definiujemy jako
Ext(S) = {|&)E]: 18) eC®C, SR(|g)) <2} (5.19)

Rozwazmy zatem wektor |¢) € C> ® C3 taki, ze SR(|)) = 2 o postaci |&) = a1 |x1) ®
ly1) + a2 [x2) ® |y2), w zwiazku z czym mamy

2
EXE1 =) winy | )| @ Jyi)(ysl - (5.20)

ij=1

gdzie |x;) = Yi_y xik k) oraz [y;) = Y, yix k).
Zdefiniujmy nastepujaca forme biliniowa pomiedzy S, oraz P,, zgodnie z

(@IX®Y) =Tr (CI)(X)YT), (5.21)
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gdzie (ONS B(M3,M3), X € Mj, Y € Ms.

Znajdziemy $ciane dualna {®}* = {Z € S, : (®|Z) = 0}, zatem

2
(@l1ENEl) g = 3wy Tr(@ ()5 ]) 577 (5:22)
ii=1
2
1+v2 _  1+v2 _ V2 _ _
= Z ail; (Txille + — XX + 5 XisXj3 <yi1yﬂ + ]/izy]-2>
ii=1
(5.23)
2 N2 N2 N2
+ 5 XinXjYiYjs + 5 XiBXpplioYj3 + 5 XiBXjilisYj + o Xi2Xj3YisYj
(5.24)
V2 V2 V2 _
+ (7961'19(]'1 + TXizx]'z + |11+ 79(139(]'3 YisY3 (5.25)
1++2 1++2 V2
= af ( > |x11|* + T|xlz|2 + 7|x13|2 <|]/11|2 + \y12!2> (5.26)
+ V2Re{x11%13y11715} + V2 Re{x13¥12y12Y5 } (5.27)
V2 V2 V2
+ (7|X11|2 + 7|X12|2 + 1+ 7|X13|2 |y13|2 (5.28)
1++2 1+v2 V2
+ 03 |1 + |22 [* 4 = x23]? (|y21|2 + |y22|2> (5.29)
2 2 2
+ V2Re{x21%23y2173 } + V2 Re{x23%20y207,; } (5.30)
V2 V2 V2
+ (T|x21|2—|—7\x22\2+ (1+7]x23|2>\y23]2 (5.31)
1+v2 _  1+vV2 _ V2 _ _
+ 2010 Re{ ( 5 a1+ ———X12Xo + X133 (y11y21 + ylzyzz)
(5.32)
2 _ _ 2 _ _ 2 _ _ 2 _
+ 5 M1x2sY11Y3 + 5 X13X22Y12Y23 + 5 X13X21Y13Y21 + — X12X23Y13Y
(5.33)
V2 V2 V2 _
+ <7x11x21 + 73(129522 + (1 + 7x13Xz3)y13y23 . (5.34)

Po wymnozeniu wszystkich cztonéw iich pogrupowaniu otrzymujemy sumy kwadra-
tow nastepujacej postaci
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V2
(@|[E)NS]) g = > |1 X111 4 01X13Y13 + 62X03Y23 + AoX21 Yo | (5.35)

2 ), V2 2
+ 5 |1 X13Y12 + ®1X12Y13 + X2X23Y22 + K2X22Y23|” + 5 |1 1311 + a2x23Y21|
(5.36)

2 2
t |1 x11y13 + 22x01123]% + |1 X10y12 + X202 | (5.37)

2

1++v2 2
+ la1x12y11 + @2X20Y21 !2 (5.38)

1+
la1x11y12 + 0€2x21y22!2 + 5

1
+ 5 [y + axxo1yon ? + larxiayas + azxosyas)’ (5.39)
Aby (®||¢)(¢]),; = 0 nastepujace warunki musza by¢ spelnione

(1311911 + 2X2121 = 0
®1Xx13Y13 + a2x23Y23 = 0
a1X12Y12 + a2x20Yy22 = 0
x1X11Y12 + a2x21y220 =0
®1x12Y11 + a2x20y21 =0
a1x13Y11 + @2x23Y21 =0
®1x11Y13 + @2x21Y23 = 0
[ X1X13Y12 + @1X12Y13 + @2X03 + Y22 + a2x22y23 = 0.

(5.40)

Zatem, {®}* = 212:1 wixiy; = 0dlapar (k1) € {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(1,3),(3,1),(3,3) }
oraz z ostatniego warunku, ze 212:1 KiXi3Yip = — 212:1 KiXpYi3.

ZnalezliSmy zatem warunki na $ciane dualna dla ®, wykorzystujac ponownie for-

2 2 2z

me dualna do formy dualnej bedziemy w stanie znaleZ¢ Sciane w stozku odwzorowan
2-dodatnich. Niech ¥ bedzie odwzorowaniem 2-dodatnim takim, ze

(FlleXeq =0, (5.41)
dla wszystkich |¢) spetniajacych {®}*. Wtedy

2
(F16)E0) = 3 aimyTe(¥ () [3,) () 542)
i,j=
2 3 3
= Y iy Y e ), Yy Te{Y(R)ID) Is) ]} (5.43)
i,j=1 k1=1 s, t=1
2 3
= Y e Y xuXdy (¥R |5 544)

ij=1 k,1s,t=1
2

3 2
= ) (Z“ixik%‘f) (Z “jleyjs) () (k)X |s) (5.45)
kl,s,t=1 j=1

i=1
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Korzystajac z warunkéw danych przez (5.40) widzimy, ze suma w (5.45) bedzie
niezerowa tylko dla nastepujacych par liczb (k,t), (1,s) € {(2,3),(3,2)}, w zwiazku z
czym mozemy dalej napisaé

2

2
(FIENED) = | Y wixiawia| (3[¥(]2)(2]) 3) (5.46)
i=1
2 2
+ (Dixizyig) <2—31/> (31¥(12)3)) [2) (5.47)
i=1 i=1

N

2
+ (Z“ixisyu2> (ZW) (2] F([3)2]) 3) (5.48)
/ i—1

1

~

2
2 ¥(3)3)) |2) (5.49)

2
((3I¥(202) 3) + 21 ¥(3)E) 2} (5:50)
— (3 ¥ (12)(31) [2) — (2 ¥ (13)2]) [3)). (5.51)

Zauwazmy, Ze mamy wyrazenie macierzowe typu

a c
[E b], (5.52)

aby bylo ono dodatnio okreslone, musi zachodzié¢ ab — |c|2 > 0, liczbe zespolona
c|> = Re{c}? 4+ Im{c}? z drugiej strony a + b = 2Re{c} w zwiazku z czym widzi-
my, ze Im{c}* = 0 a Re{c} = #2. Mamy zatem warunek, ze vab < 5. Przepi-
sujac ostatnia réwnos¢ (5.51) w rezimie macierzy Choi odwzorowania ¥ dostajemy,

ze dowolne odwzorowanie ¥ € B(IM3, M3) jest ekstremalne w stozku odwzorowan
2-dodatnich jesli zachodzi

(2l@ @l - @lee)ce(R e B -3 o) =0, (5.53)

co oznacza, ze w macierzy Choi musi by¢ nastepujaca struktura

Coy=1|- - |- |- -1, (5.54)
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gdzie kropki oznaczaja, ze moga znajdowa¢ sie tam dowolne wspétczynniki, nato-
miast wspoélczynnik a, oznacza, ze w tych konkretnych miejscach macierzy Choi mu-
sza znajdowac sie te same wspo6tczynniki o wartosci a. u

Pokazaliémy zatem warunek konieczny aby dowolne odwzorowanie ¥ € B(IM3,M3)
bylo ekstremalne w stozku odwzorowan 2-dodatnich. ByliSmy w stanie to pokaza¢,
poniewaz wykazaliSmy wczesniej z Przyktadufd.4} Ze przesuniecie odwzorowania Millera-
Olkiewicza w strone odwzorowania Tr zmienia jego strukture i wlasnosci. Takie prze-
suniecie w strone odwzorowan catkowicie dodatnich powoduje, dodatnie na diagona-

li parametru v/2/2 ktére w nastepstwie generuje to, ze odwzorowanie jest 2-dodatnie
oraz catkowicie dodatnie co oznacza, ze w stozku P, i C'P musi istnie¢ wspdlna Sciana.

Stwierdzenie 5.3. Jesli macierz Choi postaci (5.13) dla ktérego odwzorowanie mu odpowiada-
jace @) jest postaci (5.15)), jest

1. catkowicie dodatnie dla —% <A< %(3\/5 -1,
2. dodatnie dla A > —%.

Dowdd. Niech |Cr) = 313 ® 13, oraz niech |Cy) bedzie macierza Choi odwzorowania
Millera-Olkiewicza zdefiniowana jako (5.14), wtedy

L 1
2 7
R S .
2
. 0] -
I
2
1o -
1
7z 0
1 . 1
L V2 i
Obliczajac |||Cy)| = (Cy|Cy)}g = 4 otrzymujemy, ze 5 |Cy) stanowi unormowa-

na macierz Choi w sensie iloczynu skalarnego Hilberta-Schmidta i oznaczymy ja jako
|Cmo) := 4 |Cy). Rozwazmy projektor |Cp0) na |Cry) jako

1
[C1e) (Cre|Cmo) s = 5 [Crv) - (5.56)

Co oznacza, ze kat miedzy |Cp0) a |Crr) wynosi 60°. Znajdzmy liczbe o taka, ze
(«[Cmo) — [Cm)) L |Crr)

1

(Cr|aCwmo) s — (Cre|Crips = 50 — 1, (5.57)
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co oznacza, ze dla « = 2 otrzymamy kat prosty miedzy odwzorowaniem Tr a odwzo-
rowaniem M-O wzgledem iloczynu HS. Zdefiniujmy

ICy) =2|Cpmo) — |Crx) (5.58)
[ 1 A . R U
6 V2
A S . . .
Joal.
6
N .
°
[ T R I T I 5-59)
3 V2
_I
EI
L V2 3
obliczajac norme widzimy, ze |||Cy)|| = v/3. Rowazmy rodzine odwzorowar
Co,) = [Cr) +A|Cy) = (1—A)|Cr) +A[Cpmo) (5.60)
Tl 1
§+6/\ 1 .1 . . . . . . %/\
3t gA O .
. 11 -
. T+IA o
B . 3t 1_1 1
37 3M N
T_ 1
1 375 1 _ 1
1 1,2
I ﬁ/\ . . . . . . . 3_1_3)\_
(5.61)

Badajac minory powyzszej macierzy widzimy, ze mamy dwa znaczace minory

Ly1y 1) 1
PO VR = —(=7A7 40 +2), (5.62)
EA 3+ 3A 18
rozwiazaniem jest parabola, ktéra jest dodatnia dla zakresu A € _3ﬁ_2, 3v2-2 , Z
jest p J 7 7
drugiej strony mamy nastepujacy minor
1 1y, 1_1
z—3zA 3 —3zA
5 ;\ 7 %A = —(=7A2 =51 +2), (5.63)
2t 373 18

rozwiazaniem jest parabola, ktora jest dodatnia dla zakresu A € [—2,1]. Czyli wnio-

skujemy, ze odwzorowanie ®, jest catkowicie dodatnie dla —2 < A < M# Aby
zbada¢ dodatnio$¢ zauwazmy, ze korzystajac z izomorfizmu odwrotnego, mozemy
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odzyska¢ odwzorowanie z postaci macierzy Choi |Co, ), czyli

@) ((xif))
1| @+A)x+ (24 A)x + (2 —21)x33 0 3v2Ax13
= = 0 (2+)\)X11 + (2-1—/\)3(22 + (2—2)\)3{33 3\/5}\3{32
3V2Ax3 3v2Ax3 2 —2A)x11 + (24 2A)x00 + (2 4+ 40 x33
6 V3 v

Zbadajmy dodatnio$¢ na stanie czystym, czyli ®,(|E)¢|), gdzie |&) = (&1, &, &) i
policzmy wyznacznik.

det®) =[(2+ A)|&1]* + (24 A)|&2f* + (2 — 21)| &[] (5.64)
[(2=20)[&1 2 + (2= 24)[&* + (2 +44)[&5[*] — 18A%[&1 *|&)* > 0, (5.65)

wybieramy ¢, = 01 liczmy dalej

det®; =(24 A)(2—2A)|&1]* + (2 +4A)(2 — 24)|E3)* (5.66)
F 124 A)(244A) + (2 — 24)2 — 18A2)|& s (5.67)
= (420 —2A7) |G [* + (4 + 41 — 8A%)[G3|* + (8+ 24 — 10A%) |61 [*[&s %,

(5.68)
rozwiazaniem réwnania 8 + 2\ — 10A2sa Ay = 1 oraz Ay = —%, w zwiazku z czym,

mozemy zapisaé, ze —10(A — 1)(A + 2) = (2 —21)(4 + 5)) oraz wstawiajac do wy-
znacznika dostajemy, ze

det®) =(2—21)[(2+A)[&1[* + 2+44)[& [ + (4 +5M0)[G [ + &) 20, (5.69)
ktérego rozwiazaniem jest A > — %, co stanowi warunek konieczny.

Zauwazmy, ze odwzorowanie ®, jak jest dodatnie to nie jest 2-dodatnie. Niech X =
e11 ® e33 +e12 ® e3p + €1 ® ep3 + e @ epp, wtedy

11
330
. 113 ) 1
373 V2
1,2 . .
o (x) = U I , (5.70)
Co|3teA
1,1
i . 3Tt 1 ‘ 1
i NG BRI
analizujac minory gtéwne widzimy, ze
(2) 1 1
d > — A > 71
V20— 3 3A >0, (5.71)
1 2
— 4+ -A> 72
3 + 3N 2 0, (5.72)
1 1
242> 7
3 + 6/\ >0, (5.73)
1 1.\2 1.,
- — = — A > 7
(3 3/\> 2/\ =0, (5.74)
z ktérych wnioskujemy, ze ®, jest 2-dodatnie dla A € [—3, 3\/3_2]. u
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Sprawdzmy, czy dla parametréw A = {— %, —%} zachodzi Twierdzenie

- . —\/E-
2 . .
. 3.
Cq;. 2> — . N . . . . , (5_75)
7 . R 3 ——0 .
. 3 .
. . —2 |- 3
V2 - . . 1
- ' —\/i-
1 - .
.2
Cq; 1> — . | . . . . , (5.76)
"2 . R 2 0 .
. 2 .
. e e =2 2 .
__\/E R . . . 0 |

wida¢, ze nie sa spelnione warunki z Twierdzenia w zwiazku z czym wnioskujemy,
ze odwzorowanie ®, bazujace na konstrukcji odwzorowania Millera-Olkiewicza po
drugiej stronie stozka odwzorowar dodatnich P nie jest ekstremalne w stozku od-
wzorowan 2-dodatnich.

5.2 Odwzorowanie Choi i dalsze badania

Zbadajmy uogoélnione odwzorowanie Choi z Przykltadu 4.3\ Z przyktadu 3.8 widzimy,
ze przy odpowiednio dobranych parametrach a,b,c odwzorowanie to moze by¢ nie-
rozkladalne jak i rozkladalne. Stosujac procedure badania geometrycznego stozka Py
macierz Choi odwzorowania uogélnionego Choia [CKL92] ma posta¢

Ta—1 - |- =1 |- . =1

)C¢[a,h,4>= 1 lea—1 o 21|, (5.77)

Normujac macierz Choi dostajemy, ze

1
C4>[a,b,c]> =3(atb+c—1)=a+btc—1, (5.78)

<CTf 3
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dla uproszczenia wprowadZmy odznaczenie s := a + b + ¢ — 1. Zdefiniujmy odwzo-
rowanie

1
‘Cll’> - ‘C¢[a,b,c]> —|Crr), (5.79)

majac powyzsze odwzorowanie mozemy zdefiniowac nastepna jednoparametrowa ro-
dzine odwzorowan (ze wzgledu na A)

A
Cor) = 1C) +A[Cy) = 5 |Cppg) + (1= A) Cri), (5.80)

ktéra ma posta¢ macierzowa

a—1 - -1 -1
b :
- C
A . . . C . . . . .
Copy=5| -1 - -] a-1 | -1 +%(1—A)13®13 (5.81)
b
. . . . . . . C .
i —1 . . . _1 . . . a_l_
A

(5.82)

~ 5 C‘Pmﬁ(17A>,b+§<1fA>,c+ﬁ<1fA>J> '
Warunki na dodatnio$¢ przepisuja sie nastepujaco

Lat5(1-A)>1,

2.a+b+c++5(1-1) >3,

3. (b4 (1 A)(etF(1-1) > 2—a— H1-N)gdyat F(1-1)>2
Przeanalizujmy te warunki wzgledem parametru A.

Z warunku [I|dostajemy, ze

3Aa+s— As
- 1> .
T >0 (5.83)
3Aa+s— As —3A
e 1>0 (5.84)
AMA(Ba—s—3)+s) >0 (5.85)
a+b+c—1
g > )
(Ba—s=3)A (A4 ) 20 (5.86)

Mamy zatem dwa rozwiazania, dla 2a — b — ¢ — 2 > 0 widzimy, ze

a+b+c—1

< — > .
A< Y — lub A >0, (5.87)
lub 2a — bc — 2 < 0 wtedy
a+b+c—1
<A< — . .
OsAs 2a—b—c—2 (588)
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Rozdziat 5. Analiza scian w stozkach Py

Z drugiego warunku
A(a+b+c)/\s—s)x 3/\20 (5.89)
AAMa+b+c—s—3)+s) >0 (5.90)
A(—2A+5) >0 (5.91)
—2A(A — E) 0 (5.92)
czyli dostajemy, ze
-1
0< A< % (5.93)
Ostatni warunek [3lméwi nam, ze
1 1
oAz (BAb+s—sA)(BAc+s —sA) > oAz —(6A —3Aa — s +5sA)? (5.94)
(9bc — 3bs — 3cs — 36 — 9a> + 36a — 125 + 6as)A> + (3bs + 3cs + 125 — 6as)A > 0,
(5.95)
wstawiajac s = a + b + ¢ — 1 oraz porzadkujac wyrazy dostajemy, ze wyrazy stojace
przy A? to
A = —9a% — 3b* — 3¢ — 3ab — 3ac + 3bc + 24a — 9b — 9¢ — 24 (5.96)
= (6a —3b—3c—12)(a+b+c—1) —9a>+ 36a + 9bc — 36, (5.97)

natomiast wyrazy stojace przy A to

B=(—6a+3b+3c+12)(a+b+c—1), (5.98)

w zwiazku z czym mamy nieréwnosc¢

AA>+BA >0 (5.99)
B
AX(A+ Z) >0 (5.100)
dostajac jedno z rozwiazan
—3b—3c—12
A = B _ (6a —3b — 3¢ )s (5.101)

A (6a—3b—3c—12)s —9((a—2)2—bc)’

W szczegolnoscei interesujacy jest przypadek gdy odwzorowanie ¢y, ; ) jest 2-dodatnie,

czyli gdy zachodzi warunek bc = (3 —a) (b + ¢) dla 2 < a < 3. Przepisujac te warunki
dostajemy, ze

s
< —(1 — < .

2<a+ (1-2) <3 (5.102)

6) <3Aa+5—sA < 9A (5.103)

(6—3a+s)A<s, oraz (Ba—s—9)A < —s, (5.104)
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5.2. Odwzorowanie Choi i dalsze badania

w zwiazku z czym wnioskujemy, ze

S S

1360 - Ssie_a) (5105)

Z warunku bc = (3 — a)(b + c) dostajemy, ze

<b+%(1—/\)> (c+%(1—/\)> - (3—a—%(1—)\)><b+c+32—;(1—)\)>

(5.106)
(BbA +5—5sA)(3cA +5 —sA) = (9A —3aA —s+5sA)(B(b + c)A + 25 — 2sA),
(5.107)
po przeksztalceniach dostajemy, ze
(3 — 5% +3as — 5s)A? — 4sA + 5% =0, (5.108)
ktérego rozwiazaniami sa
Aijz = 25 % /252 +253(s — 3a +5). (5.109)

Przyklad 5.4. Rozwazmy oryginalne odwzorowanie Choi ktére odpowiada parame-
trom (2,0,1), wtedy przypomnijmy jest dodatnie i ekstremalne w P. Nowe parametry
dla ¢, prezentuja sie nastepujaco

2 1
2 1
2 1

(5.113)

Rozwiazujac rOwnanie dostajemy, ze Ay = 4 + 2+/3 oraz Ay =4 — 2+/3. Ponie-
waz interesuja nas A z zakresu [0, 1] to ograniczymy sie do A, i odrzucamy rozwiazanie
A1. Tak dobrana A, gwarantuje nam, ze jesteSmy z odwzorowaniem ¢,, w stozku od-
wzorowan 2-dodatnich. Nowe parametry dla A, to

1
arsy, a =24+ —, 5.114
A 73 ( )

1

b b = L 5.115
A 73 ( )

1
cr =14 —. 5.116
A 73 ( )
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Aby pokaza¢, ze odwzorowanie jest eksponowane w stozku odwzorowan 2-dodatnich,
rozwazmy |Q) = (g;jx) € M3(M3) taki, Ze

X X X
1 El/-i— Zb/-l- 3

d +Y g =0, 5.117

gdzie x1 + xp + x3 = 6. Aby ¢,, byto eksponowane w P,, wystarczy pokazag, ze

Cy) = ‘c%> +1Q) ¢ P2 (5.118)

nie jest 2-dodatnie, co bedzie oznacza¢, ze punkt w stozku P, w ktérym znajduje sie
$», jest jedynym punktem dla ktérego odwzorowanie to jest 2-dodatnie.
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Rozdziat 6

Podsumowanie

Celem przedstawionej pracy bylo, podanie konstrukgji jak najogélniejszych klas od-
wzorowan k-dodatnich ktore nie sa (k + 1)-dodatnie, w szczegdlnosci dla odwzoro-
wan na niskowymiarowych algebrach macierzowych. DokonaliSmy réwniez analizy
struktury odwzorowan k-dodatnich wzgledem stozkéw Py. Bardziej szczegétowy opis
zawartosci poszczegélnych rozdzialéw znajduje sie ponizej:

Rozdzial drugi stanowi wprowadzenia do analizy wypuklej oraz przestrzeni Hil-
berta jak i obiektéw znajdujacych sie na tej przestrzeni. Jednym z celéw bylo przedsta-
wienie obiektéw jak i relacji niezbednych do opisu kwantowych uktadéw ztozonych.
Drugim celem byto przedstawienie réznych klas operatoréw zyjacych na tych prze-
strzeniach. W szczegolnosci interesujace operatory dodatnie. Wktad wlasny polegat
w tym przypadku na podaniu wielu przyktadéw ktore ilustrowaty dzialanie takich
operatoréw dodatnich jako swiadkéw k-splatania.

W rozdziale trzecim przedstawiono definicje wraz z podstawowymi wlasno$ciami
odwzorowania dodatnie. Zdefiniowano pojecie k-dodatniosci czy rozkladalnosci dla
operatoréw dodatnich. W szczegélnosci relacje jakie maja odwzorowania k-dodatnie a
stany k-splatane, czyli takie o liczbie Schmidta nie wiekszej, niz k. W dalszej czesSci
zajmujemy sie badaniem réznych podklas odwzorowan dodatnich. Zostaja podane
przyktady znanych konstrukcji odwzorowan k-dodatnich oraz ich limitagje.

W rozdziale czwartym przedstawiamy konstrukcje odwzorowan k-dodatnich. Do-
konujemy szczegétowej analizy podanej konstrukcji odwzorowan k-dodatnich. Na-
stepnie podajemy konkretny przykiad odwzorowania k-dodatniego oraz szczegoto-
wo opisujemy jego wlasnosci. Nastepnie podajemy dodatkowe metody numeryczne
dzieki ktérym mozemy dokiadniej zbada¢ wilasnosci odwzorowan, ze wzgledu na
wlasnos¢ rozktadalnosci odwzorowania. Przedstawiamy przyktadowe modytikacje do
podanych odwzorowar pokazujac, ze modyfikacje te moga generowaé¢ odwzorowania
k-dodatnie i nie (k + 1)-dodatnie ktére saq nierozktadalne na niskowymniarowych al-
gebrach macierzowych.

W rozdziale piatym zajmujemy sie analiza odwzorowar niskowymiarowych 5(IM3, M3)
ktoére sa ekstremalne w stozku odwzorowan dodatnich. Podajemy warunek koniecz-
ny jaki musi mie¢ struktura macierzy Choi danego odwzorowania aby odwzorowanie
bylo ekstremalne w stozku odwzorowan 2-dodatnich. Dodatkowo zaobserwowaliSmy
ciekawe zachowanie zmodyfikowanego odwzorowania Millera-Olkiewicza, na poka-
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Rozdziat 6. Podsumowanie

zaniu istnienia wsp6lnej Sciany stozkéw odwzorowan 2-dodatnich i stozku odwzo-
rowan calkowicie dodatnich. Na zakoriczenie prezentujemy wprowadzona przez nas
procedure, dzieki ktérej mozemy bada¢ stozki odwzorowan k-dodatnich na przykta-
dzie odwzorowania Choi.

Podsumowujac mamy nadzieje, ze przeprowadzone przez nas badania, przyczy-
nia sie do lepszego zrozumienia struktury odwzorowan dodatnich a co za tym idzie
struktury kwantowych stanéw splatanych. Na czas pisania tej pracy nie dysponujemy
przykladem odwzorowania 2-dodatnie nierozkladalnego dla wymiaréw co najmniej

B(IM3,M4) lecz wciaz pozostaje to przedmiotem badar.

Po paru latach badar nad odwzorowaniami k-dodatnimi autor uwaza, ze wszystkie
odwzorowania 2-dodatnie na niskowymiarowych algebrach macierzowych, w szcze-

golnosci B(IM3,My) sa rozktadalne.
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Dodatek A

Program MATLAB

A.1 Test narozkladalnosé 1

Program Matlab do sprawdzania rozkladalnosci zdefiniowany w (.102). Funkcja przyj-
muje parametry takie jak macierz Choi odwzorowania dla ktérego chcemy sprawdzic¢
rozkladalnos¢, oraz wymiary m i n przestrzeni Hilberta. W wyniku, program pododaje
min ze $§ladu macierzy Choi oraz stanu p PPT, po ktérym odbywa sie optymalizacja.

function [slad] = SDP_witness_phi(choi_matrix,m,n)
cvx_begin sdp quiet
variable s(n*m,n*m) semidefinite
minimize ( trace(choi_matrixx*s) );
subject to
trace(s)==1;
PartialTranspose(s,2,[m,n]) >= 0;
cvx_end
slad = trace(choi_matrix*s);
end

105



Dodatek A. Program MATLAB

A.2 Test na rozkladalnosé 2

Program Matlab do sprawdzania nierozktadalnosci zdefiniowany w (4.103). Funkcja
przyjmuje parametry takie jak macierz Choi odwzorowania ¢ oraz wymiary min. W
wyniku, program podaje min ze $ladu sumy dwoéch operatoréw Py i Qy ktérych Slad
bedzie nieujemny jesli odwzorowanie ¢ jest rozkladalne.

function[dec,P,Q] = sdp_decomp(choi_matrix,m,n)
cvx_begin sdp quiet

variable Qtt(n*m,n*m) semidefinite

variable Ptt(n*m,n*m) semidefinite

variable P(n*m,n*m)) semidefinite

variable Q(n*m) ,n*m) semidefinite

minimize ( trace(Ptt+Qtt));

subject to
choi_matrix-P-PartialTranspose(Q,1,[m,n])==Ptt-Qtt;
cvx_end

dec=trace (Ptt+Qtt) ;

end
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