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W ponizszym referacie prace [H1]-[H10] odnosza si¢ do powyzszego cyklu, prace
[AD1], [AD2], [PD1], [PD2] do moich pozostalych prac (strona 7 niniejszego auto-
referatu), natomiast pozostale odnosniki dotycza prac innych autoréw (na koncu
autoreferatu).

4.1 WSTEP

Klasyczna teoria weztéw bardzo czesto postuguje sie pojeciem diagramow, czyli
rzutéw weztéw (lub splotéw) z R? na R2. Na otrzymanych cieniach, czyli zanu-
rzonych krzywych, dodana jest informacja tunel-most dla kazdego skrzyzowania.
Izotopie ambientalne splotéw odpowiadajg seriom ruchéw Reidemeistera na diagra-
mach [Rei27]. Istnieja trzy typy takich ruchéw. Diagramy splotéw wraz z ruchami
Reidemeistera stanowia bardzo przydatne narzedzie do tworzenia i badania nie-
zmiennikow splotéw: dana funkcja z diagraméw do dowolnych obiektéw (zbioréw
liczb, wielomianéw...) bedzie niezmiennikiem, jezeli nie zmienia sie jej wartosé przy
ruchach Reidemeistera. Rozkwit tego typu niezmiennikéw przypada na lata osiem-
dziesiate ubieglego wieku i p6zniej, a zaczyna sie od wielomianu Jonesa [Jon85].

Uogdlnienia niezmiennikéw odkrytych po wielomianie Jonesa ze splotow w R3
(lub S?) na sploty w innych rozmaitoéciach zostaly zapoczatkowane przez wpro-
wadzenie skein moduléw [Prz91, Tur88|. Obliczenia réznych typéw skein modutéw
okazaly si¢ trudne w ogdlnosci. Najpopularniejszy z nich, skein modul nawiasu
Kauffmana, jest do dzi§ wyliczony dla zaledwie kilku rodzin 3-rozmaitosci (np. nie
jest obliczony dla wszystkich przestrzeni Seiferta). Inne skein moduly nie sa obli-
czone nawet dla najprostszych rodzin takich jak przestrzenie soczewkowe. Dzigki
wprowadzeniu diagraméw strzatkowych w [H1], niektére z tych probleméw zostaly
cze$ciowo rozwiazane.

W ostatnich latach istnieje duze zainteresowanie skein modutami. Warto wspo-
mnie¢ choéby prace [BW16], [FKBL19] dotyczace skein algebr nawiasu Kauffmana,
czy [GJS23], gdzie zostala rozwiazana hipoteza Wittena dotyczaca skonczonosci
wymiaru skein moduléw nawiasu Kauffmana dla domknietych 3-rozmaitosci (ze
wspolezynnikami w Q(A)).

Dla splotéw w S istnieje mozliwoéé rzutowania na S? stosujac rozwléknienie
Hopfa. Daje to naturalnie diagramy strzatkowe klasycznych splotéow z sze$cioma
ruchami Reidemeistera. Takie alternatywne rzutowania klasycznych splotow byly
rozwazane w [Fie91] oraz [Tur92]. Poza kilkoma pracami z kofica ubiegltego wieku, te
rzutowania nie byly badane az do prac [H7]-[H10], gdzie nowe niezmienniki, ruchy na
splotach oraz przyktady weztéw z ciekawymi wielomianami Jonesa zostaly odkryte.
Dodatkowo zostal rozwiazany pewien problem z [Fie91].

4.2 DIAGRAMY STRZALKOWE

Diagramy strzatkowe zostaly wprowadzone w [H1]. W tej pracy za pomoca dia-
graméw strzalkowych reprezentowane sa sploty w rozmaitoéci F' x S1, gdzie F jest
powierzchnia orientowalna (z brzegiem lub bez). Sa one blisko zwiazane z tzw. gle-
ams wprowadzonymi przez Turaeva w [Tur92]. Diagramy strzaltkowe sa generycznie
zanurzonymi krzywymi na powierzchni F, z informacjg most-tunel na skrzyzowa-
niach oraz dodatkowymi strzatkami na krzywych poza skrzyzowaniami. Oprécz
strzalek, wygladaja jak klasyczne diagramy dla F x I, gdzie I = [0, 1]. Diagramy sa
otrzymane przez rozciecie F x S' - w otrzymanym F x I strzalki daja informacje
w ktorych miejscach splot w ' x S! zostal rozciety. Izotopie ambientalne splotow



odpowiadaja ruchom Reidemeistera: trzem klasycznym oraz dwém dodatkowym,
przedstawionym na rys. 1. W ten sposéb badanie splotéw w F' x S! sprowadza sie
do badania diagraméw strzatkowych oraz pigciu ruchéw Reidemeistera.
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RYSUNEK 1. ruchy Reidemeistera

Diagramy strzatkowe zostaly rozszerzone dla splotéw w skreconych wiazkach
S! nad powierzchniami nieorientowalnymi i, jeszcze ogdlniej, dla splotéw w prze-
strzeniach Seiferta w [H2] i [H3] (z podsumowaniem w [H5]). Za kazdym razem
do podstawowych pieciu dodane sa odpowiednie ruchy Reidemeistera. Diagramy
strzatkowe stanowig uzyteczne narzedzie do badan nad splotami w tych réznych
rozmaitosciach. Zostaty one gléwnie wykorzystane do obliczenia skein modulow
niektérych rozmaitosci (rozdzial 4.3), oraz do badania klasycznych wezléw, czyli
weztéw w S3 (rozdzial 4.4).

4.3 SKEIN MODULY

Skein moduly zostaly wprowadzone przez J. Przytyckiego [Prz91] i V. Tura-
eva [Tur88]. Dzieki skein modulom uogélnia sie¢ w naturalny sposéb niektére nie-
zmienniki splotéw w S® na sploty w innych 3-rozmaito$ciach, najczeéciej oriento-
walnych. 7Z jednej strony dany skein modul konkretnej 3-rozmaitoéci M pozwala
na badanie splotéw w M z drugiej strony obliczenie skein moduléw catych rodzin
3-rozmaitoéci moze da¢ pewne informacje o tych 3-rozmaitoéciach. Istnieja rézne
skein moduly w zaleznosci od wybranej skein relacji.

Najczesciej rozwazane sg skein moduly nawiasu Kauffmana (z angielskiego Kauf-
fman Bracket Skein Module albo KBSM), [Prz99]. Inne wazne przypadki to skein
modulty HOMFLYPT oraz skein moduly Kauffmana w ktérych definicjach uzywa
si¢ relacji skein wielomianu HOMFLYPT [FYH'85, PT88] i, odpowiednio, wielo-
mianu Kauffmana [Kau90].

Fundamentalne znaczenie KBSM-6w wiaze si¢ z ich zwigzkiem z reprezentacjami
grup podstawowych 3-rozmaitoéci w SLa(C), odkryte przez D. Bullocka [Bul97a].
KBSM-y, zalezne od wyboru wspétezynnikéw takich jak Z[A, A7, C[A, A~1] lub
ewentualnie przy dopuszczeniu odwracalnosci niektorych elementéw, zostaly ob-
liczone w nielicznych przypadkach takich jak: przestrzenie soczewkowe [HP93],
S1x % [HP95], dopetienia wezléw torusowych (2, 2p+1) [Bul95], chirurgie na tréj-
listniku [Bul97b], przestrzeni kwaternionowa [GHO07], RP3{RP?3 [H2], nieskoficzona
rodzina przestrzeni pryzmowych [H3|, dopelnienia wezléw torusowych [Marl0] czy
dopelnienia splotéw 2-mostowych [LT14]. Dla ogélniejszych rodzin zostaly okre-
$lone zbiory generatoréw dla KBSM, np. dla pewnej rodziny przestrzeni Seiferta
w [AF22].



J. Przytycki badal zalezno$¢ pomiedzy istnieniem niescies$nialnych niebrzego-
wych powierzchni w 3-rozmaitoéci oraz torsja w skein module nawiasu Kauffmana
tej 3-rozmaitosci, wykazujac taka zalezno$é przy pewnych zalozeniach [Prz99]. Cie-
kawym przypadkiem jest tu rozmaitoé¢ M = F x S', gdzie F jest dyskiem z dwoma
dziurami. M zawiera odpowiedniego zanurzonego torusa, ktory jednak nie moze by¢
wlozony. Przytycki byl zainteresowany obecnoscia torsji w skein module nawiasu
Kauffmana M. W pracy [H1] ten skein modutl jest obliczony: jest wolny z nieskon-
czong baza. Podstawowym narzedziem sa tu diagramy strzalkowe, wprowadzone
w tej pracy. W kolejnych krokach sa obliczone skein moduty nawiasu Kauffmana
dla: pelnego torusa, pogrubionego torusa (przypadki juz znane) i wreszcie dla M.
Dzieki diagramom strzatkowym mozliwa jest kontrola nad wszystkimi relacjami w
skein module co pozwala znalez¢ generatory i wykazaé¢, ze skein modul jest wolny.

W pracach [H2] i [H3] diagramy strzalkowe zostaly rozszerzone dla splotéw w
skreconych wigzkach S nad powierzchniami nieorientowalnymi oraz, ogélniej, dla
splotéw w przestrzeniach Seiferta. W [H2] zostal obliczony KBSM dla skreconej
wigzki S nad plaszczyzna rzutowa, homeomorficznej z RP3RP2. Byl to pierwszy
przypadek catkowitego obliczenia KBSM sumy dwodch rozmaitoscei, jak i rozmaito-
$ci zawierajacej rozdzielajaca powierzchnie. Struktura tego skein modulu jest dosy¢
skomplikowana: zawiera on elementy torsyjne i nie daje si¢ przedstawi¢ jako suma
cyklicznych moduléw. W [H2] obliczone sa ponownie KBSM-y dla przestrzeni so-
czewkowych Ly 1 oraz dla S% x S'. Szczegélnie w tym drugim wypadku dowéd jest
duzo prostszy od dowodu w [HP95].

Dorzucajac wiékna, otrzymujemy z RP3§RP? przestrzenie pryzmowe. W pro-
stych przypadkach, gdy widkno jest typu (p, 1), otrzymujemy przestrzenie pryzmo-
we 7z pierwszg homologia rzedu 4. Dla takich przestrzeni KBSM-y zostaly obliczone
w [H3]. W tym wypadku maja prosta strukture: sa wolne, skonczenie generowane,
a wymiar zalezy w prosty sposéb od p. Warto zauwazy¢, ze ta nieskonczona rodzina
przestrzeni pryzmowych zawiera przestrzen kwaternionowa dla ktérej KBSM zostatl
obliczony w [GHOT].

Metoda diagraméw strzalkowych zostala wykorzystana przez innych autoréw.
Carrega dowiédl w [Carl7], ze skein modul nawiasu Kauffmana ze wspélczynni-
kami w Q(A) (czyli dopuszczajac odwracalnoéé dla dowolnych wielomianéw od A)
dla 3-torusa jest generowany przez 9 elementéw. Wynik zostal uogdlniony przez
Detcherry i Wolff, w [DW21], dla iloczynu S' z dowolna orientowalna powierzchnia
bez brzegu. W obu przypadkach diagramy strzatkowe sa kluczowe w dowodach.
Réwniez Aranda i Ferguson skorzystali w [AF22] z diagraméw strzatkowych aby
znalez¢ zbiory generatoréw dla KBSM-6w pewnej rodziny przestrzeni Seiferta.

Dalsze obliczenia KBSM ze wpdlczynnikami w Q(A), takie jak w [Det21], suge-
rowaly prawdziwos¢ tzw. hipotezy Wittena, ktéra moéowi, ze KBSM ze wspdlczyn-
nikami w Q(A) dla domknigtej 3-rozmaitosci M jest skonczonego wymiaru (sfor-
mulowanie np. w [Det21]). Hipoteza zostala niedawno udowodniona w [GJS23].
Prawdziwos¢ hipotezy otwiera widoki na nowe i bardzo ciekawe badania dotyczace
3-rozmaito$ci. W szczegdlnosci wyliczenia oraz interpretacja wymiaru dla konkret-
nych rozmaitoéci sg jeszcze malo zbadane.

Roéwniez w [Det21] pojawiaja sie uogélnienia hipotezy Wittena dla rozmaitosci z
brzegiem (Conj. 3.2 i 3.3). W tej pracy rozmaito$é M z [H1] stanowi wazny przyklad
wzmacniajacy hipoteze 3.3.



Hipoteza Wittena zostata uogélniona w innym kierunku, do przypadku KBSM
rozmaitosci domknietej ze wspétezynnikami w R = Z[A, A~1] (Hipoteza Marche -
hipoteza 1.1 w [DW21]). Uogélniona hipoteza méwi, ze KBSM rozklada si¢ na R¢
(d - liczba naturalna) oraz sume (mozliwe, ze nieskoficzona) moduléw Ny, gdzie N
jest AF — A *_torsyjnym modutem. W [BP22] zostalo zauwazone, ze istnieje kontr-
przyktad dla tej uogélnionej hipotezy, mianowicie dla rozmaitoéci M = RP3$RP2,
ktérej KBSM zostal obliczony w [H2]. W pracy [H2] zostalo udowodnione (Prop.
4.19), ze KBSM rozmaito$ci M nie ma rozbicia na moduly wolne i cykliczne (np.
takie jak Ni). Tym samym hipoteza Marche nie jest prawdziwa - struktura skein
modutu moze by¢ bardziej skomplikowana.

Poza skein modutami nawiasu Kauffmana, innymi waznymi skein modulami,
tak jak wspomniano na poczatku tego rozdziatu, sa skein modut HOMFLYPT oraz
skein modul Kauffmana. Wyliczenia tych skein moduléw sa trudniejsze niz w przy-
padku nawiasu Kauffmana: bardzo niewiele jest 3-rozmaitoéci dla ktérych zostaly
one obliczone. Zaden z tych skein moduléw nie zostal policzony dla wszystkich
przestrzeni soczewkowych [DLP16,DL17,DL19]. Waznym wynikiem w tym kierun-
ku jest obliczenie w [H4] skein modulu HOMFLYPT dla przestrzeni soczewkowych
L, 1, p > 1. Te skein moduly sg wolne. Nieskonczone bazy sa podane dla kazdego
z nich. W przypadku L, 4, gdy ¢ > 1, sytuacja komplikuje sie drastycznie. Metody
z [H4] moga by¢ wykorzystane jedynie do znalezienia zbioru generatoréw dla Ly .
Dla g > 2, te metody nie daja nawet zbioru generatoréw.

W [H6], rozszerzajac metody z [H4], obliczone sa skein moduly Kauffmana Ly, 1,
dla nieparzystych p. Z kolei dla p parzystych jest wykazane, ze te skein moduly maja
torsje. Istnieje tez wariant wielomianu Kauffmana, tzw. wielomian Dubrovnik, ktéry
dla klasycznych splotéw jest rownowazny wiclomianowi Kauffimana. Stosujac skein
relacje Dubrovnik zamiast Kauffmana, w [H6] wyliczone sa réwniez skein moduly
Dubrovnik dla wszystkich przestrzeni soczewkowych Ly, 1, p > 1. Okazuje sie, ze w
tym wypadku wszystkie moduly sa wolne i nieskonczenie generowane, podobnie jak
w przypadku skein moduléw HOMFLYPT z [H4].

Zaréwno w [H4] jak i [H6], wyliczenie skein moduléw opiera si¢ catkowicie na
diagramach strzalkowych i zwiazanych z nimi ruchach Reidemeistera.

4.4 WEZLY 1 FIBRACJA HOPFA

Innym waznym wykorzystaniem diagraméw strzatkowych jest badanie weztow
czy splotéw klasycznych (czyli w $2). Tradycyjnie, sploty w R? (co jest rownowazne
splotom w $3) sa badane za pomoca diagraméw - sa to rzutowania splotéw z R? na
R?2, 7z zachowaniem informacji most-tunel na skrzyzowaniach. Inna mozliwoécia jest
rozwazanic rozwiéknienia Hopfa p : S% — S? i rzutowania splotéw wzdluz widkien
S1 na sfere S2. Rozcinajac wldkna otrzymujemy naturalnie diagramy strzatkowe w
dysku z dodatkowym ruchem Reidemeistera, rys. 2. Dokladnie zostato to opisane w
[H7]. Badajac wlasnosci diagraméw strzatkowych wezldéw, na przyklad minimalnej
ilodci skrzyzowan, otrzymujemy nowe niezmienniki klasycznych weztéw (i splotéw).

Pierwszy raz pomyst badania wezléw za pomoca rzutowania Hopfa pojawil sie u
Fiedlera w [Fie91]. Nastepnie Turaev wprowadzil w [Tur92] pojecie gleams - diagra-
méw na S? z komérkami 2-wymiarowymi pokolorowanymi liczbami catkowitymi. Te
gleams odpowiadaja diagramom strzatkowym splotéw w wigzkach S nad S? bez



RysuNEK 2. dodatkowy ruch Reidemeistera

wlékien specjalnych (czyli splotéw w przestrzeniach soczewkowych Ly i, w szcze-
golnosci L1 1 = S?). Dwa ciekawe wyniki dotyczace gleams sa zwiazane z niezmien-
nikami Vassilieva (lub skonczonego typu). Viro sformutowal (1990) hipoteze, ze nie-
zmienniki Vassilieva sa wielomianami od gleams (czyli od zmiennych przypisanych
komérkom 2-wymiarowym ustalonego diagramu przyjmujacych wartosci calkowite).
Burri, w [Bur97], udowodnil hipoteze w szczegdlnych przypadkach niezmiennikéw
Vassilieva pochodzacych od wielomiana Jonesa, otrzymujac w szczegblnosci intere-
sujacy wzor na niezmiennik Vassilieva drugiego stopnia: jest to wielomian stopnia 4
od gleams. Natomiast Goussarov, w [Gou98], udowodnit hipoteze Viro, wykazujac,
ze kazdy niezmiennik Vassilieva stopnia n jest wielomianem stopnia 2n od gleams.
W nastepnych latach problem badania wezléw za pomocy rzutowania Hopfa nie byl
rozwazany. Dopiero prace [H7]-[H10] wracaja do tych zagadnien.

W [Fie9l], Fiedler rozwaza dwa rodzaje indekséw skrzyzowan dla wezléw al-
gebraicznych (czyli otrzymanych z osobliwosci krzywych algebraicznych). Dla we-
zla algebraicznego K, pierwszy indeks, Cqq(K), jest minimalng ilodcig skrzyzowan
K przy rzutowaniu Hopfa, gdzie rozwazamy wylacznie realizacje K za pomoca
krzywych algebraicznych, podczas gdy dla drugiego indeksu, h(K) (notacja p6i-
niejsza), dopuszczamy dowolna (topologiczna) realizacje K. W oczywisty sposob
hMK) < Cqugy(K). Fiedler znajduje oszacowania dolne dla Cyi(K) dla pewnych
wezléw algebraicznych K i zadaje pytanie czy powyzsza nieréwnosé jest zawsze
rownoscia. Zauwaza réwniez, ze prawie nic nie jest znane w kwestii niezmiennika h.

W [H7], z pomoca diagraméw strzatkowych, zostaly sklasyfikowane wezly K
spelniajace h(K) < 1. Jest to mozliwe dzieki zamknietemu wzorowi na wielomian
Jonesa takich wezidw, ktory je wszystkie rozréznia (poza jedna para tatwa do roz-
réznienia w inny sposéb). Zidentyfikowane sa wezly z tabeli Rolfsena (do 10 kla-
sycznych skrzyzowan) spelniajace h(K) < 1. Jest tam réwniez pokazane, ze dla
wezldéw algebraicznych spetiajacych h(K) < 1 zachodzi h(K) = Cqqe(K). Wyma-
ga to w szczegdlnosci klasyfikacji wszystkich weztéw algebraicznych spelniajacych
h(K) < 1.

Okazuje sie, ze dla weztéw algebraicznych réwnosé h(K) = Cqqy(K) nie zawsze
zachodzi. W [H9] skonstruowane sa przyktady weztéw K dla ktérych Coiq(K)—h(K)
moze by¢ dowolnie duze. Daje to odpowiedz na pytanie Fiedlera. Dowdd opiera si¢
na tym, ze w przypadku klasycznego diagramu wezla K z c¢(K) skrzyzowaniami,
zawierajacego skrecenie z m skrzyzowaniami, h(K) jest mniejsze od ¢(K) o conajm-
niej (z grubsza) m/2. Daje to przyklady dla ktérych Cqiq(K) jest oszacowane od
dotu (dzigki nier6wnosci z [Fie91]), a h(K) od géry i réznica oszacowan jest dowol-
nie duza. Innym wnioskiem jest duza réznica miedzy ¢(K) oraz h(K) dla weztéw
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torusowych K = T'(2,n) czy twistéw (z grubsza h(K) < ¢(K)/2). Nie sa tu jednak
znane dolne ograniczenia dla h(K).

W teorii splotéw czesto byly rozwazane rozmaite ruchy za pomoca ktérych sploty
dzieli sie na klasy réwnowaznosci (dwa sploty sa w tej samej klasie jesli da sie przejsé
z jednego do drugiego za pomoca rozwazanych ruchéw). Przyklady takich ruchéw
pojawiajg sie juz u Foxa [Fox58]. Jedne z prostszych takich ruchéw, tzw. ¢ ruchy,
polegajace na dodaniu lub usunieciu skrecenia sktadajacego sie z k skrzyzowan
miedzy dwoma nitkami w splocie, sa analizowane w [Prz88]. Jest tam pokazane, ze
wartosci wielomianu Jonesa w odpowiednich pierwiastkach z 1 (zaleznych od k) nie
zmienaja sie (lub zmieniaja w bardzo kontrolowany sposéb), przy tj ruchach.

Stosujac diagramy strzalkowe, w [H8] zostaly wprowadzone nowe ruchy na splo-
tach, k-ruchy, zdefiniowane w prosty sposéb przez dodanie lub usuniecie k strzalek
znajdujacych sie koto siebie. W tej pracy jest pokazane, ze wartosci wielomianu Jo-
nesa w odpowiednich pierwiastkach z 1 nie zmienaja przy k-ruchach dla nieparzy-
stych k, podczas gdy zmienia sie znak przy k parzystych. Jedno z pytan rozwazane
przy danych ruchach jest to, czy wszystkie wezly leza w jednej klasie, inaczej moé-
wiac - czy da sie rozwiazaé¢ dowolny wezet stosujac serie takich ruchéw. Podobnie
do sytuacji z tj ruchami, najtrudniejsze okazuja sie przypadki k = 31 k = 4, jedyne
dla ktoérych nie ma odpowiedzi na powyzsze pytanie. Gdy k < 3 kazdy wezel da
sie rozwigza¢ k-ruchami. Gdy k£ > 4 istnieje niekoficzona ilo§¢ klas réwnowaznosci
dla k-ruchow. Oprécz tego, ze badanie k-ruchow jest ciekawe samo w sobie, sa one
naturalnym narzedziem do badania niezmiennika h, gdyz nieskoniczona ilosc weztéw
z ograniczonym h daje skonczong ilosc klas po podzieleniu przez k-ruchy. Narzedzie
to moze by¢ bardzo pomocne do obliczenia i dla konkretnych wezléw (np. weztéw
z tabeli Rolfsena).

Badajac wezly z niskim h i ich wielomiany Jonesa, udato sie odkryé w [H10]
ciekawe rodziny wezléw z cyklotomicznymi wielomianami Jonesa. Tego typu wezly
byly rozwazane w [CKO05] i [CK06]. W obu pracach rozwazana jest miara Mahlera
wielomianu Jonesa. Pokazane jest, ze przy pewnych operacjach ta miara zachowuje
sie podobnie do objetosci hiperbolicznej. W [CKO05], autorzy stawiaja pytanie doty-
czace konstrukeji weztéw ktérych wielomiany Jonesa maja miare Mahlera 1 (czyli sa
cyklotomiczne lub ewentualnie sa iloczynami wielomianéw cyklotomicznych). Praca
[H10] daje odpowiedz na ich pytanie: cztery nieskoniczone rodziny weztéw z wielo-
mianami Jonesa o mierze Mahlera 1 s3 tam skonstruowane. Jako wniosek pokazane
jest, ze nieskoniczenie wiele pierwiastkow z 1 sa zerami wiclomianéw Jonesa, co wie-
cej takie zera sa geste w okregu o promieniu 1. Mozna to poréwnaé¢ do twierdzenia
z [JZDT10], méwiacego ze zera wielomiandw Jonesa sa geste w C. Wezly z [H10] sa
przedstawione za pomoca stosunkowo prostych diagramoéw strzalkowych. Motywuje
to badanie takich prostych diagraméw, na przyktad z niska iloscia skrzyzowan. W
niektérych prostych przypadkach da si¢ uzyskaé zamkniete wzory dla wielomianu
Jonesa.

5. Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowo-badawczych.

Artykuly w czasopismach przed uzyskaniem doktoratu

[AD1] M. Mroczkowski, Diagrammatic unknotting of knots and links in the pro-
jective space, Journal of Knot Theory and Ramifications 12 (2003), no. 5. 637-651.



[AD2] M. Mroczkowski, Polynomial invariants of links in the projective spa-
ce, Proceedings of Knots in Poland 2003, Fundamenta Mathematicae 184 (2004),
223-267.

Artykuly w czasopismach po uzyskaniu doktoratu

[PD1] J. Malesic, M. Mroczkowski Meridional number of a link and skein modules
of the solid torus, Topology and its Applications 159 (2012), no. 8, 2021-2031.

[PD2] B. Gabrovsek, M. Mroczkowski, Knots in the solid torus up to 6 crossings,
Journal of Knot Theory and Ramifications 21 (2012), no. 11. 1-43.

5.1 WEZLY I SPLOTY W RZECZYWISTEJ PRZESTRZENI RZUTOWEJ

Prace [AD1] i [AD2], stadajace si¢ na doktorat, dotycza splotéw w przestrzeni
rzutowej RP2. Badania nad splotami w tej 3-rozmaitoéci zapoczatkowata J. Dro-
botukhina w [Dro90, Dro91, Dro94]. Podstawg jej badan sa diagramy splotéw w
przestrzeni rzutowej: sa to diagramy w dysku sktadajace sie z krzywych domknie-
tych oraz lukéw ktéorych punkty brzegowe leza na brzegu dysku, zgrupowane w
antypodyczne pary. Izotopie ambientalne na splotach odpowiadajg 5 ruchom Re-
idemeistera na takich diagramach (3 klasyczne oraz dwa dodatkowe, nie zwiazane
z ruchami Reidemeistera dla diagraméw strzalkowych). Stosujac uogélnienie wielo-
mianu Jonesa na sploty w RP? [Dro90], Drobotukhina uzyskuje klasyfikacje splotéw
do 6 skrzyzowan [Dro94].

W [AD1] rozwazany jest problem diagramdw schodzqcych dla weztéw i splotéw
w RP3. Poniewaz Hi(RP?) = Zj istnieja 2 klasy wezléw. Naturalnym wyborem
na 2 wezly trywialne sa wezty ktorych diagramy nie majg skrzyzowan. W przypad-
ku splotéw z co najmniej dwoma sktadowymi homologicznie nietrywialnymi wybor
splotu trywialnego nie jest oczywisty, chociaz mozna naturalnie wybraé¢ definicje ta-
kiego splotu. W [AD1] wykazane jest, ze majac dowolny diagram dowolnego wezla
istnieje mozliwos¢ zamiany niektérych skrzyzowan, tak aby uzyskaé diagram wezta
trywialnego w tej samej klasie homologii co wezet wyjéciowy. W przypadku splotow
nie jest to juz mozliwe, co pokazuje kontrprzyktad z 4 skladowymi homologicznie
nietrywialnymi. W [AD2] wykorzystane sa narzedzia z [AD1] do uogdlnienia wie-
lomianu HOMFLYPT na sploty w RP3. Zastosowaniem jest konstrukcja wezléw z
dowolna odleglosciq od afinicznosci, zdefiniowang jako minimalna iloé¢ antypodycz-
nych par punktéow brzegowych tukéw posréd wszystkich diagramow danego wezta
(lub splotu).

5.2 WEZLY 1 SPLOTY W PELENYM TORUSIE

W pracy [PD1] rozwazana jest liczba poludnikowa splotéw w pelnym torusie
T, wprowadzona w [Mal95]. Dla danego splotu L, liczba ta, oznaczana v(L), jest
maksymalng ilodcia dyskéw poludnikowych w T takich, ze L da sie przeksztalcié
izotopijnie w splot w ktorym nie ma tukéw taczacych rézne dyski. Na przyklad
dla prostego tancucha C,, wokdét T' o n sktadowych, v(C,) = n. O ile ogranicze-
nia dla v od dotu polegaja na skonstruowaniu danej ilosci dyskéw potudnikowych
dla ktorych zaden tuk nie laczy réznych dyskéw, ograniczenia od géry uzyskane
sa przez odpowiednie wspoOtczynniki splotow w réznych skein modutach pelnego
torusa: HOMLFYPT, Kauffmana, nawiasu Kauffmana i homotopii. Stosujac skein
modul nawiasu Kauffmana wykazane jest, ze v(B;,) = 2n dla splotéw Binga B,.

W pracy [PD2| zostaly sklasyfikowane wezly pierwsze w pelnym torusie do 6
skrzyzowan (istnieje 526 takich wezléw). W tym wypadku wezly sa prezentowane
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za pomocy klasycznych diagraméw w anulusie (a nie diagraméw strzatkowych w
dysku). Diagramy sa rozrézniane za pomoca skein moduléw nawiasu Kauffmana i,
w nielicznych przypadkach, HOMFLYPT oraz Kauffmana. Rozpoznane sg réwniez
wezly, ktére sa réwne swoim odbiciom lustrzanym (24 przypadki). Dla wezta K w
pelnym torusie liczba zawiniecia K jest minimalng ilodcig przecie¢ K z dowolnym
dyskiem poludnikowym, z dokladnoscia do izotopii. Hipoteza zawinigcia (wrapping
conjecture) moéwi, ze liczba zawiniecia jest réwna stopniowi x dla K wyrazonego
w skein module nawiasu Kauffmana (gdzie ¥ oznacza k koncentrycznych okregéw
woké! torusa). Z obliczen w pracy [PD2] wynika, ze hipoteza jest prawdziwa dla
wezlow do 6 skrzyzowan.

6. Informacja o wykazywaniu si¢ istotng aktywnoscia naukows albo artystyczna
realizowana w wigcej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,
w szczegblnosci zagranicznej.

e Wspdlpraca z M. Dabkowskim z UT Dallas skutkujaca publikacja [H1]. W czasie
wspdlpracy wygloszenie odczytéow na seminariach w UT Dallas:

- Skein modules of twisted I bundles over unoriented surfaces, wrzesien 2007

- KBSM of the product of a disk with two holes and S', wrzesief 2008

e Kilkuletnia wspélpraca z J. Malesic oraz B. Gabrovsek z Uniwersytetu w Lubla-
nie skutkujaca pracami [H4|, [H5], [PD1], [PD2]. W wyniku tej wspéipracy bylem
rowniez promotorem pomocniczym w doktoracie B. Gabrovseka. W czasie tej wpol-
pracy odczyt w Lublanie, luty 2009, Kauffman bracket skein module of the product
of a disk with two holes and S*.

e Wspdlpraca z S. Lambropoulou i I. Diamantis z National Technical Univeristy of
Athens oraz B. Gabrovsek z Uniwersytetu w Lublanie w ramach projektu: THA-
LIS - NTUA - Algebraic modeling of topological and computational structures and
applications, od 2015, w toku.

7. Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzuja-
cych nauke lub sztuke.

e Wyprowowanie, jako promotor pomocniczy, doktora Bostjana Gabrovsek z Uni-
wersytetu w Lublanie, 2013

o Wypromowanie 9 studentéw na seminarium magisterskim oraz kilkunastu stu-
dentéw na seminarium licencjackim.

e Wieloletnie prowadzenie licznych wykladéw i ¢wiczen z matematyki oraz informa-
tyki, przed doktoratem na Uniwersytecie w Uppsali oraz po doktoracie na Uniwe-
rystecie Gdanskim: szeregi Fouriera, analiza funkcjonalna, geometria rézniczkowa,
topologia ogdlna, teoria liczb, analiza, algebra liniowa, algebra, podstawy progra-
mowania, bazy danych...

e Wspdtorganizator 3 konferencji Knots in Gdansk, w latach 2017-2019, gromadza-
cych éwiatowych specjalistéw z teorii weztéw.

e Juror w konkursie na bajke matematyczna, zorganizowanym przez UG w 2015.
e Organiztor konkursu na jednokadrowy komiks w ramach Roku Matematyki na
Pomorzu 2015.
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