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1 Imię i nazwisko 2

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne 2

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych lub artystycz-
nych 2
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5.3 Osiągnięcia w popularyzowaniu nauki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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1 Imię i nazwisko

Waldemar Jarosław Kłobus

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne

• Stopień naukowy doktora w dziedzinie nauk fizycznych w zakresie fizyki
Instytucja: Wydział Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Tytuł rozprawy: Wybrane własności korelacji w mechanice kwantowej i ogólnych teoriach proba-
bilistycznych
Promotor: prof. dr hab. Andrzej Grudka
Promotor pomocniczy: prof. UG dr hab. Karol Horodecki
Recenzenci: prof. dr hab. Marek Kuś, prof. dr hab. Karol Życzkowski
Obrona rozprawy doktorskiej: 17.07.2014, Poznań
Nadanie stopnia naukowego: 19.09.2014, Poznań

• Tytuł zawodowy magistra na kierunku fizyka w specjalności fizyka teoretyczna
Instytucja: Wydział Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Tytuł pracy magisterskiej: Uporządkowania magnetyczne i ładunkowe oraz separacja faz w roz-
szerzonym modelu Hubbarda
Promotor: prof. dr hab. Stanisław Robaszkiewicz
Ocena: bardzo dobry
Nadanie tytułu zawodowego: 7.07.2009, Poznań

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach nauko-
wych lub artystycznych

• 1.02.2021 – do teraz: Adiunkt (pełny etat naukowo-dydaktyczny)
Instytucja: Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydział Matematyki, Fizyki i Infor-
matyki, Uniwersytet Gdański
Bezpośredni przełożony: prof. UG dr hab. Marek Krośnicki
Zagadnienia badawcze: korelacje wielocząstkowe, detekcja wielocząstkowego splątania
kwantowego, metody pośredniej detekcji splątania

• 01.02.2018 – 31.01.2021: Adiunkt (staż podoktorski)
Instytucja: Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydział Matematyki, Fizyki i Infor-
matyki, Uniwersytet Gdański
Źródło finansowania: Narodowe Centrum Nauki, grant: Beethoven nr 2016/23/G/ST2/04273
Bezpośredni przełożony: prof. dr hab. Wiesław Laskowski
Zagadnienia badawcze: charakteryzacja korelacji wielocząstkowych, detekcja wielocząst-
kowego splątania kwantowego

• 12.2014 – 12.2016: Asystent naukowy (staż podoktorski)
Instytucja: Wydział Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Źródło finansowania: Europejska Rada ds. Badań Naukowych, grant: ERC Advanced
Grant QOLAPS
Bezpośredni przełożony: prof. dr hab. Andrzej Grudka
Zagadnienia badawcze: teoretyczne podstawy i zastosowanie zasobów kwantowych, splą-
tania kwantowego, nielokalności i kontekstualności
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• 04.2012 – 11.2014: Asystent naukowo-badawczy
Instytucja: Wydział Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Źródło finansowania: Europejska Rada ds. Badań Naukowych, grant: ERC Advanced
Grant QOLAPS
Bezpośredni przełożony: prof. dr hab. Andrzej Grudka
Zagadnienia badawcze: teoretyczne podstawy i zastosowanie zasobów kwantowych, splą-
tania kwantowego, nielokalności i kontekstualności

4 Omówienie osiągnięć, o których mowa w art. 219 ust. 1. pkt 2
ustawy

4.1 Tytuł osiągnięcia naukowego

Cykl powiązanych tematycznie publikacji naukowych pt.:

Analiza układów złożonych i wpływu nieklasycznych korelacji na ich własności

4.2 Wykaz publikacji stanowiących osiągnięcie habilitacyjne

1) “Transition from order to chaos in reduced quantum dynamics”
W. Kłobus, P. Kurzyński, M. Kuś, W. Laskowski, R. Przybycień, K. Życzkowski
Physical Review E 105, 034201 (2022)
DOI: https://doi.org/10.1103/PhysRevE.105.034201
ArXiv: https://arxiv.org/abs/2111.13477

2) “Cooperation and dependencies in multipartite systems”
W. Kłobus, M. Miller, M. Pandit, R. Ganardi, L. Knips, J. Dziewior, J. Meinecke,
H. Weinfurter, W. Laskowski, T. Paterek
New Journal of Physics 23, 063057 (2021)
DOI: https://doi.org/10.1088/1367-2630/abfb89
ArXiv: https://arxiv.org/abs/2003.12489

3) “Gaussian state entanglement witnessing through lossy compression”
W. Kłobus, P. Cieśliński, L. Knips, P. Kurzyński, W. Laskowski
Physical Review A 103, 032412 (2021)
DOI: https://doi.org/10.1103/PhysRevA.103.032412
ArXiv: https://arxiv.org/abs/2008.11733

4) “k-uniform mixed states”
W. Kłobus, A. Burchardt, A. Kołodziejski, M. Pandit, T. Vertesi,
K. Życzkowski, W. Laskowski
Physical Review A 100, 032112 (2019)
DOI: https://doi.org/10.1103/PhysRevA.100.032112
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1906.01311

5) “Higher dimensional entanglement without correlations”
W. Kłobus, W. Laskowski, T. Paterek, M. Wieśniak, H. Weinfurter
The European Physical Journal D 73, 29 (2019)
DOI: https://doi.org/10.1140/epjd/e2018-90446-6
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1808.10201

3

https://doi.org/10.1103/PhysRevE.105.034201
https://arxiv.org/abs/2111.13477
https://doi.org/10.1088/1367-2630/abfb89
https://arxiv.org/abs/2003.12489
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.103.032412
https://arxiv.org/abs/2008.11733
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.100.032112
https://arxiv.org/abs/1906.01311
https://doi.org/10.1140/epjd/e2018-90446-6
https://arxiv.org/abs/1808.10201


6) “Measurement uncertainty from no-signaling and nonlocality”
J. Łodyga, W. Kłobus, R. Ramanathan, A. Grudka, M. Horodecki, R. Horodecki
Physical Review A 96, 012124 (2017)
DOI: https://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.012124
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1702.00078

7) “Communication strength of boxes violating monogamy relations”
W. Kłobus, M. Oszmaniec, R. Augusiak, A. Grudka
Foundations of Physics 46, 620 (2016)
DOI: https://doi.org/10.1007/s10701-015-9983-5
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1408.1223

4.3 Omówienie celu naukowego ww. prac i osiągniętych wyników

Zaprezentowane osiągnięcie naukowe stanowi cykl powiązanych tematycznie publikacji na-
ukowych będących pracami zbiorowymi. Szczegółowe omówienie wkładu aplikanta do każdej
z prac przedstawione zostało w rozdziale 1 załączonego dokumentu Wykaz osiągnięć nauko-
wych albo artystycznych, stanowiących znaczny wkład w rozwój określonej dyscypliny, z kolei wkład
pozostałych współautorów został przedstawiony w oświadczeniach załączonych jako odrębny
dokument. Niniejsza prezentacja będzie miała następujący układ: w pierwszej kolejności wy-
szczególnione zostaną cele naukowe, które przyświecały prowadzeniu badań o określonej te-
matyce, następnie w skróconej formie omówiony zostanie kontekst, w którym podjęte zostały
cele naukowe oraz główne wyniki prac będących realizacją podjętych badań, z kolei omówienie
treści publikacji naukowych stanowiących cykl prac nastąpi kolejno w następnych podrozdzia-
łach. Należy przy tym zwrócić uwagę, iż przyjęta notacja cechować się może powtarzalnością
oznaczeń przypisywanych różnym pojęciom występującym w różnych podrozdziałach. Tak
przyjęty sposób oznaczeń został wybrany z uwagi na zachowanie spójności z konwencyjną no-
tacją stosowaną w opublikowanych artykułach. Tym samym, w niniejszej prezentacji znaczenie
odpowiednich wyrażeń będzie określane niezależnie w poszczególnych podrozdziałach (np. p,
H, I, D, C, etc.).

W dalszej części niniejszego omówienia przyjęta została następująca konwencja dotycząca
referencji:

• [H1]–[H7] odnoszą się do publikacji należących do cyklu habilitacyjnego,

• [O1]–[O17] odnoszą się do innych publikacji, których aplikant jest współautorem, a które
nie należą do cyklu habilitacyjnego,

• [R1]–[R97] odnoszą się do pozostałych pozycji.

4.3.1 Wstęp

Przyznana w ubiegłym roku Nagroda Nobla w dziedzinie fizyki „za eksperymenty ze splą-
tanymi fotonami, ustalenie łamania nierówności Bella i pionierską informatykę kwantową”
stanowi o istotnym znaczeniu tej prężnie rozwijającej się gałęzi fizyki wyrosłej z rozważań nad
fundamentalnymi pytaniami dotyczącymi struktury teorii fizycznych i umiejscowienia ich w
szerszym kontekście. Już od samego początku formułowania zasad mechaniki kwantowej do-
strzegano jej implikacje niemające odpowiedników w klasycznym opisie zjawisk. Rozważania
na temat nieoznaczoności będącej efektem niekompatybilności pomiarów stały się podstawą
do dociekań nt. aspektów fundamentalnych samej teorii. Paradoks EPR [R1] w tym względzie
był niczym innym jak próbą zrozumienia kwantowo-mechanicznego opisu fizycznej rzeczywi-
stości wykorzystującą w istocie na swój użytek szczególne korelacje układu złożonego. Trzy
dekady później dalsze rozważania nt. charakteru korelacji pozwoliły na sformułowanie testu
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[R2, R3] pozwalającego eksperymentalnie zweryfikować intuicyjne założenia dotyczące fizycz-
nych parametrów opisujących rzeczywistość.

Te z gruntu filozoficzne, jak wydawać by się mogło, rozważania z czasem jednak stały
się podstawą umożliwiającą rozwój kwantowych technologii przetwarzania informacji, takich
jak kryptografii kwantowej [R4], obliczeń kwantowych [R5], czy bezpiecznych algorytmów
[R6, R7], by wymienić tylko niektóre. Świadczy to najlepiej o potrzebie zarówno badań fun-
damentalnych nad mechaniką kwantową jak i określaniu jej relacji z pozakwantowymi zasa-
dami, jak i związków z klasycznymi efektami, które w kwantowym ujęciu mogą nabrać nowego
znaczenia. Jednym ze sposobów mogących przyczynić się do dalszego rozwoju dziedziny jest
analiza układów złożonych pod kątem wpływu ich wzajemnych korelacji na ich własności.

Celem zaprezentowanych badań w ramach przedstawionego osiągnięcia naukowego było
istotne poszerzenie wiedzy na temat natury korelacji wielocząstkowych układów złożonych i
wynikających z nich efektów, zarówno w odniesieniu do korelacji kwantowych, jak i ich rela-
cji z pozakwantowymi ograniczeniami. Szczegółowe cele, na których skupiają się badania w
przedstawionym cyklu prac, można określić na sposób poniższego zestawienia:

• badanie efektów łamania ograniczeń na korelacje układów wielocząstkowych,

• badanie pozakwantowych ograniczeń na korelacje układów wielocząstkowych wpływa-
jących na efekty uzyskiwane w ramach formalizmu kwantowego,

• charakteryzacja korelacji układów wielocząstkowych i badanie ich użyteczności w okre-
ślonych protokołach kwantowych,

• przedstawienie metody transferu splątania kwantowego na układy o zmienionej wymia-
rowości,

• badanie charakterystyk korelacji wielocząstkowych i ich użyteczności do charakteryzacji
wielocząstkowego splątania kwantowego,

• przedstawienie metody konstrukcji i badanie własności wielocząstkowych stanów mak-
symalnie splątanych i ich uogólnień,

• badanie wpływu oddziaływań układów wielocząstkowych na ich dynamikę i określenie
warunków prowadzących do zachowań chaotycznych.

4.3.2 Podsumowanie

W ostatnich latach w badaniach naukowych wiele uwagi poświęcono analizie korelacji nie-
sygnalizujących sformułowanych jako rodziny rozkładów prawdopodobieństw {p(x, y, z|X, Y, Z)}
wyników pomiarów otrzymywanych w eksperymentach bellowskich przez przestrzennie roz-
dzielonych obserwatorów [R8, R9]. Korelacje niesygnalizujące określone są przez takie rozkłady
prawdopodobieństw, których prawdopodobieństwa otrzymywanych wyników przez pewnych
obserwatorów (np. x, y) nie zależą od wyboru ustawień pomiarowych dokonywanych przez
pozostałych obserwatorów (np. Z):

∑
z

p(x, y, z|X, Y, Z) = ∑
z

p(x, y, z|X, Y, Z′). (1)

Wtedy też korelacje wyników pomiarów X i Y spełniają ⟨XY⟩Z = ⟨XY⟩Z′ ≡ ⟨XY⟩. Jedną z
fundamentalnych cech wielocząstkowych korelacji niesygnalizujących jest ich własność mo-
nogamii [R10, R11, R12] stanowiąca, że jeśli w układzie współdzielonym przez przykładowo
trzy osoby (Alka, Bolka i Edka) korelacje dwojga z nich (Alka i Bolka) łamią określoną nie-
równość Bella, to korelacje trzeciej osoby (Edka) z pozostałymi stają się znacząco ograniczone.
Własność ta ma istotne znaczenie w zastosowaniach w dziedzinie bezpieczeństwa kryptografii
[R13] opartej na zasadzie niesygnalizowania, czy też wzmacnianiu losowości [R14, R15], które
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to efekty są niemożliwe w przypadku wykorzystania korelacji klasycznych. W ostatnim czasie
w kontekście problemu utraty informacji w czarnych dziurach wskazano [R16], że relacje mo-
nogamii mogą być łamane, tak iż dokonując pomiarów na cząstkach w „poligamicznym stanie
splątanym” uzyskać można korelacje łamiące (1) [R17]. Tego typu korelacje sygnalizujące mogą
z kolei być użyte celem przesyłania informacji między użytkownikami. Warto wspomnieć, że
relacje monogamii mogą być łamane w mechanice kwantowej [R18, R19] w przypadku, gdy
pozwoli się na dokonanie postselekcji w eksperymentach bellowskich.

W pracy [H1] rozważamy potencjał komunikacyjny układu, jako efekt łamania relacji mo-
nogamii. W tym celu rozważamy układ trójcząstkowy i określoną dla niego relację monogamii
[R11]. Wskazujemy w jaki sposób w przypadku łamania monogamii stworzyć można kanał ko-
munikacyjny pozwalający na przesyłanie klasycznej informacji między użytkownikami. Okre-
ślamy minimalną pojemność informacyjną takiego kanału w zależności od stopnia łamania
relacji monogamii dla nierówności CHSH oraz ogólnej łańcuchowej nierówności Bella. Pre-
zentujemy ponadto alternatywny dowód relacji monogamii (dla nierówności CHSH [R3] oraz
ogólnej łańcuchowej nierówności Bella [R20]), który pozwala na zrozumienie w jaki sposób
zasada niesygnalizowania ogranicza korelacje wyników otrzymywanych w eksperymentach
bellowskich.

Wspomniane wcześniej korelacje niesygnalizujące studiowane były również celem zrozu-
mienia jakie fizyczne zasady wpływają na ograniczenia korelacji uzyskiwanych w ramach for-
malizmu mechaniki kwantowej oraz efektów kwantowych (takie jak redukcja złożoności obli-
czeniowej, kwantowe przyspieszenie obliczeń, wzmacnianie losowości, czy dystrybucja klucza
kryptograficznego), które mogłyby zostać otrzymane bez odnoszenia się do zasad mechaniki
kwantowej. Istotnie, by uzyskać pewne nieklasyczne efekty nie jest koniecznym stosowanie
pełnego formalizmu kwantowego: przykładowo, bezpieczna dystrybucja klucza kryptograficz-
nego może być zapewniona wyłącznie na gruncie zasady niesygnalizowania oraz nielokalności
Bella [R13]. Jednakże w tym względzie zasada nieoznaczoności [R21] jako nieklasyczny efekt,
który jest wbudowany w formalizm kwantowy jak dotąd nie została ilościowo uzyskana na
gruncie zasady niesygnalizowania i nielokalności Bella. Zasada nieoznaczoności może być okre-
ślana dwojako: jako nieoznaczoność przygotowania układu, stanowiąca, że nie jest możliwe
przygotowanie układu fizycznego w stanie dającym niezaburzone statystyki wyników dwóch
niekompatybilnych pomiarów jednocześnie [R22, R23], oraz nieoznaczoność pomiarowa, stano-
wiąca, że akt pomiaru jednej obserwabli zaburza statystyki wyników pomiaru innej obserwabli
[R24, R25]. Nieoznaczoność pomiarowa może być sformułowana jako kompromis między za-
burzeniem stanu układu a ilością uzyskiwanej informacji o stanie układu [R26, R27].

W pracy [H2] otrzymujemy ilościowy opis nieoznaczoności pomiarowej w formie kompro-
misu między informacją, którą można uzyskać w procesie pomiaru obserwabli a zaburzeniem
układu powodowanym przez proces pomiaru. Relację nieoznaczoności otrzymujemy odwołu-
jąc się jedynie do zasady niesygnalizowania i nielokalności Bella. W tym celu rozważamy sce-
nariusz, w którym dwoje przestrzennie rozdzielonych użytkowników (Alek i Bolek) dusponują
układem fizycznym przejawiającym nielokalność Bella, na którym dokonują następujących po
sobie pomiarów obserwabli na swoich podukładach. Jak wykazujemy, sam akt pomiaru pierw-
szej obserwabli dokonany przez Bolka zaburza statystyki drugiego pomiaru, nawet w przy-
padku wykonania tzw. pomiaru łagodnego, za pomocą którego nie uzyskuje on pełnej wiedzy
o wyniku. Wykazujemy w sposób ilościowy, że zaburzenie powodowane pomiarem zależy nie
tylko od ilości informacji uzyskanej w pierwszym pomiarze, ale również od siły wzajemnych
korelacji charakteryzowanych stopniem łamania odpowiedniej nierówności Bella. Wskazuje to,
że nieoznaczoność pomiarową w przypadku układów wielocząstkowych określić można jako
efekt siły wzajemnych korelacji, w dodatku niezależny od formalizmu kwantowego. Uzyskany
kompromis między zaburzeniem a uzyskiwaną informacją może mieć potencjał aplikacyjny w
metodach kryptografii opartej na przesyłaniu cząstek w określonym stanie (jak w przypadku
protokołu BB84).
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Jednym z podstawowych problemów badania układów wielocząstkowych jest identyfika-
cja i mierzalność różnego typu współzależności międzypodukładowej pod kątem ich możli-
wych zastosowań, zarówno dotyczących układów klasycznych jak i kwantowych. Zagadnienie
mierzalności korelacji układów złożonych znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach nauk
[R28, R29, R30, R31, R32, R33], takich jak m.in. genetyka, neuronauka, socjologia, czy eko-
nomia, jak również w fizyce i teorii przetwarzania informacji, gdzie analizie poddano różne
miary korelacji wielocząstkowych [R34, R35, R36]. Wiele z miar ilościujących korelacje wie-
locząstkowe definiowanych jest w sposób wymagający przeprowadzenia złożonych procesów
optymalizacyjnych trudnych do praktycznej implementacji numerycznej.

W pracy [H3] definiujemy obliczeniowo prostą miarę zależności międzypodukadowej układu
wielocząstkowego określoną jako informacyjny zysk, który w wyniku kooperacji uzyskuje
grupa osób współdzieląca układ wielocząstkowy względem innego skorelowanego z nimi
układu. Zdefiniowana przez nas miara, zwana dalej współzależnością, opiera się na wyko-
rzystaniu warunkowej wzajemnej informacji, wielkości szeroko wykorzystywanej w klasycznej
i kwantowej teorii informacji [R37, R38, R39, R40, R41, R42, R43, R44, R45]. Określamy podsta-
wowe własności miary ilościującej współzależność i wskazujemy na wspólne cechy współzależ-
ności z miarami prawdziwie wielocząstkowych korelacji [R46]. Jak się okazuje, miara współ-
zależności charakteryzuje innego typu zależności międzypodukładowe niż splątanie kwan-
towe, choć w określonych przypadkach miara współzależności ma charakter świadka splątania
kwantowego stanów mieszanych. Pokazujemy, że miara współzależności ma potencjał aplika-
cyjny poprzez ilościowe określenie minimalnej wydajności kwantowego protokołu współdzie-
lenia sekretu [R47]. Wskazujemy również na optymalne stany kwantowe w sensie maksymali-
zowania miary współzależności.

Jak wykazaliśmy powyżej, splątanie kwantowe jest zasobem jakościowo różnym względem
układów charakteryzujących się niezerową miarą wielocząstkowej współzależności. W dalszej
kolejności zajmujemy się relacjami splątania kwantowego układu wielocząstkowego ρ i jego
korelacji charakteryzowanych tensorem korelacji Tµ1...µN = Tr(ρ σµ1 ⊗ · · · ⊗ σµN ), którego od-
powiednie składowe w dalszej części będziemy nazywać elementami. Jak wiadomo, czyste
stany N-cząstkowe są splątane wtedy i tylko wtedy, gdy suma kwadratów wszystkich ele-
mentów tensora korelacji N-tego rzędu (µi ̸= 0 dla wszystkich i) przekracza pewne wartości
[R48, R49, R50, R51], które określić można dla dowolnej liczby cząstek N układu oraz dowolnej
wymiarowości d podukładów. Okazuje się jednak, że w przypadku mieszanych stanów N ku-
bitów (d = 2) niemożliwa jest charakteryzacja splątania wykorzystująca N-cząstkowe elementy
tensora korelacji; istnieją bowiem prawdziwie wielocząstkowo splątane stany N kubitów ze zni-
kającymi N-cząstkowymi elementami tensora korelacji [R52, R53, R54]. Nie jest jednak jasne,
czy jest to cecha właściwa jedynie układom wyłącznie 2-wymiarowym.

W pracy [H4] dowodzimy, że zerowanie N-cząstkowych elementów tensora korelacji moż-
liwe jest również w przypadku prawdziwie wielocząstkowo splątanych stanów o wyższej wy-
miarowości. Wprowadzając odwzorowanie zmieniające znak elementów tensora korelacji od-
powiedniego rzędu przedstawiamy uogólniony schemat konstrukcji stanów układów N kudi-
tów mających tę cechę, że wszystkie N-cząstkowe elementy tensora korelacji zerują się. Ponadto
podajemy przykład mieszanych stanów z zerującymi się N-cząstkowymi elementami tensora
korelacji, które jednak są prawdziwie wielocząstkowo splątane. Tym samym pokazujemy, że
dla stanów mieszanych N kuditów nie istnieją kryteria prawdziwie wielocząstkowego spląta-
nia oparte o N-cząstkowe elementy tensora korelacji.

Drugie z poruszanych zagadnień dotyczących wielocząstkowego splątania kwantowego
odnosi się do opisu stanów absolutnie maksymalnie splątanych (AME). Czyste stany AME
N-cząstek stanowią wielocząstkowe uogólnienie pojęcia czystych stanów maksymalnie splą-
tanych [R55] dwóch cząstek w tym sensie, że każda ⌊N/2⌋-cząstkowa redukcja prowadzi do
stanu maksymalnie zmieszanego. Z kolei dowolny stan o tej własności, że każde k-cząstkowe
redukcje są maksymalnie zmieszane określamy stanami k-jednorodnymi. Okazuje się, że o ile
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dla N = 5 i N = 6 kubitów można znaleźć postać czystych stanów AME [R56], to w ogólności
stany AME nie istnieją dla dowolnych N, co pokazano m.in. dla N = 4 [R57] i N = 7 [R58].
Ograniczenie na istnienie stanów AME dla dowolnej liczby cząstek N nie występuje jednak, o
ile przestrzeń Hilberta jednocząstkowych podukładów będzie dostatecznie duża [R59].

W przypadku, gdy dla określonej liczby cząstek N nie istnieje czysty stan k-jednorodny,
pojawia się pytanie o to, jaka jest największa czystość, jaką może mieć k-jednorodny stan
N-cząstkowego układu. Praca [H5] poświęcona została analizie tego problemu. W pierwszej
kolejności charakteryzujemy stany k-jednorodne wykorzystując elementy tensora korelacji od-
powiedniego rzędu, co pozwala na sprawną analizę numeryczną zagadnienia. Przedstawiamy
ogólną metodę konstrukcji stanów k-jednorodnych wykorzystującą wielocząstkowe macierze
Pauliego (dalej zwane generatorami) spełniające określone warunki. Znajdujemy jawne po-
staci generatorów pozwalających uzyskać wszystkie stany k-jednorodne o najwyższej czystości
dla N ≤ 6 kubitów (uwzględniając czyste stany AME) oraz innych. Wskazujemy, że wysoka
czystość określonych stanów k-jednorodnych przy znikających elementach tensora korelacji
niższych rzędów skutkuje tym, że znalezione stany przejawiają silnie nieklasyczne własności,
takie jak prawdziwie wielocząstkowe splątanie, czy możliwość złamania nierówności Bella.

W minionych latach dokonano ogromnego postępu w generowaniu stanów splątanych. W
tego typu eksperymentach pojawiają się jednak pytania dotyczące potwierdzenia wytworze-
nia splątania, wykrywania jego obecności i ilościowego określenia stopnia splątania. Jak dotąd
przedstawione zostały różne metody detekcji splątania, obejmujące testy Bella, pomiar świad-
ków splątania, nierówności entropowe i inne [R60, R61]. Detekcja splątania kwantowego staje
się bardziej problematyczna w przypadku układów o wyższych wymiarach i często wymaga
dokonania tomografii stanu układu kwantowego [R62], co pociąga konieczność wykonania po-
miarów, których liczba rośnie wykładniczo wraz z wymiarowością układu.

W pracy [H6] rozpatrujemy problem uzyskiwania informacji o splątaniu kwantowym w
obrębie pewnego układu o wysokiej wymiarowości, bez konieczności wykonywania tomo-
grafii stanu tego układu. W tym celu, do układu, którego splątanie chcemy zweryfikować,
a którego bezpośrednia analiza jest trudna do wykonania, dołączamy inny układ o zmienionej
wymiarowości, umożliwiającej dokonanie pomiarów określających jego stan. Pokazujemy, że z
pomocą określonego typu oddziaływania pomiędzy układami możliwy jest transfer splątania
pomiędzy układem pierwszym i drugim, który również umożliwia certyfikowanie splątania
układu pierwszego poprzez analizę drugiego układu o zmienionej wymiarowości. Ze względu
na zmniejszenie wymiarowości układu, który ostatecznie poddany zostaje analizie widzimy,
że nie jest możliwy pełny transfer stanu z jednego układu do drugiego. Niemniej pokazujemy,
że nawet w ten sposób określona stratna kompresja stanu pozwala na uzyskanie informacji na
temat splątania stanu wyjściowego.

Ostatnim z zagadnień badawczych niniejszej prezentacji jest analiza dynamiki układu wie-
locząstkowego prowadzącej do zachowań chaotycznych. W minionych latach wiele uwagi po-
święcono badaniu własności kwantowych odpowiedników klasycznych układów chaotycznych
mogących pomóc w zrozumieniu powiązań mechaniki klasycznej i kwantowej [R63]. W tym
względzie przeprowadzono szereg analiz dotyczących modelu uderzanego rotatora jako przy-
kładu klasycznej dynamiki chaotycznej oraz odpowiadającej jej unitarnej ewolucji kwantowej,
która zachodzi w skończonej przestrzeni Hilberta [R64, R65, R66, R67, R68, R69]. Ów mo-
del opisuje zachowanie spinu w stałym polu magnetycznym, który jest poddawany okresowej
sekwencji nieliniowych impulsów (uderzeń). W ostatnim czasie wskazano [R70], że istnieje
ścisły związek pomiędzy entropią splątania kwantowego układu wielu cząstek, a dynamiką
chaotyczną klasycznego układu uderzanego rotatora, będącego klasycznym odpowiednikiem
układu N spinów. Tym samym sugeruje się, że splątanie kwantowe powinno odgrywać za-
sadniczą rolę prze formułowaniu kwantowego odpowiednika teorii Kołmogorowa-Arnolda-
Mosera.
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O ile w rozważanych przypadkach dynamika całego układu wielopodukładowego jest uni-
tarna, dynamika zredukowana do wybranego podukładu może mieć charakter nieliniowy.
W pracy [H7] analizujemy własności nieliniowej dynamiki pojedynczego kubitu otrzymanej
przez częściową redukcję reszty układu. W rozważanym modelu układu oddziałujących spi-
nów każda z cząstek poddana jest działaniu kanału tłumiącego amplitudę. Pokazujemy, że w
zależności od parametru tłumienia, układ przejawia zróżnicowany charakter zachowań. Prze-
prowadzona analiza wskazuje, że obserwowane wcześniej w przypadku układów klasycznych
zjawisko podwajania okresu i dochodzenie do chaosu w scenariuszu Feigenbauma [R71] prze-
jawia się również w zredukowanych dynamikach układów kwantowych.

4.3.3 Potencjał komunikacyjny układu wielocząstkowego jako efekt łamania relacji mono-
gamii

W pracy [H1] poddajemy analizie korelacje układu wielocząstkowego pozwalające na zła-
manie relacji monogamii. W tym przypadku dany układ również będzie łamał zasadę niesy-
gnalizowania. Powstaje zatem naturalne pytanie o to, w jaki sposób dany układ sygnalizujący
można wykorzystać do przesyłania informacji pomiędzy osobami, które go współdzielą oraz
ile informacji można w ten sposób przesłać. Celem odpowiedzi na to pytanie, wpierw wypro-
wadzamy relację monogamii w charakterystyczny sposób, odmienny od tych, które były pre-
zentowane dotychczas w literaturze [R11], a który pozwala zrozumieć więzy, jakie zasada nie-
sygnalizowania nakłada na korelacje otrzymywane w doświadczeniu bellowskim. Rozważmy
zatem układ fizyczny współdzielony przez 3 osoby, na którym każda z nich dokonuje pomiaru
pewnej obserwabli (odpowiednio X, Y i Z) dającego wyniki ±1 z łącznym rozkładem prawdo-
podobieństwa p(XYZ). Prawdziwa jest nierówność

(−1)i⟨XY⟩Z + (−1)j⟨YZ⟩X + (−1)k⟨XZ⟩Y ≤ 1, (2)

dla dowolnych i, j, k = 0, 1 takich, że suma i + j + k jest nieparzysta, z kolei dolny indeks wy-
znacza kontekst (pomiar trzeciej obserwabli), w którym dokonano pomiaru dwóch pozostałych
obserwabli. Jeśli z kolei rozważymy scenariusz CHSH, gdzie zarówno Alek, jak i Bolek mogą
dokonywać pomiaru jednej z dwóch obserwabli, oraz dodatkowo odseparowany przestrzennie
Edek dokonuje pomiaru pewnej innej obserwabli, to dla każdego kontekstu istnieć musi łączny
rozkład prawdopodobieństwa p(AiBjE), a co za tym idzie spełnione muszą być nierówności

⟨A0B0⟩E + ⟨B0E⟩A0 − ⟨A0E⟩B0 ≤ 1, (3)
⟨A1B0⟩E + ⟨B0E⟩A1 − ⟨A1E⟩B0 ≤ 1, (4)
⟨A1B1⟩E − ⟨B1E⟩A1 + ⟨A1E⟩B1 ≤ 1, (5)

−⟨A0B1⟩E + ⟨B1E⟩A0 + ⟨A0E⟩B1 ≤ 1. (6)

W przypadku korelacji niesygnalizujących mamy natomiast, że wartości średnie iloczynów
(zwane dalej korelatorami) tych samych wielkości nie zależą od kontekstu, w których są mie-
rzone (⟨XY⟩Z = ⟨XY⟩Z′). Sumując powyższe cztery nierówności w prosty sposób otrzymujemy
relację monogamii dla nierówności CHSH postaci

CHSHAB + 2⟨B0E⟩ ≤ 4, (7)

z CHSHAB jako średnią wartością operatora CHSH, która to nierówność ogranicza korela-
cje otrzymywane w pomiarach dokonywanych przez 3 obserwatorów w dowolnych teoriach
zgodnych z więzami niesygnalizowania. Natomiast w przypadku, gdy pewna rodzina rozkła-
dów prawdopodobieństwa (zwana dalej układem) łamie relację monogamii, to z konieczności
musiałaby zostać złamana relacja niesygnalizowania, tak iż korelatory mierzone w innych kon-
tekstach miałyby inne wartości (⟨XY⟩Z ̸= ⟨XY⟩Z′), co z kolei pozwala na przesyłanie informacji
(od obserwatora wybierającego między pomiarami Z i Z′ do obserwatorów mierzących kore-
lacje X i Y).
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Przypuśćmy zatem, że relacja monogamii (7) łamana jest o pewną wartość ∆. Wtedy, sumu-
jąc nierówności (3)–(6)

⟨A0E⟩B0 − ⟨A0E⟩B1 + ⟨A1E⟩B0 − ⟨A1E⟩B1 + ⟨B1E⟩A1 − ⟨B1E⟩A0 ≥ ∆, (8)

okazuje się, że przynajmniej dla jednej pary korelatorów (przykładowo ⟨A0E⟩B0 i ⟨A0E⟩B1) ich
wartości różnią się przynajmniej o ∆/3. W takiej sytuacji, użytkownicy mierzący wielkości A0 i
E otrzymują różne wartości korelatorów w zależności od tego, w jakim kontekście (przy jakim
wyborze ustawienia pomiaru B) zostały one zmierzone. Sygnalizowanie wyborem ustawienia
pomiaru B0/B1 ustanawia zatem (asymetryczny) binarny kanał informacyjny CB→AE, którego
pojemność zależy od układu, na którym dokonywane są pomiary. Schemat ten pozwala zatem
na ilościowe określenie komunikacyjnej mocy układów łamiących relacje monogamii w oparciu
o koncepcję pojemności klasycznych kanałów.

Zauważmy przy tym, że warunek (8) nie określa jednoznacznie która para korelatorów od-
powiada za łamanie relacji monogamii, co w praktyce oznacza, że sygnalizowanie potencjalnie
może odbywać się również w innych schematach niż B → AE. Ponadto zauważmy, że układ
łamiący relację monogamii w istocie może również przejawiać sygnalizowanie w schemacie od
jednego bądź pary obserwatorów do innego. Dla prostoty rozważań w dalszej analizie sku-
piamy się na układach ze znikającymi wartościami średnimi poszczególnych obserwabli, które
wykluczają możliwość takiego właśnie schematu sygnalizowania. Należy przy tym zaznaczyć,
że dla każdego układu łamiącego relację monogamii (7) o określoną wartość ∆ istnieje układ
ze znikającymi wartościami średnimi pojedynczych obserwabli, który zwraca te same wartości
korelatorów, oddając tym samym strukturę sygnalizowania, która w dalszej mierze pozwala na
scharakteryzowanie układu pod kątem jego komunikacyjnej mocy.

Celem ilościowego określenia komunikacyjnej mocy układu sygnalizującego musimy zatem
wziąć pod uwagę możliwość sygnalizowania we wszystkich schematach, które wynikają z (8),
mianowicie B → A0E, B → A1E oraz A → B1E, z którymi stowarzyszamy (asymetryczne)
kanały o pojemnościach odpowiednio CB→A0E, CB→A1E i CA→B1E zależnymi od wartości zwią-
zanych z nimi korelatorów. Moc komunikacyjną sygnalizującego układu definiujemy zatem
przez minimalną pojemność kanału optymalnego schematu sygnalizowania dla układu łamią-
cego relację monogamii:

C∆ = min
P∆

max{CB→A0E, CB→A1E, CA→B1E}, (9)

gdzie P∆ określa przestrzeń wszystkich układów łamiących relację monogamii o zadaną war-
tość ∆. W pracy pokazujemy, że optymalizacja po przestrzeni układów sygnalizujących P∆
może zostać zastąpiona przez optymalizację po wielokomórce Q∆, która jest wyznaczona przez
nierówności

⟨A0E⟩B0 − ⟨A0E⟩B1 + ⟨A1E⟩B0 − ⟨A1E⟩B1 + ⟨B1E⟩A1 − ⟨B1E⟩A0 ≥ ∆, (10)
⟨A0E⟩B0 + ⟨A0E⟩B1 + ⟨A1E⟩B0 − ⟨A1E⟩B1 − ⟨B1E⟩A1 − ⟨B1E⟩A0 ≥ ∆, (11)
⟨A0E⟩B0 − ⟨A0E⟩B1 + ⟨A1E⟩B0 + ⟨A1E⟩B1 + ⟨B1E⟩A1 + ⟨B1E⟩A0 ≥ ∆, (12)
⟨A0E⟩B0 + ⟨A0E⟩B1 + ⟨A1E⟩B0 + ⟨A1E⟩B1 − ⟨B1E⟩A1 + ⟨B1E⟩A0 ≥ ∆, (13)

wynikające z (2) dla określonych zestawów obserwabli, oraz dodatkowo trywialnych warun-
ków postaci −1 ≤ ⟨XY⟩z ≤ 1.

Naturalnie, w sytuacji gdy relacja monogamii jest spełniona, ∆ = 0 oraz C0 = 0. Wartości
komunikacyjnej mocy układów sygnalizujących dla ∆ > 0 uzyskane z pomocą optymaliza-
cji numerycznej przedstawia Rys.1. Dla przypadku maksymalnego łamania relacji monogamii
∆ = 2 optymalizacji dokonaliśmy z wykorzystaniem technik analitycznych uzyskując wartość
(po zaokrągleniu) C2 = 0, 158. Ponadto, dla dowolnej wartości ∆ znajdujemy układ (rodzinę
rozkładów prawdopodobieństwa), który osiąga wartość komunikacyjnej siły wyznaczoną przez
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C∆:

p(AiBjE) =
1
4

[
1 + AiE

(
∆
2

δj,0 + xδj,1

)]
(δij,0δAi Bj,0 + δij,1δAi Bj,−1), (14)

gdzie δm,n jest deltą Kroneckera, a x jest parametrem spełniającym równanie

C((1 + ∆/2)/2, (1 + x)/2) = C((1 + x)/2, (1 − x)/2), (15)

gdzie C(q, r) jest pojemnością (asymatrycznego) kanału binarnego.
W pracy przedstawiamy również uogólnienie problemu na relację monogamii dla łańcucho-

wej nierówności Bella, gdzie każdy z dwojga obserwatorów (Alek i Bolek) może dokonywać
pomiarów M dychotomicznych obserwabli. Również i w tym przypadku z nierówności postaci

⟨Ai+jBi⟩E − (−1)j⟨BiE⟩Ai+j + (−1)j⟨Ai+jE⟩Bi ≤ 1, (16)

gdzie i = 1, . . . , M − 1 i j = 0, 1 w prosty sposób otrzymujemy relację monogamii dla łańcu-
chowej nierówności Bella [R20]

|IM
AB|+ 2|⟨B0E⟩| ≤ 2M. (17)

Podobnie i tutaj, łamanie relacji monogamii pociąga za sobą możliwość sygnalizowania w pew-
nym schemacie od jednego obserwatora do pary obserwatorów, przez co dany układ posiada
niezerową komunikacyjną moc. Dalsza analiza pozwala na znalezienie dolnego ograniczenia
komunikacyjnej mocy postaci

CM
∆ ≥ 1 − H

(
(1 + ∆

4M−2 )/2
)
, (18)

(gdzie H określa wartość entropii binarnej), które dla porównania zostało również przedsta-
wione na Rys.1.

0.5 1.0 1.5 2.0
D

0.05

0.10

0.15

CD

Rysunek 1: Moc komunikacyjna C∆ sygnalizującego układu łamiącego relację monogamii (7)
o wartość ∆ (linia ciągła). Dla porównania, dolne ograniczenie na moc komunikacyjną CM

∆
sygnalizującego układu łamiącego relację monogamii dla łańcuchowej nierówności Bella dla
M = 2 (linia przerywana) oraz M = 3 (linia kropkowana).
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4.3.4 Kompromis między zaburzeniem a uzyskiwaną informacją jako efekt więzu niesy-
gnalizowania oraz stopnia korelacji układu wielocząstkowego

W pracy [H2] otrzymujemy zasadę nieoznaczoności pomiarowej wyrażonej w formie kom-
promisu między zaburzeniem a uzyskiwaną informacją bazując na dwóch założeniach w po-
staci zasady niesygnalizowania oraz łamania nierówności Bella. Rozważamy scenariusz, w któ-
rym dwoje przestrzennie rozdzielonych użytkowników (Alek i Bolek) dysponują układem fi-
zycznym przejawiającym nielokalność Bella, na którym dokonują następujących po sobie po-
miarów obserwabli na swoich podukładach. Zauważmy, że w sytuacji, w której Bolek każdo-
razowo na swoim podukładzie dokonywałby pomiaru nie jednej obserwabli, a dwóch następu-
jących po sobie niekompatybilnych obserwabli, drugi pomiar dokonywany będzie na układzie
zaburzonym, a zatem w ogólności statystyki wyników Alka i Bolka nie gwarantują zachowania
nielokalności korelacji.

Celem ilościowego określenia zaburzenia na skutek pomiaru jednej z obserwabli rozwa-
żamy równoważny scenariusz pomiarowy: zakładamy, że podukład Bolka jest ściśle skorelo-
wany z dodatkowym podukładem, na którym trzeci użytkownik (Czesiek) wykonuje pomiar
jednej obserwabli, odpowiadającej obserwabli Bolka, na której w pierwszej kolejności miałby
on dokonywać pomiaru łagodnego. W ogólności rozważamy zatem układ trójcząstkowy, w
którym każda z osób dokonuje tzw. pomiarów ostrych dających pełną informację o wartości
zmiennych opisujących układ. Oznaczmy zatem rozkład prawdopodobieństwa wyników Alka
i Bolka przez p(a, b|Ax, By) oraz rozkład prawdopodobieństwa wyników układu trójcząstko-
wego przez p̃(a, b, bg

1 |Ax, By, Bg
1), gdzie bg

1 jest wynikiem pomiaru obserwabi Cześka, który
odpowiada łagodnemu pomiarowi obserwabli B1, przy czym naturalnie p̃(a, b|Ax, By, Bg

1) =

∑bg
1

p̃(a, b, bg
1 |Ax, By, Bg

1). W tym schemacie wymagamy, aby pomiar Cześka nie zaburzał staty-
styk wyników Bolka warunkowanych jakimikolwiek ustawieniami pomiarowymi i wynikami
pomiarów Alka (zasada niesygnalizowania)

p(b1|B1, a, Ax) = p̃(b1|B1, Bg
1 , a, Ax), dla wszystkich a, x, (19)

jak również, aby wynik pomiaru Cześka był skorelowany z wynikiem pomiaru obserwabli
Bolka B1

p̃(bg
1 = i|b1 = j, B1, Bg

1 , a, Ax) =

{
1
2 + ϵ dla i = j,
1
2 − ϵ dla i ̸= j,

(20)

gdzie parametr ϵ określa zysk informacyjny o wartości zmiennej B1.
Chcemy teraz określić jak bardzo pomiar łagodny obserwabli B1 (u nas jest nim ostry po-

miar obserwabli Bg
1 skorelowanej z B1) zaburza stan całego układu. Naturalną miarą zabu-

rzenia jest statystyczna odległość między rozkładem wyników uzyskiwanych przy pomiarze
obserwabli By ̸= B1, tj. przed pomiarem łagodnym p(b|By, a, Ax), oraz rozkładem wyników
uzyskiwanych po tym pomiarze p̃(b|By, Bg

1 , a, Ax), którą określamy przez

Da,x(By) = ∑
b
|p(b|By, a, Ax)− p̃(b|By, Bg

1 , a, Ax)|. (21)

W pracy rozpatrujemy całkowite zaburzenie D wyrażone przez wartości zaburzenia statystyk
Bolka uśrednione po wszystkich ustawieniach pomiarowych i wynikach Alka postaci

D = ∑
a,x

p(Ax)p(a|Ax) ∑
y ̸=1

Da,x(By). (22)

Jak wspomnieliśmy we wstępie, wartość zaburzenia powodowanego pomiarem związana
jest ze zmianą wartości korelacji nielokalnych. Ściślej, pokazujemy, że zachodzi relacja

nD ≥ |β(p)− β( p̃)|, (23)
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gdzie n określa ilość ustawień pomiarowych Alka, a parametr β określa wartość oczekiwaną
operatora Bella liczoną z uwzględnieniem odpowiednich statystyk p oraz p̃.

Należy tutaj zwrócić uwagę, że wybrane nierówności Bella w ogólności nie uwzględniają
wszystkich obserwabli, których pomiaru może dokonać Bolek, w których to przypadkach po-
wyższa relacja staje się pusta. Celem określenia jak bardzo pomiar obserwabli B1 może pro-
wadzić do zaburzenia w odniesieniu do określonej nierówności Bella, wprowadzamy wielkość
zwaną istotnością w(B1), określaną jako różnicę maksymalnej wartości oczekiwanej operatora
Bella dla układów niesygnalizujących, a odpowiednią wartością w przypadku, gdy zmienna B1
jest deterministyczna

w = βmax − βmax
1 , (24)

a następnie dowodzimy, że zachodzi relacja monogamii korelacji postaci

β + w⟨Bg
1 B1⟩ ≤ βmax. (25)

W dalszej kolejności, wyrażając wartość informacji uzyskanej w wyniku pomiaru przez I =
⟨Bg

1 B1⟩ = 2ϵ oraz poziom nielokalności przez L = βmax − β, uzyskujemy zasadę nieoznaczono-
ści pomiarowej w postaci kompromisu pomiędzy ilością informacji uzyskanej przy pomiarze,
a wielkości zaburzenia, powodowanego aktem pomiaru

nD ≥ wI − L, (26)

co stanowi główny wynik pracy.
Warto zastosować tak określoną relację nieoznaczoności dla dobrze poznanych schematów

pomiarowych. W pierwszej kolejności rozpatrujemy zatem schemat pomiarowy CHSH, do któ-
rego odnosimy odpowiednie wartości charakteryzujące poziom nielokalności L. Uzyskujemy
dzięki temu relację nieoznaczoności w postaci liniowego więzu stanowiącego dolne ogranicze-
nie na wartość zaburzenia postaci

D ≥ 2ϵ − 1
2
(4 − βCHSH). (27)

Dolne ograniczenie na wartość zaburzenia przedstawiamy na Rys.2, podkreślając jednocze-
śnie, że owo nietrywialne ograniczenie uzyskane jest niezależnie od formalizmu mechaniki
kwantowej. Otrzymany wynik porównujemy następnie z wartościami otrzymanymi w ramach
mechaniki kwantowej. W tym przypadku przyjmujemy, że za pomiar ostry obserwabli B1
odpowiada pomiar zdefiniowany przez operatory rzutowe P̂0 i P̂1, zaś pomiar łagodny re-

alizowany jest przez pomiar określony operatorami Krausa Ê0 =
√

1
2 + ϵP̂0 +

√
1
2 − ϵP̂1 i

Ê1 =
√

1
2 − ϵP̂0 +

√
1
2 + ϵP̂1. Statystyki p̃(b|bg

1 , By, Bg
1) otrzymywane są w wyniku pomiarów

ostrych dokonywanych na odpowiednich stanach warunkowych dla wyników otrzymanych
w poprzedzającym go pomiarze łagodnym. Pokazujemy, że formalizm kwantowy spełnia wa-
runki (19)–(20), a tym samym odpowiada przedstawionemu przez nas schematowi, który pro-
wadzi do relacji nieoznaczoności. Jak się okazuje, w przypadku pomiaru łagodnego dającego
pełną wiedzę o wartości zmiennej (ϵ = 1

2 ) uzyskujemy ścisłą zgodność z wynikiem otrzyma-
nym w ramach formalizmu kwantowego (Rys.2).

W pracy rozważamy również uogólnienie powyższego schematu w odniesieniu do łańcu-
chowej nierówności Bella, w którym zarówno Alek jak i Bolek mogą dokonywać pomiarów w
n różnych bazach. W tym przypadku relacja między zaburzeniem a uzyskiwaną informacją
wyraża się jako

D ≥ 4
n

ϵ − 1
n
(2n − βchain), (28)

co przedstawione zostało na Rys.3.
Zauważamy, że uzyskana zasada nieoznaczoności dla korelacji niesygnalizujących w przy-

padku scenariusza CHSH posiada tę cechę, że dolne ograniczenie na zaburzenie jest trywialne
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(tj. równe 0) dopóty, dopóki uzyskiwana informacja nie osiąga odpowiedniej wartości granicz-
nej ϵth = 0, 293. Rozważenie większej ilości pomiarów (jak w przypadku łańcuchowych nie-
równości Bella, gdzie Alek i Bolek mogą dokonywać pomiarów wybieranych spośród większej
liczby baz) pozwala na zmniejszenie granicznej wartości ϵth dowolnie blisko 0 (por. Rys.3).

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Ε

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Dmin

Rysunek 2: Dolne ograniczenie na wartość zaburzenia otrzymane z zasady niesygnalizowania
dla układu łamiącego nierówność CHSH do maksymalnej wartości kwantowej βCHSH = 2

√
2

(linia przerywana). Dla porównania przedstawiono wartość zaburzenia powodowanego aktem
łagodnego pomiaru otrzymanego w ramach normalizmu mechaniki kwantowej (linia ciągła).
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n=3
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n=100
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Rysunek 3: Dolne ograniczenia na wartość zaburzenia otrzymane z zasady niesygnalizowa-
nia dla układu łamiącego łańcuchową nierówność Bella do maksymalnej wartości kwantowej
βchain = 2n cos π

2n dla różnych wartości możliwych ustawień pomiarowych.

4.3.5 Kooperacyjny zysk informacyjny jako efekt współzależności układu wielocząstko-
wego

Celem wyprowadzenia miary współzależności [H3] rozpatrujemy układ współdzielony
przez 3 osoby (Alka, Bolka i Cześka), które dokonują pomiarów swoich odpowiednich obser-
wabli (A, B i C). Zmienna A jest statystycznie niezależna od wyników zmiennej B, jeśli rozkład
prawdopodobieństwa tych zmiennych spełnia p(A|B) = p(A). Alternatywnie, statystyczną
niezależność dwóch zmiennych wyrazić można w języku entropii Shannona: H(A|B) = H(A),
przez co statystyczną zależność między dwiema zmiennymi wyrazić można poprzez wza-
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jemną informację I(A : B) = H(A) − H(A|B). W przypadku 3 zmiennych, jedna z nich
może być niezależna od wszystkich pozostałych, np. p(A|BC) = p(A), jak również może
być warunkowo niezależna tylko od jednej zmiennej, np. p(A|BC) = p(A|B). Tym samym
statystyczną zależność pomiędzy jedną zmienną a pozostałymi wyraża wzajemna informa-
cja I(A : BC), z kolei warunkowa zależność drugiego przypadku wyrażana jest przez wa-
runkową wzajemną informację I(A : C|B). Zauważmy, że warunkowa wzajemna informacja
I(A : C|B) = I(A : BC) − I(A : B) wyraża informacyjny zysk ze współpracy, jaką Bolek
może uzyskać współpracując z Cześkiem chcąc poznać wartość zmiennej Alka. Naturalnym
jest zatem zdefiniowanie wielkości, która dla 3 zmiennych losowych o łącznym rozkładzie
prawdopodobieństwa p(ABC) wyraża najmniejszy możliwy informacyjny zysk wynikający ze
współpracy pomiędzy dowolnymi osobami względem trzeciej z nich, postaci

D3 = min[I(A : C|B), I(A : B|C), I(C : B|A)]. (29)

Tak zdefiniowana przez nas wielkość istotnie wyraża współzależność między zmiennymi A,
B i C: miara osiąga wartość 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka zmienna, dla której ist-
nieje podzbiór pozostałych osób posiadających pewną wiedzę o tej zmiennej, której nie można
zwiększyć współpracując z innymi osobami.

Bardzo dobrą ilustracją tej idei jest rozważenie dwóch rozkładów prawdopodobieństwa
trzech zmiennych binarnych: p(000) = p(111) = 1

2 oraz p(000) = p(011) = p(101) = p(110) =
1
4 , których zmienne w każdym przypadku są ściśle skorelowane. Zauważmy, że dla pierwszego
rozkładu znajomość wartości pierwszej zmiennej automatycznie pociąga za sobą pełną wiedzę
o wartości trzeciej zmiennej, toteż informacyjny zysk ze współpracy pierwszej i drugiej osoby
wynosi zero. Dla kontrastu, w przypadku drugiego rozkładu każda ze zmiennych niezależna
od jakiejkolwiek innej, z kolei współpraca pomiędzy dwoma osobami daje pełną wiedzę o
wartości trzeciej zmiennej, toteż współzależność osiąga maksymalną wartość 1.

W przypadku układów wielocząstkowych z większą liczbą użytkowników zauważamy, że
zmianie podlega nie tylko schemat możliwych kooperacji pomiędzy podzbiorami uczestników
(np. I(X1 : X2X3X4) − I(X1 : X2X3)), ale również ilość zmiennych, których poznanie warto-
ści jest celem współpracujących osób (np. I(X1X2 : X3X4) − I(X1X2 : X3)). Współzależność
układu wielocząstkowego wyrażona przez wartość zysku informacyjnego w najmniej opty-
malnym schemacie wymaga zatem zoptymalizowania po wszystkich możliwych schematach
współpracy pomiędzy użytkownikami. Korzystając z reguły łańcuchowej dla wzajemnej in-
formacji pokazujemy, że minimalna wartość zysku informacyjnego dla określonego rozkładu
prawdopodobieństwa zadana jest przez wzajemną informację pary zmiennych warunkowa-
nych pozostałymi, dzięki czemu współzależność N zmiennych wyrażamy przez

DN = min I(X1 : X2|X3 . . . XN), (30)

gdzie minimum wyznacza się po wszystkich permutacjach N zmiennych (podukładów). Nieze-
rowa wartość współzależności DN dla danego rozkładu zmiennych oznacza zatem, że jakikol-
wiek schemat współpracy między użytkownikami prowadzi do zwiększenia wiedzy o stanie
dowolnego innego podzbioru zmiennych.

Dla układów kwantowych N cząstek w stanie opisanym macierzą gęstości ρ względną
informację wyrażamy w formie entropii von Neumanna otrzymując

DN(ρ) = mini,j[S(Triρ) + S(Trjρ)− S(Trijρ)− S(ρ)], (31)

gdzie minimum wyznacza się po wszystkich wyborach śladów częściowych podukładów i
i j. Zauważamy przy tym, że w kontekście trójcząstkowych stanów kwantowych mamy np.
I(X1 : X3|X2) = S(X1|X2) + S(X3|X2) − S(X1X3|X2), gdzie dla prostoty stan i-tego układu
oznaczamy przez Xi. Wiedząc, że warunkowa entropia S(X1|X2) określa koszt scalania stanów
kwantowych X1 z X2 [R72], kwantową warunkową informację wzajemną można interpretować
jako dodatkowy koszt scalania stanów pojedynczo (X1 z X2 i X3 z X2) zamiast dwóch stanów
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jednocześnie (X1X3 z X2). Tym samym wartość współzależności DN(ρ) określa minimalny do-
datkowy koszt takiego procesu.

Dla nowo zdefiniowanej wielkości, w pracy [H3] określamy jej najważniejsze własności.
Współzależność osiąga minimalną wartość równą 0 dla układów, których pewne podukłady są
niezależne od pozostałych, jak również dla tych układów, dla których współpraca pomiędzy
dowolnymi podzbiorami podukładów nie prowadzi do zwiększenia wiedzy o stanie pozosta-
łych podukładów, co zostało wspomniane wcześniej. Wartość DN dla klasycznych rozkładów
prawdopodobieństwa jest ograniczona z góry przez 1, która to wartość jest osiągana przez,
przykładowo, jednorodny rozkład trzech binarnych zmiennych, których suma wartości jest pa-
rzysta. Wartość DN(ρ) dla czystych stanów kwantowych również jest ograniczona z góry przez
1, która jest osiągana przez klasę stanów GHZ. Dodatkowo, pokazujemy, że dla kwantowych
stanów czystych współzależność jest określona przez minimalną wartość informacji wzajemnej
dla dwucząstkowej redukcji N-cząstkowego stanu czystego |Ψ⟩

DN(|Ψ⟩) = mini,j[S(ρi) + S(ρj)− S(ρij)]. (32)

W odróżnieniu od klasycznych rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych, wartość DN(ρ)
jest ograniczona z góry przez 2, która to wartość (dla parzystej liczby N kubitów) jest osiągana
przez mieszane stany k-jednorodne (z k = N − 1) postaci

ρmax =
1

2N

(
σ⊗N

0 + (−1)N/2
3

∑
j=1

σ⊗N
j

)
, (33)

będące użytecznymi zasobami w protokołach komunikacji wielocząstkowej [R73]. Wykazali-
śmy, że k-jednorodne stany cząstek o wymiarze przestrzeni Hilberta d z k = N − 1 (szerzej
omówione w pracy [H5]) są unikalną klasą stanów kwantowych, które osiągają górne ograni-
czenie DN(ρ).

Rozważyliśmy miarę współzależności DN(ρ) jako potencjalną miarę wielocząstkowych ko-
relacji. W pracy [R46] podano trzy postulaty, które powinny być spełniane przez miary bądź
indykatory prawdziwie wielocząstkowych korelacji (względnie prawdziwie wielocząstkowego
splątania). Dowiedliśmy, że miara współzależności spełnia pierwszy postulat mówiący, iż jeśli
do układu N-cząstkowego, dla którego DN = 0 dodamy nieskorelowaną cząstkę, to dla uzy-
skanego układu (N + 1)-cząstkowego miara współzależności wynosi DN+1 = 0. Następnie do-
wiedliśmy, że miara współzależności spełnia drugi postulat mówiący, iż jeśli w obrębie układu
N-cząstkowego, dla którego DN = 0 jedna cząstka zostanie podzielona na dwa podukłady,
to dla wynikowego układu (N + 1)-cząstkowego miara współzależności wynosi DN+1 = 0.
Z kolei trzeci postulat wymaga, by miara prawdziwie wielocząstkowych korelacji nie rosła
pod wpływem lokalnych operacji (choć niekiedy warunek ten nie jest w praktyce wymagany
[R74, R75, R76]). Miara współzależności w ogólności nie jest jednak monotoniczna ze względu
na lokalne operacje, niemniej wykazaliśmy, że spełniona jest nierówność ograniczająca wzrost
wartości współzależności po zastosowaniu lokalnych operacji

DN ≤ DN + I(X1X2 : X3 . . . XN)− I(X1X2 : X3 . . . XN), (34)

gdzie X1 i X2 określają wyszczególniony wybór podukładów minimalizujących DN (porównaj
z definicją (30)).

Zwracamy uwagę, że miara współzależności DN charakteryzuje korelacje międzycząstkowe
innego typu niż prawdziwie wielocząstkowe splątanie, czy wielocząstkowe korelacje wyzna-
czane przez N-cząstkowe elementy tensora korelacji. W pracy [H4] pokazujemy protokół, za
pomocą którego z N-cząstkowych stanów posiadających niezerowe N-cząstkowe elementy ten-
sora korelacji utworzyć można nietrywialne N-cząstkowe stany ze znikającymi N-cząstkowymi
elementami tensora korelacji. Z jego pomocą pokazujemy, że mieszanina N-kubitowych stanów
Dicke’go odpowiednio z 1 i N − 1 wzbudzeniami wykazuje niezerową wartość współzależności
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DN , pomimo że stan ten posiada znikające N-cząstkowe elementy tensora korelacji, czym wy-
kazujemy, że N-cząstkowe elementy tensora korelacji nie odpowiadają za N-cząstkową współ-
zależność.

Jak wspomnieliśmy wcześniej, układy wielocząstkowe w stanie klasycznie skorelowanym
wykazują DN ≤ 1. Płynie stąd oczywisty wniosek, że układy, dla których DN > 1 wykazują
istnienie korelacji kwantowych. Istotnie, z definicji współzależności jako różnicy dwóch wza-
jemnych informacji DN = I(X1 : X2X3 . . . XN) − I(X1 : X3 . . . XN) widzimy, że skoro druga
z nich jest nieujemna, to wartość pierwszej jest większa od jedności, co z wykorzystaniem
warunkowej entropii można zapisać jako

SX1|X2X3 ...XN
(ρ) < −1 + S(ρ1). (35)

Dla podukładów o równej wymiarowości S(ρ1) ≤ 1, skąd warunkowa entropia przyjmuje war-
tość negatywną, co jest cechą wyłącznie stanów splątanych [R77], przy czym ów stan splątany,
niekoniecznie musi być prawdziwie wielocząstkowo splątany. Uwidacznia się to szczególnie w
przypadku stanów maksymalizujących miarę ρmax (33) będących mieszaninami skorelowanych
stanów Bella. Rozważamy również miary współzależności k-podukładów w obrębie stanów
N-cząstkowych. W tym aspekcie, jeśli miara Dk > 1, to każdy k-cząstkowy układ jest splątany,
czego przykładem jest 6-kubitowy stan absolutnie maksymalnie splątany, dla którego wszyst-
kie 4-cząstkowe podukłady są splątane oraz D4(AME(6, 2)) = 2.

Badamy również przypadek odwrotny, mianowicie rozważamy, czy istnieją stany prawdzi-
wie wielocząstkowo splątane, które wykazują miarę współzależności DN = 0. Pokazujemy, że
przykładem są tu N-cząstkowe stany klastrowe [R78]. Istotnie, dla czystych stanów klastrowych
wszystkie zredukowane jednocząstkowe podukłady są w stanie maksymalnie mieszanym, a
dodatkowo istnieje przynajmniej jedna para cząstek, których zredukowany stan również jest
w stanie maksymalnie mieszanym, w związku z czym, przez wzgląd na (31), otrzymujemy
DN = 0 dla stanu prawdziwie wielocząstkowo splątanego. Widzimy zatem, że informacja o
stanie pewnego podukładu nie może być zwiększona w wyniku kooperacji innych podukła-
dów, co tłumaczy również niemożność wykorzystania tych stanów w aspekcie zadań opar-
tych o współdzielenie sekretów [R79, R80]. Podobnie zatem jak w przypadku N-cząstkowych
elementów tensora korelacji widzimy, że współzależność cząstek ilościowana miarą DN jest
jakościowo różna od prawdziwie wielocząstkowego splątania.

Rozpatrując powyższy przykład zauważamy, że miara współzależności DN znajduje za-
stosowanie w określaniu użyteczności zasobów pod kątem wykorzystania ich w protokołach
związanych ze współdzieleniem sekretów. W naszym przypadku, w którym miara określona
jest przez minimum po permutacjach użytkowników, zasób może być wykorzystany przez któ-
regokolwiek uczestnika. W prototypowym przykładzie wykorzystującym trzy zmienne losowe
opisane łącznym rozkładem prawdopodobieństwa p(000) = p(011) = p(101) = p(110) = 1

4 ,
sekretem jest wynik zmiennej jednego użytkownika, którego wartość jest niedostępna dla każ-
dego z pozostałych użytkowników z osobna. Miara współzależności DN w sposób naturalny
określa zatem możliwość wykorzystania powyższego układu w formie użytecznego zasobu, a
dodatkowo sekret może być wytworzony przez któregokolwiek z użytkowników. W kontekście
współdzielenia sekretu wykorzystującego stany kwantowe [R47] proponujemy protokół wyko-
rzystujący stany ρmax (33) osiągające maksymalną wartość miary współzależności DN . Dodat-
kowo, dla dowolnego stanu kwantowego wyprowadzamy nierówność, która określa minimalną
wydajność kwantowego współdzielenia sekretu wyrażoną przez wartość miary współzależno-
ści postaci

R ≥ DN(ρ)− 1, (36)

co wskazuje, że dla dowolnych układów, których stan określonych podukładów jest maksymal-
nie mieszany, wydajność ta jest dodatnia. Dodatkowo wskazujemy, że w przypadku układów
kwantowych, których stan podukładów jest klasycznie skorelowany (np. układ w stanie GHZ)
minimalna wydajność jest ograniczona ściśle przez wartość DN .
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4.3.6 Analiza relacji splątania kwantowego i tensora korelacji

W pierwszej kolejności rozważamy stan N kubitów w reprezentacji tensora korelacji

ρ =
1

2N

3

∑
µ1,...,µN=0

Tµ1 ...µN σµ1 ⊗ · · · ⊗ σµN , (37)

gdzie współczynniki definiujące tensor zadane są przez jego elementy Tµ1 ...µN = Tr(ρ σµ1 ⊗
· · · ⊗ σµN ). Konstrukcja stanu z zerującymi się N-cząstkowymi elementami tensora korelacji
przedstawiona w [R54] opiera się na zaaplikowaniu odwzorowania zmieniającego znak ma-
cierzy Pauliego N : σj → −σj (j = 1, 2, 3) dla wszystkich kubitów wyjściowego stanu ρ. Dla
układu składającego się z nieparzystej liczby cząstek N, macierz gęstości po odwzorowaniu
ρ̄ spełnia Tj1...jN (ρ̄) = −Tj1 ...jN (ρ). W tym przypadku równowagowa mieszanina tych stanów
ρnc =

1
2 (ρ + ρ̄) posiada zerujące się elementy tensora korelacji dla nieparzystej liczby cząstek.

W przypadku podukładów o wymiarowości większej niż 2, stan N kuditów w reprezen-
tacji tensora korelacji wyrażony może być w bazie operatorów XmZn (m, n = 0, 1, . . . , d − 1),
z operatorami Hiesenberga-Weyla X i Z. Okazuje się, że proste uogólnienie odwzorowania N
dla przypadku kuditów N : XmZn → ωm

d XmZn, Zn → ωn
d Zn z ωd = exp(2πi/d) nie jest

w ogólności odwzorowaniem dodatnim, co uniemożliwia konstrukcję stanów ze znikającymi
elementami tensora korelacji analogiczną do przypadku kubitowego.

Alternatywnie, stan N kuditów w reprezentacji tensora korelacji wyrażony może być w
bazie operatorów Gell-Manna stanowiących uogólnienie operatorów Pauliego

Ms
j,k = λj,k + λk,j dla 1 ≤ j < k ≤ d,

Ma
j,k = −i(λj,k − λk,j) dla 1 ≤ j < k ≤ d, (38)

Mg
j,k =

√
2

l(l + 1)

(
l

∑
i=1

λj,j − lλl+1,l+1

)
dla 1 ≤ l ≤ d − 1,

z λj,k = |j⟩⟨k| w bazie standardowej. Numerując je kolejno, stan N kuditów w reprezentacji
tensora korelacji zapisać można jako

ρ =
1

dN

d2−1

∑
µ1,...,µN=0

Tµ1 ...µN Mµ1 ⊗ · · · ⊗ MµN . (39)

Definiujemy odwzorowanie stanu d-wymiarowego układu kwantowego postaci

Nd(·) := ∑
a

Ma√
d − 1

(·)∗ M†
a√

d − 1
, (40)

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich antysymetrycznych macierzach Ma
j,k. Łatwo poka-

zać, że odwzorowanie macierzy Gell-Manna daje

Nd(M0) = M0, (41)

Nd(Mj) = − 1
d − 1

Mj, dla j ̸= 0, (42)

z kolei samo odwzorowanie jest odwzorowaniem dodatnim, odwzorowującym dowolną ma-
cierz gęstości stanu kuditu ρ w pół-dodatnio określoną macierz ρ̄. Istotnie, ρ∗ nie zmienia
wartości własnych ρ, z kolei ∑a

Ma√
d−1

(·) M†
a√

d−1
stanowi odwzorowanie POVM z operatorami

Krausa zadanymi przez Ka = Ma/
√

d − 1.
W przypadku układu złożonego N-kuditowego, stosując odwzorowanie (40) dla każdego

kuditu otrzymujemy stan
ρ̄ = (Nd ⊗ · · · ⊗ Nd)(ρ), (43)
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którego współczynniki tensora korelacji T̄j1...jN związane są ze współczynnikami tensora kore-
lacji stanu wyjściowego (39) poprzez

T̄j1 ...jN =
(−1)N

(d − 1)N Tj1...jN . (44)

Widzimy zatem, że dla nieparzystej ilości cząstek N, stan ρ̄ posiada przeskalowane N-cząstkowe
elementy tensora korelacji ze zmienionym znakiem względem stanu ρ. Umożliwia to konstruk-
cję stanu w postaci nierównowagowej mieszaniny

ρnc = p ρ + (1 − p) ρ̄, (45)

z p = 1
1+(d−1)N mającego tę własność, że wszystkie N-cząstkowe elementy tensora korelacji

stanu ρnc zerują się.
Celem ilustracji konstrukcji stanów ze znikającymi N-cząstkowymi elementami tensora ko-

relacji możemy rozważyć przypadek stanu układu trzech kutritów

ρ =
1
27

M0 ⊗ M0 ⊗ M0 +
1
18 ∑

πi00

8

∑
i=1

Ti00 Mi ⊗ M0 ⊗ M0

+
1
12 ∑

πij0

8

∑
i,j=1

Tij0 Mi ⊗ Mj ⊗ M0 +
1
8

8

∑
i,j,k=1

Tijk Mi ⊗ Mj ⊗ Mk, (46)

gdzie πijk określa permutacje wskaźników ijk. Po odwzorowaniu N stan ρ przyjmuje postać

ρ =
1
27

M0 ⊗ M0 ⊗ M0 +
1
18 ∑

πi00

8

∑
i=1

Ti00 Mi ⊗ M0 ⊗ M0

+
1
12 ∑

πij0

8

∑
i,j=1

Tij0 Mi ⊗ Mj ⊗ M0 +
1
8

8

∑
i,j,k=1

Tijk Mi ⊗ Mj ⊗ Mk, (47)

z kolei mieszanina stanów (45) zadaje stan postaci

ρnc =
1
27

M0 ⊗ M0 ⊗ M0 +
1
18 ∑

πi00

8

∑
i=1

T′
i00 Mi ⊗ M0 ⊗ M0 +

1
12 ∑

πij0

8

∑
i,j=1

T′
ij0 Mi ⊗ Mj ⊗ M0, (48)

którego elementy tensora korelacji określone są przez T′
i00 = − 1

3 Ti00(ρ) oraz T′
ij0 = 1

3 Tij0(ρ)

(analogicznie dla pozostałych permutacji indeksów).
W dalszej kolejności dowodzimy, że istnieją stany prawdziwie wielocząstkowo splątane,

których N-cząstkowe elementy tensora korelacji zerują się. W tym celu rozważamy stan N =
3 kutritów, który można otrzymać za pomocą przedstawionej powyżej konstrukcji ze stanu
wyjściowego w postaci ρ = |D1

3,3⟩⟨D1
3,3|, gdzie

|D1
3,3⟩ =

1√
3
(|001⟩+ |010⟩+ |100⟩). (49)

Konstrukcja stanu ρnc(D1
3,3) zapewnia znikanie 3-cząstkowych elementów tensora korelacji. Z

drugiej strony, wyznaczając wartość wskaźnika splątania W przedstawionego w pracy [R81]
znajdujemy, że dla rozważanego stanu wartość W(ρnc) = 0, 0444, co wskazuje na istnienie
prawdziwie wielocząstkowego splątania. Pokazaliśmy tym samym, że prawdziwie wielocząst-
kowe splątanie układu N kuditów nie może być charakteryzowane w oparciu o wyłącznie
N-cząstkowe elementy tensora korelacji.
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W następnej pracy [H5] analizujemy problem znajdywania stanów k-jednorodnych o naj-
większej czystości. W pierwszej kolejności zauważamy, że jeśli zdefiniujemy długość korelacji
r podukładów układu w stanie ρ jako

Mr(ρ) = ∑
π

3

∑
i1,i2,...,ir=1

T2
π(i1i2...ir), (50)

to własność k-jednorodności stanu N-cząstkowego wyrazić można w języku elementów tensora
korelacji jako

Mr(ρ
k
N) = 0. (51)

Mając na uwadze związek między całkowitą długością korelacji stanu i jego czystością

N

∑
r=1

Mr(ρ) = 2NTrρ2 − 1, (52)

obserwujemy, że dla zadanej czystości stanu, własność k-jednorodności pociąga za sobą kon-
centrację istniejących korelacji, które występują wyłącznie w podukładach między większą
(r > k) liczbą cząstek. W konsekwencji tego można oczekiwać, że stany k-jednorodne o dużej
czystości będą charakteryzować się silnymi nieklasycznymi własnościami, takimi jak prawdzi-
wie wielocząstkowe splątanie, czy nielokalność Bella. Istotnie, jak wykazaliśmy w dalszej części
pracy, wszystkie znalezione stany k-jednorodne o czystości nie mniejszej niż 1/2 są prawdzi-
wie wielocząstkowo splątane, jak również wykazują wysokie prawdopodobieństwo łamania
ograniczeń lokalnego realizmu [R82, R83].

W następnej kolejności przedstawiamy schemat konstrukcji stanów k-jednorodnych w opar-
ciu o N-kubitowe macierze Pauliego postaci

G = σi1 ⊗ σi2 ⊗ · · · ⊗ σiN , (53)

gdzie i ∈ {0, x, y, z}. Niech dany jest zbiór N-kubitowych operatorów (nazywanych dalej gene-
ratorami)

G = {G1, . . . , Gm}, (54)

spełniających własności: 1) komutacji, [Gi, Gj] = 0 dla każdych i, j; 2) niezależności, Gi1
1 . . . Gim

m ∝
1 tylko dla i1 = · · · = im = 0 z ij = {0, 1}; oraz 3) k-jednorodności, tj. iloczyn generatorów
Gi1

1 . . . Gim
m (ij = {0, 1}) jest iloczynem 1-kubitowych macierzy Pauliego (53) z co najwyżej N −

k − 1 macierzami σ0. Wtedy unormowana suma produktów generatorów

ρ =
1

2N

1

∑
j1,...jm=0

Gj1
1 . . . Gjm

m , (55)

reprezentuje macierz gęstości stanu k-jednorodnego. Fizyczność stanu (55) dowodzimy wska-
zując, że

ρ =
1

2N (1+ G1)(1+ G2) . . . (1+ Gm), (56)

co pozwala pokazać, że wartości własne macierzy (55) przyjmują wartości 0, lub 2m−N . Po-
równując natomiast (55) z (37) zauważamy, że skonstruowany w ten sposób stan ρ ma 2m ele-
mentów tensora korelacji o wartościach ±1. Przez wzgląd na (52) pozwala to również określić
czystość stanu ρ na

Trρ2 =
1

2N 2m = 2m−N . (57)

Widzimy zatem, że czystość stanu bezpośrednio zależy od mocy zbioru generatorów G, na-
tomiast problem konstrukcji stanu k-jednorodnego sprowadza się do znalezienia możliwie
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najliczniejszego zbioru generatorów G. Naturalnie, w przypadku stanów k-jednorodnych z
k = ⌊N/2⌋ liczba generatorów wynosząca m = N prowadzi do konstrukcji stanów AME o
czystości 1.

Niezależnie od przedstawionej powyżej konstrukcji stanów k-jednorodnych, w szczegól-
nych przypadkach możliwe jest skonstruowanie stanu k-jednorodnego w przypadku, gdy dany
jest stan (k − 1)-jednorodny z k nieparzystym. Zauważamy, że wykorzystując wprowadzone
wcześniej odwzorowanie (43) [H4], możliwe jest uzyskanie stanu ze znikającymi elementami
tensora korelacji rzędu k

ρk
N =

1
2
(ρk−1

N + ρ̄k−1
N ), (58)

dzięki czemu otrzymany stan będzie stanem k-jednorodnym. W tym przypadku jednak czy-
stość otrzymanego stanu zostaje zredukowana o czynnik 2 (w przypadku stanu układu N
kubitów) względem czystości wyjściowego stanu (k − 1)-jednorodnego.

W dalszej kolejności prezentujemy przykładowe zbiory generatorów G, które dla poszcze-
gólnych wartości liczby cząstek N i stopnia jednorodności k jednoznacznie wyznaczają odpo-
wiednie stany k-jednorodne o największej czystości.

• N-cząstkowe stany 1-jednorodne otrzymywane z m = N generatorów

G1 = ZX · · · XX, G2 = XZ · · · XX, · · · , GN−1 = XX · · · ZX, GN = XX · · · XZ, (59)

są tożsame z N-cząstkowymi stanami GHZ.

• N-cząstkowe stany (N − 1)-jednorodne otrzymywane z m = 1 generatora (dla N parzy-
stego)

G1 = Z · · · Z, (60)

oraz z m = 2 generatorów (dla N nieparzystego)

G1 = X · · · X, G2 = Z · · · Z, (61)

które w tym przypadku pozwalają na uzyskanie uogólnionego stanu splątanego Smo-
lina [R84] postaci (33) osiągających górne ograniczenie N-cząstkowej współzależności DN
[H3].

• 4-cząstkowe stany 2-jednorodne otrzymywane z m = 3 generatorów

G1 = XXXX, G2 = YYYY, G3 = 1XYZ, (62)

stanowią mieszaninę równowagową 2 stanów czystych, jako że dla N = 4 nie istnieje
czysty stan AME.

• 5-cząstkowe stany 2-jednorodne otrzymywane z m = 5 generatorów

G1 = 1XYXY, G2 = 1ZXX1, G3 = XYY1Z, G4 = XZYZY, G5 = ZXZ1X, (63)

są równoważne czystym 5-kubitowym stanom AME otrzymywanym w powiązaniu z
kwantowymi kodami korekcji błędu [R85].

• 5-cząstkowe stany 3-jednorodne otrzymywane z m = 4 generatorów

G1 = 1XXXX, G2 = 1YYYY, G3 = X1XYZ, G4 = Y1YZX, (64)

będące stanami prawdziwie 5-cząstkowo splątanymi, posiadającymi wyłącznie 4-cząstkowe
niezerujące się elementy tensora korelacji.
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• 6-cząstkowe stany 3-jednorodne otrzymywane z m = 6 generatorów

G1 = 11ZZZZ, G2 = 1XYZ1X, G3 = 1ZXY1Z,
G4 = XYZ1Z1, G5 = Z1Z1XY, G6 = ZYYZZY, (65)

odpowiadające czystym 6-kubitowym stanom AME [R86].

• 7-cząstkowe stany 3-jednorodne otrzymywane z m = 6 generatorów

G1 = Y1YXZXZ, G2 = 1XXYYZZ, G3 = ZXYYXZ1,
G4 = ZZ1YXXY, G5 = YY1Y11Y, G6 = ZXYZ1YX, (66)

stanowią mieszaninę równowagową 2 stanów czystych, jako że dla N = 7 nie istnieje
czysty stan AME [R58].

Zarówno dla przedstawionych powyżej, jak i wszystkich innych stanów k-jednorodnych
przedstawionych w pracy [H5] potwierdziliśmy numerycznie, że charakteryzują się najwięk-
szą czystością przy określonej liczbie cząstek N oraz stopniu jednorodności k. Maksymalna
czystość określonego stanu k-jednorodnego określa z kolei liczebność zbioru generatorów G
spełniających przedstawione wcześniej warunki 1)–3). O ile ścisła charakteryzacja pozwalająca
na określenie maksymalnej ilości generatorów definiujących zbiór G dla zadanych N i k po-
zostaje problemem otwartym, to w pewnych przypadkach wskazujemy na związek między
generatorami z G i szczególnymi wierszami tablic ortogonalnych OA(r, N, 4, s) [R87]. Poka-
zujemy, że dla zadanej tablicy ortogonalnej OA(r, N, 4, s) istnieje przypisanie poszczególnym
wierszom N-kubitowych macierzy Pauliego, umożliwiających konstrukcję stanów (N − s)-
jednorodnych, o ile tylko macierze te spełniają warunki komutacji 1) i wzajemnej niezależności
2). Przykładowo, tablica ortogonalna OA(16, 4, 4, 2) pozwala na znalezienie m = 3 generatorów
G1 = 1YYY, G2 = XZYX, G3 = YXZY, umożliwiających konstrukcję 4-kubitowego stanu 2-
jednorodnego. W tym samym względzie, tablica ortogonalna OA(16, 5, 4, 2) pozwala na znale-
zienie generatorów (64) 5-kubitowego stanu 3-jednorodnego, tablica ortogonalna OA(64, 6, 4, 3)
pozwala na znalezienie generatorów (65) 6-kubitowego stanu 3-jednorodnego, oraz odpowied-
nio OA(32, 9, 4, 2) dla 9-kubitowego stanu 5-jednorodnego i OA(4096, 12, 4, 5) dla 12-kubitowego
stanu 5-jednorodnego.

Schemat konstrukcji stanów k-jednorodnych wykorzystujących pojęcie generatorów okre-
ślonych warunkami 1)–3) łatwo uogólnić na przypadek układów cząstek, których stan jest
opisywany przestrzenią Hilberta o wyższych wymiarach. W tym przypadku rozważamy ope-
ratory G(d)

i będące N-kuditowymi macierzami Heisenberga-Weyla S(d)
kl = (X(d))k(Z(d))l , które

pozwalają na skonstruowanie N-kuditowego stanu k-jednorodnego

ρ =
1

dN

d−1

∑
j1,...,jm=0

(G(d)
1 )j1 . . . (G(d)

m )jm , (67)

którego czystość wynosi dm−N . Powyższa konstrukcja pozwala otrzymać m.in.:

• N-cząstkowe stany 1-jednorodne otrzymywane z m = N generatorów

G(d)
1 = Z(d)X(d) · · · X(d)X(d), G(d)

2 = X(d)Z(d) · · · X(d)X(d),
· · · , (68)

G(d)
N−1 = X(d)X(d) · · · Z(d)X(d), G(d)

N = X(d)X(d) · · · X(d)Z(d),

które są tożsame z N-cząstkowymi stanami GHZ.
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• 4-cząstkowe stany 2-jednorodne otrzymywane z m = 4 generatorów

G(3)
1 = 1(3)Z(3)Z(3)(Z(3))2, G(3)

2 = 1(3)X(3)X(3)(X(3))2,

G(3)
3 = Z(3)1(3)Z(3)Z(3), G(3)

4 = X(3)1(3)X(3)X(3), (69)

będące czystymi stanami AME 4 kutritów (w odróżnieniu od 4 kubitów, dla których
czysty stan AME nie istnieje).

Należy przy tym zwrócić uwagę, że w przypadku, gdy czysty stan k-jednorodny nie istnieje,
największa czystość osiągana przez N-kuditowy stan k-jednorodny wynosi 1/d.

4.3.7 Analiza transferu splątania kwantowego do układu o zmienionej wymiarowości

Praca [H6] poświęcona została metodzie transferu splątania kwantowego z jednego układu
na inny układ o zmienionej wymiarowości, co pozwala na efektywne uzyskanie informacji
o istnieniu splątania bez konieczności bezpośredniej analizy układu splątanego. W pierwszej
kolejności rozważamy dwupodukładową operację kontrolowanej rotacji (CROT), która stanowi
podstawowy element protokołu transferu. Definiujemy operację unitarną na dwucząstkowym
układzie kudit-kubit określoną jako obrót stanu kubitu wokół osi y kontrolowany stanem d-
wymiarowego układu postaci

UCROT =
d−1

∑
j=0

|j⟩⟨j| ⊗ exp
(
−iσyξ j

)
, (70)

gdzie parametr ξ j zależy od stanu wyjściowego kuditu, ξ = jπ
2(d−1) . Jak pokazujemy, tak zdefi-

niowana operacja pozwala na transfer informacji o stanie d-wymiarowego kuditu, która może
być odczytana dokonując stosownego pomiaru na układzie 2-wymiarowym. W tym celu jako
przykład możemy wybrać kudit, którego stan wyjściowy określony jest jednym parametrem p,
postaci

|ψ(p)⟩A =
d−1

∑
k=0

√(
d − 1

k

)
pk(1 − p)d−1−k |k⟩. (71)

Po dołączeniu kubitu w stanie |0⟩ oraz dokonaniu operacji CROT na układzie kudit-kubit
możliwe jest określenie wartości parametru p określającego stan kuditu wyjściowego przez
prosty pomiar obserwabli σz dokonanej na kubicie. Pokazujemy, że w szczególności dla d → ∞
wartość parametru p jest określona przez p = (1/π) arccos Tr(ρBσz).

W najstępnej kolejności analizujemy zastosowanie operacji CROT do transferu splątania
między układami o zmienionej wymiarowości. Załóżmy zatem, że dany jest układ A złożony
z pary d-wymiarowych kuditów będących w stanie |ψ⟩A = ∑d−1

j,l=0 ajl |j l⟩. Po dołączeniu dodat-
kowego układu B w postaci dwóch kubitów w stanie |0⟩ oraz dokonaniu operacji CROT na
odpowiednich parach kudit-kubit, otrzymujemy stan

|Ψ⟩AB = U⊗2
CROT(|ψ⟩A ⊗ |00⟩B)

=
d−1

∑
j,l=0

ajl |jl⟩A ⊗
[

cos ξ j cos ξl |00⟩B (72)

+ cos ξ j sin ξl |01⟩B + sin ξ j cos ξl |10⟩B + sin ξ j sin ξl |11⟩B

]
,

który w ogólności może być silnie cztero-cząstkowo splątany, przez co jego poszczególne po-
dukłady mogą być w stanie separowalnym. Celem transferu splątania z podukładu A na B
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dokonujemy lokalnego rzutowania podukładu A na stan |++⟩A, gdzie |+⟩ = 1/
√

d ∑d−1
k=0 |k⟩,

w rezultacie którego otrzymujemy łączny stan układu AB postaci

˜|Ψ⟩AB ∝ |++⟩A

d−1

∑
j,l=0

ajl

[
cos ξ j cos ξl |00⟩B

+ cos ξ j sin ξl |01⟩B + sin ξ j cos ξl |10⟩B + sin ξ j sin ξl |11⟩B

]
. (73)

Zauważamy, że w przypadku, gdy pierwszy podukład A był początkowo w stanie maksy-
malnie splątanym określonym przez ajl = δjl/

√
d, to w wyniku powyżej przedstawionego

schematu transferu otrzymany układ B będzie w stanie, którego przekrycie ze stanem maksy-
malnie splątanych dwóch kubitów 1√

2
(|00⟩+ |11⟩) maleje z wymiarem d, jednak asymptotycz-

nie (d → ∞) osiąga wartość π2/(π2 + 4) ≈ 0, 712. W szczególnym zaś przypadku podukładu A
będącego parą kubitów (d = 2) pokazujemy, że operacja transferu z wykorzystaniem operacji
CROT prowadzi do dokładnego transferu stanu podukładu A w stan podukładu B.

W dalszej kolejności badamy protokół transferu w przypadku, gdy układ A znajduje się
w stanie mieszanym. Podobnie, jak w przypadku układu A w stanie czystym, pokazujemy,
że dla d = 2 operacja transferu prowadzi do dokładnego transferu stanu podukładu A, ρA,
w stan podukładu B. Dowodzimy również (dla dowolnej wymiarowości podukładu A), że w
przypadku układu A dwóch kuditów w stanie separowalnym w wyniku operacji transferu
układ B dwóch kubitów również pozostanie w stanie separowalnym. Tym samym dochodzimy
do wniosku, że protokół transferu wykorzystujący operację CROT pozwala na wykorzystanie
podukładu B w charakterze świadka splątania podukładu A o innej wymiarowości.

Rozważamy również protokół transferu splątania kwantowego w sytuacji, gdy układ A ma
ciągłe spektrum. W tym przypadku definiujemy operację CROT postaci

UCROT =
∫

dx|x⟩⟨x| ⊗ (cos x1− i sin xσy). (74)

Rozważając działanie operacji CROT na przykładzie układu A w stanie gaussowskim zadanym
dwoma parametrami (σ, m)

|ψ(σ, m)⟩A =
∫

dx
1

(2πσ2)1/4 e−
(x−m)2

4σ2 |x⟩, (75)

do którego dołączamy kubit w stanie |0⟩ zauważamy, że po dokonaniu operacji CROT na ukła-
dzie |ψ(σ, m)⟩A|0⟩B, tomografia stanu kubitu pozwala na znalezienie parametrów opisujących
stan wyjściowego układu A, mianowicie σ2 = −(1/4) ln ||⃗b||2 oraz m = arcctg(bz/bx)/2, z b⃗
jako wektorem Blocha zadającym stan kubitu podukładu B.

W dalszej kolejności przechodzimy do analizy transferu splątania dla układu A będącego
w stanie gaussowskim [R88, R89]

|ψ(σ, Σ)⟩A =
∫ ∞

−∞
dx1

∫ ∞

−∞
dx2

1
(2πσΣ)1/2 e−

(x1+x2)
2

8σ2 e−
(x1−x2)

2

8Σ2 |x1⟩|x2⟩, (76)

którego splątanie mierzone jest czystością podukładu [R90] wynoszącą P = 2σΣ/(σ2 + Σ2),
przez co jest splątany dla σ ̸= Σ. Pokazujemy, że transfer splątania zdefiniowany analogicznie,
jak we wcześniejszym przypadku dla stanów ze spektrum dyskretnym, opartym o projekcję
podukładu A na stan

|x+1 x+2 (Γ)⟩ =
∫

dx1

∫
dx2

1
(2πΓ2)1/2 e−

(x2
1+x2

2)

4Γ2 |x1⟩|x2⟩, (77)

produkuje stan docelowych dwóch kubitów w postaci

˜|Ψ⟩B ∝ a+|00⟩+ a−|11⟩, (78)
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Rysunek 4: Czystość podukładu w funkcji parametrów σ oraz Σ dla (a) wyjściowego układu
A oraz (b) układu B po dokonaniu transferu splątania.

z

a± =
e−

2Σ2Γ2

Σ2+Γ2 ± e−
2σ2Γ2

σ2+Γ2√
(σ2+Γ2)(Σ2+Γ2)

σΣΓ2

, (79)

przy czym największe prawdopodobieństwo udanej projekcji jest osiągane dla Γ =
√

σΣ i
wynosi 4σΣ/(σ + Σ)2. Zauważamy przy tym, że mamy tutaj do czynienia z kompromisem: im
większy poziom splątania wyjściowego układu A (im mniejsza czystość jego podukładu) tym
mniejsze prawdopodobieństwo udanej projekcji wymaganej w protokole transferu.

Mając na uwadze, że analizy układu A dokonujemy metodą pośrednią analizując układ
B, uzyskany wynik możemy porównać z bezpośrednią metodą określania splątania układu A
badając czystość jego podukładu. Rys.4 przedstawia wartości czystości podukładów poszcze-
gólnych układów, odpowiednio układu wyjściowego A oraz układu B dwóch kubitów w stanie

˜|Ψ⟩B (78) po dokonaniu transferu splątania. Należy przy tym zwrócić uwagę, że warunkiem
koniecznym i dostatecznym splątania układu A w stanie gaussowskim bazującym na metodach
określonych w [R91, R92], jest warunek (σ2 − Σ2)2 > 0, który jest zbieżny z wnioskowaniem
opartym na analizie stanu układu B dwóch kubitów uzyskanego w procesie transferu splątania.

4.3.8 Dynamika chaotyczna jako efekt oddziaływań kwantowego układu złożonego

W pracy [H7] poddajemy analizie zachowanie układu N cząstek oddziałujących, pokazu-
jąc, że efektywna dynamika pojedynczego kubitu na skutek oddziaływań międzycząstkowych
przejawia charakter nieliniowy prowadządzy do zachowań chaotycznych. Rozważamy układ N
oddziałujących kubitów, będących początkowo w stanie produktowym, których oddziaływanie
zadane jest operatorem Hamiltona postaci

H =
g

2(N − 1)

(
N

∑
n=1

σ
(n)
z

)2

. (80)

W dalszej kolejności skupiamy się na efektywnej dynamice jednego kubitu (n = 1), przyjmując
jego stan początkowy jako ρ = ∑d

j,k=1 ρj,k|j⟩⟨k|. Zauważamy, że operator Hamiltona możemy
rozdzielić na dwie komutujące części

H = H1 + Henv, (81)
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gdzie H1 jest operatorem działającym w przestrzeni wybranego przez nas kubitu, a Henv ope-
ratorem działającym w przestrzeni pozostałych N − 1 kubitów. Tym samym, dynamika wybra-
nego kubitu w układzie zadana jest przez

e−iH1t = U1V2V3 . . . VN , (82)

z U1 = exp(i χ
2 σ

(1)
z σ

(1)
z ) oraz Vj = exp(iχσ

(1)
z σ

(j)
z ) i χ = −2gt. Pokazujemy, że w granicy dużej

liczby cząstek N (równoważnej z granicą słabych lub krótkotrwałych oddziaływań wyrażonych
przez związek χ = θ

N−1 z pewną skończoną stałą θ) dynamika jednego kubitu w wyniku
oddziaływań parowych jest równoważna

lim
N→∞

V2V3 . . . VN = e−igt⟨σz⟩σz/2, (83)

z kolei
lim

N→∞
U1 = lim

N→∞
ei θ

2(N−1) σ
(1)
z σ

(1)
z = 1. (84)

Widzimy zatem, że każdy z oddziałujących kubitów podlega efektywnej nieliniowej dynamice
zadanej przez operator ewolucji U(ρ) = e−iβ/2⟨σz⟩σz , z ⟨σz⟩ = Tr(ρσz) oraz β = gτ, gdzie τ
wyraża czas trwania oddziaływania.

W naszym modelu rozważamy sytuację, w której każdorazowo po czasie oddziaływania τ z
pomocą zewnętrznego pola dokonujemy obrotu każdego kubitu wokół osi y, a następnie apli-

kujemy działanie kanału tłumiącego amplitudę zadanego operatorami Krausa K1 =

(
1 0
0

√
r

)
i K2 =

(
0

√
1 − r

0 0

)
, które to operacje definiują odwzorowanie postaci

ρt+1 = K1V(ρ)ρtV†(ρ)K†
1 + K2V(ρ)ρtV†(ρ)K†

2 , (85)

z operatorem ewolucji V(ρ) = e−i α
2 σyU(ρ) generującym standardową dynamikę uderzanego

rotatora. Stan kubitu po t krokach ewolucji zadany jest zatem przez ρt =
1
2 (1+ xtσx + ytσy +

ztσz), ze składowymi wektora Blocha vt danymi przez

xt+1 =
√

r[(xt cos(βzt)− yt sin(βzt)) cos α + zt sin α],
yt+1 =

√
r[xt sin(βzt) + yt cos(βzt)], (86)

zt+1 = 1 + r[(yt sin(βzt)− xt cos(βzt)) sin α + zt cos α − 1].

Poszukiwanie punktów stałych modelu v∗ sprowadza się do znalezienia miejsc zerowych funk-
cji

f (z∗, r, α, β) = −z∗ + 1 + rz∗ cos(α)− r (87)

+rz∗ sin2(α)
r −

√
r cos(βz∗)

1 + r cos(α)−
√

r(cos(α) + 1) cos(βz∗)
,

czego w dalszej kolejności dokonujemy metodami numerycznymi, ustalając arbitralnie wartości
parametrów.

Jak wiadomo [R64], dla wartości parametrów α = π
2 , β = 6, ewolucja generowana przez

operator V w granicy klasycznej prowadzi do chaotycznej dynamiki uderzanego rotatora. W
takim przypadku przedstawiony model opisany będzie jednym parametrem r opisującym siłę
działania kanału tłumiącego amplitudę. Zauważmy, że w granicznym przypadku r = 0 stan
układu zostaje zrzutowany na |0⟩ już w pierwszym kroku ewolucji, z kolei w przypadku r = 1
tłumienie nie występuje i w związku z tym ewolucja układu redukuje się do dynamiki uderza-
nego rotatora w reżimie chaotycznym. Jak zatem widzimy, w zakresie parametrów 0 < r < 1
spodziewać się można różnych reżimów zachowania modelu.
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Rysunek 5: Diagram bifurkacyjny dla składowej z wektora Blocha względem parametru tłu-
mienia r z zaznaczonymi obszarami oscylacji rzędów zgodnych z porządkiem Szarkowskiego.

Z analizy funkcji (87) znajdujemy, że dla zakresu 0 ≤ r ≤ rb ≈ 0, 9719 model przejawia
istnienie jednego punktu stałego v0, natomiast dla rb ≤ r < 1 trzy różne punkty stałe v0, v1, v2.
Analizy stabilności punktów stałych dokonujemy z pomocą jakobianu wyznaczonego przy
linearyzacji odwzorowania (86) w pobliżu punktów stałych, postaci

Av∗ =

 0 0 −
√

r
−
√

r sin(βz∗)
√

r cos(βz∗) −β
√

r (y∗ sin(βz∗) + x∗ cos(βz∗))
r cos(βz∗) r sin(βz∗) βr (y∗ cos(βz∗)− x∗ sin(βz∗))

 . (88)

Dla r ≤ r1 ≈ 0, 3138 punkt stały v0 jest punktem stabilnym, z kolei dla r > r1 staje się on
niestabilny. Dla r > rb pojawiają się nowe punkty stałe, z których v1 jest punktem stabilnym,
natomiast v2 niestabilnym.

Dla zakresu r1 < r < rb model nie posiada żadnych stabilnych punktów stałych. Dla r1
obserwujemy bifurkację punktu stałego i pojawienie się oscylacji rzędu 2, w wyniku której
dynamika kubitu ogranicza się do przeskoków między dwoma stanami w obrębie kuli Blo-
cha. Zwiększając parametr r obserwujemy pojawienie się oscylacji wyższych rzędów 2k. Wy-
znaczając kolejne wartości rk, w których dochodzi do kolejnych bifurkacji prowadzących do
pojawienia się oscylacji rzędów 2k, pokazujemy, że iloraz kolejnych różnic zbliża się do stałej
Feigenbauma

lim
n→∞

rn − rn−1

rn+1 − rn
= 4, 669 . . . , (89)

będącej uniwersalnym zachowaniem charakteryzującym wiele nieliniowych modeli [R71]. Dia-
gram bifurkacyjny dla składowej wektora Blocha z przedstawia Rys.5, gdzie ukazane są na-
stępujące po sobie zmiany rzędu oscylacji zgodne z porządkiem Szarkowskiego 1 ≺ 2 ≺ 4 ≺
8 ≺ · · · ≺ 7 ≺ 5 ≺ 3, przy czym oscylacje nieparzystych rzędów pojawiają się w oknach
okresowości w obrębie zachowania chaotycznego.

Po przekroczeniu wartości r∞ ≈ 0, 578 zachowanie układu staje się chaotyczne, z kolei dla
wartości parametru rb < r < 1 układ ponownie powraca do zachowania stabilnego. Dla prze-
działu r∞ < r < rb, w wyjątkiem okien oscylacji, asymptotyczna dynamika wektora Blocha ma
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Rysunek 6: Wizualizacja dziwnego atraktora otrzymana dla 10000 kroków ewolucji losowego
stanu początkowego v0 dla wartości parametru tłumienia r = 0, 75. Współrzędne wektorów
Blocha zaznaczone są czarnymi kropkami.

Rysunek 7: Estymacja wymiaru fraktalnego dziwnego atraktora dla r = 0, 75. Dla wybranego
punktu na atraktorze w określamy kulę o promieniu ϵ, po czym dla zadanego promienia zli-
czamy liczbę punktów po 10000 krokach ewolucji, zawartych w kuli. Uśredniona po różnych
wyborach v0 i w liczba punktów C(ε) skaluje się z promieniem kuli jak C(ε) ∝ εd f , gdzie d f to
wartość wymiaru fraktalnego, którą odczytujemy z nachylenia najlepszego liniowego dopaso-
wania liniowej części zależności ln C od ln ε.
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miejsce na dziwnym atraktorze tworzącym specyficzny podzbiór kuli Blocha, co przedstawia
Rys.6. Określając wymiar korelacyjny metodami numerycznymi dla 10000 kroków ewolucji lo-
sowych stanów początkowych v0, wyznaczamy wymiar fraktalny dziwnego atraktora, którego
wartość (dla określonego parametru r = 0, 75) wynosi d f = 1, 84 (Rys.7). Zauważamy przy
tym, że diagram bifurkacyjny odznacza się pojawieniem się struktur samopodobnych w obrę-
bie przedziału r < r∞, które w naszym przypadku charakteryzują model kwantowy rozważany
w naszej pracy, który z kolei nie ma odpowiednika w uniwersalnym schemacie bifurkacyjnym
Feigenbauma, występującym dla jednowymiarowych modeli klasycznych.

5 Informacja o osiągnięciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz
popularyzujących naukę lub sztukę

5.1 Osiągnięcia dydaktyczne

5.1.1 Promotorstwo prac doktorskich

Promotor pomocniczy w przewodzie doktorskim Mahaswety Pandit, rozprawa doktorska
pt. „Characterization of quantum correlations with strong non-classical properties”, obrona rozprawy
doktorskiej: 7.07.2022, Gdańsk.

5.1.2 Nauczanie akademickie

Rok akademicki 2022/2023:

• Teoretyczne i Praktyczne podstawy matematyki wyższej – wykład (25 godzin) i ćwiczenia (35
godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiów I st., Uniwersytet Gdański

• Fizyka kwantowa – ćwiczenia (45 godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiów II st., Uniwersy-
tet Gdański

• Analiza wektorowa – wykład (45 godzin) i ćwiczenia (45 godzin) na kierunku Bioinforma-
tyka, I r. studiów I st., Uniwersytet Gdański

• Dyskretny rachunek prawdopodobieństwa – ćwiczenia (15 godzin, 2 grupy) na kierunku Bio-
informatyka, I r. studiów I st., Uniwersytet Gdański

• Algebra liniowa – ćwiczenia (30 godzin) na kierunku Fizyka Medyczna, I r. studiów I st.,
Uniwersytet Gdański

• Zajęcia wyrównawcze z matematyki (15 godzin) na kierunku Bioinformatyka, I r. studiów I
st., Uniwersytet Gdański

Rok akademicki 2021/2022:

• Mechanika analityczna – wykład (30 godzin) i ćwiczenia (30 godzin) na kierunku Fizyka,
II r. studiów II st., Uniwersytet Gdański

• Teoretyczne podstawy matematyki wyższej – wykład (25 godzin) na kierunku Fizyka, I r.
studiów I st., Uniwersytet Gdański

• Fizyka kwantowa – ćwiczenia (45 godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiów II st., Uniwersy-
tet Gdański

• Analiza wektorowa – wykład (45 godzin) i ćwiczenia (45 godzin) na kierunku Bioinforma-
tyka, I r. studiów I st., Uniwersytet Gdański
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• Dyskretny rachunek prawdopodobieństwa – ćwiczenia (15 godzin, 2 grupy) na kierunku Bio-
informatyka, I r. studiów I st., Uniwersytet Gdański

• Zajęcia wyrównawcze z matematyki (30 godzin) na kierunku Bioinformatyka, I r. studiów I
st., Uniwersytet Gdański

Rok akademicki 2020/2021:

• Analiza wektorowa – wykład (45 godzin) i ćwiczenia (45 godzin) na kierunku Bioinforma-
tyka, I r. studiów I st., Uniwersytet Gdański

• Dyskretny rachunek prawdopodobieństwa – ćwiczenia (15 godzin, 2 grupy) na kierunku Bio-
informatyka, I r. studiów I st., Uniwersytet Gdański

Rok akademicki 2013/2014:

• Mechanika – ćwiczenia (30 godzin) i pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku
Fizyka, I r. studiów magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

• Mechanika – ćwiczenia (30 godzin) na kierunku Biofizyka, I r. studiów magisterskich,
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Rok akademicki 2012/2013:

• Mechanika – ćwiczenia (30 godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiów magisterskich, Uni-
wersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

• Mechanika – ćwiczenia (30 godzin) na kierunku Biofizyka, I r. studiów magisterskich,
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Rok akademicki 2011/2012:

• Technologie informacyjne – pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku Filozofia, I r.
studiów magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

• Komunikacja multimedialna – pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku Filozofia, I
r. studiów magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Rok akademicki 2010/2011:

• Technologie informacyjne – pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku Filozofia, I r.
studiów magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

5.2 Osiągnięcia organizacyjne

• Przewodniczący komisji rekrutacyjnej na Wydziale Matematyki Fizyki i Informatyki; Uni-
wersytet Gdański, rok 2023.

• Przewodniczący komisji rekrutacyjnej na II st. studiów na kierunku Quantum information
technology na Wydziale Matematyki Fizyki i Informatyki; Uniwersytet Gdański, rok 2022.

5.3 Osiągnięcia w popularyzowaniu nauki

• Wykład popularyzujący: Zjawiska kwantowe – od pomiarów ciastek do teleportacji, wygło-
szony w Liceum Akademii Dobrej Edukacji w Gdańsku, marzec 2020.

• Wykład popularyzujący: Kwantowe związki, czyli co odróżnia światło i atomy od kulek, monet
i skarpetek, wygłoszony w Liceum Akademii Dobrej Edukacji w Gdańsku, marzec 2019.

• Udział w przygotowywaniu programu telewizyjnego Shot naukowy – Informacja kwantowa,
wrzesień 2011.
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6 Inne osiągnięcia naukowe

6.1 Nagrody

• Indywidualna Nagroda Rektora Uniwersytetu Gdańskiego 2-go stopnia, rok 2022.

• Stypendium Miasta Poznania dla młodych badaczy z poznańskiego środowiska nauko-
wego, rok 2013.

• Zespołowa Nagroda Rektora UAM 2-go stopnia, rok 2013.

6.2 Dodatkowe osiągnięcia naukowo-badawcze po uzyskaniu stopnia naukowego
doktora

• Detekcja splątania wielocząstkowego za pomocą losowych pomiarów
W pracy [O1] przedstawiamy schemat detekcji prawdziwie wielocząstkowego splątania
w przypadku braku wyróżnionego układu odniesienia, względem którego określane są
bazy pomiarowe. Punktem wyjścia przedstawionej metody jest pomiar układu wielo-
cząstkowego przy losowych ustawieniach lokalnych pomiarów i analiza elementów ten-
sora korelacji zarówno pełnego, jak i niepełnego rzędu przy użyciu drugich momentów
odpowiednich rozkładów elementów tensora korelacji. W sposób analityczny wprowa-
dzamy kryterium splątania dla dwóch kubitów, jak również przedstawiamy silne prze-
słanki za istnieniem świadka prawdziwie wielocząstkowego splątania dla trzech i czte-
rech kubitów.

• Majoryzacyjne zasady nieoznaczoności
Punktem wyjścia naszej pracy [O2] była próba rozszerzenia uniwersalnej zasady nieozna-
czoności [R93] opartej o koncepcję majoryzacji rozkładów prawdopodobieństwa na przy-
padek zasady nieoznaczoności uwzględniającej pamięć poboczną. W tym celu w pracy
wprowadzamy strukturę operacyjną, w ramach której formalizujemy pojęcie warunkowej
majoryzacji, z pomocą której definiujemy zasadę warunkowej nieoznaczoności. Rozwa-
żamy przypadek pamięci klasycznej i konstruujemy zasady warunkowej nieoznaczoności,
dające dolne ograniczenie na minimalną nieoznaczoność Bolka, dla pary niekompatybil-
nych obserwabli Alicji warunkowanych dowolnym pomiarem, który Bolek wykonuje na
swoim układzie.

• Kontekstualność w ujęciu teorii zasobów
W pracy [O3] przedstawiliśmy pojęcie kontekstualności w oparciu o aksjomaty znane
z teorii splątania. W szczególności określiliśmy klasę operacji, przekształcającej rodziny
rozkładów prawdopodobieństwa (tu: w ogólności będącymi układami kontekstualnymi)
i podaliśmy aksjomaty, które muszą spełniać miary ilościujące wartość kontekstualności.
Wykazaliśmy również własność asymptotycznej ciągłości miary kontekstualności zdefi-
niowanej przez względną entropię kontekstualności [O4].

• Analiza efektów oddziaływań magnetycznych w modelu Hubbarda
Prace [O5, O6] stanowią kontynuację podjętych w latach wcześniejszych badań poświęco-
nych analizie rozszerzonego modelu Hubbarda w granicy wąskiego pasma [O7, O8, O9].
W pracy [O5] analizujemy model 1-wymiarowego łańcucha z oddziaływaniami jednowę-
złowymi oraz międzywęzłowymi oddziaływaniami ładunkowymi i magnetycznymi typu
Isinga. Wykorzystując metodę macierzy przejścia znajdujemy rozwiązania ścisłe modelu
w postaci sumy stanów, co w dalszej kolejności pozwala na analizę termodynamicznych
własności układu. Praca [O6] poświęcona jest analizie wpływu magnetycznego oddzia-
ływania wymiennego różnego typu na stabilność faz uporządkowanych występujących
w modelu. W tym celu wykorzystujemy różne metody analizy, m.in. metodę wariacyjną
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uwzględniającą przybliżenie pola średniego, metody numeryczne Monte Carlo, jak rów-
nież w szczególnych przypadkach metody ścisłe. Znajdujemy diagramy fazowe określa-
jące obszary stabilności faz uporządkowanych dla różnych wartości parametrów modelu i
różnych wymiarowości sieci, oraz określamy warunki stabilności separacji faz, tj. stabilnej
koegzystencji dwóch domen o określonej wartości parametru porządku.

6.3 Osiągnięcia naukowo-badawcze z okresu poprzedzającego nadanie stopnia na-
ukowego doktora

6.3.1 Badania uwzględnione w doktoracie

• Aktywacja nielokalnych korelacji w procesie wymiany splątania
Jednym z pierwszych problemów, który został mi zaproponowany w ramach teorii in-
formacji kwantowej, dziedziny znacznie odmiennej od mojego dotychczasowego obszaru
działań naukowych, był problem aktywacji nielokalnych korelacji kwantowych. Jedno z
podejść do tego problemu zaprezentowane zostało w pracy [O10], gdzie rozważyliśmy
wielokrotną wymianę splątania kwantowego w łańcuchu stanów dwu-kubitowych. Po-
czątkowo wymagamy, aby każdy ze stanów w łańcuchu nie dawał możliwości łamania
nierówności CHSH. Pokazujemy, że po wykonaniu procesów wymiany splątania na każ-
dej parze sąsiadujących w łańcuchu stanów, możliwe jest (dla dostatecznie dużej liczby
par stanów kwantowych) uzyskanie stanu cząstek na końcach łańcucha, którego kore-
lacje pozwalają na złamanie nierówności CHSH. W pracy analizujemy warunki (wyniki
pomiarów Bella, szczegółowe własności stanów kwantowych par cząstek składających się
na łańcuch), przy jakich możliwa jest aktywacja nielokalnych korelacji. Pokazujemy rów-
nież, że wymiana splątania dokonywana z wykorzystaniem tylko jednej klasy stanów
kwantowych nie prowadzi do aktywacji nielokalnych korelacji.

• Miary kontekstualności
W odróżnieniu od układów klasycznych, korelacje kwantowe przejawiają się w formie
kwantowej kontekstualności, gdzie wyniki pomiarów różnych obserwabli nie mogą zo-
stać opisane jednym łącznym rozkładem prawdopodobieństwa. Innymi słowy, łączny
rozkład prawdopodobieństwa, który poprawnie opisuje statystyki wyników pomiarów
pewnego zbioru współmierzalnych obserwabli (kontekstu) nie może opisywać statystyk
wyników otrzymywanych dla innego kontekstu. Kwantowe układy kontekstualne prze-
jawiają zatem cechy istnienia korelacji między wyborem kontekstu a rodziną rozkładów
prawdopodobieństwa opisującą statystyki dla wszystkich możliwych kontekstów pomia-
rowych. W pracy [O4] zaproponowaliśmy miarę kontekstualności układów kontekstual-
nych zwaną informacją wzajemną kontekstualności, która ilościowo określa wartość tych
korelacji. Niezależnie od niej zdefiniowaliśmy miarę określaną jako względna entropia
kontekstualności, która określa statystyczną odległość rozważanego układu kontekstu-
alnego (rodziny rozkładów prawdopodobieństw) do najbliższego klasycznego łącznego
rozkładu prawdopodobieństwa. Jak się okazuje, zachodzi równość obu miar kontekstu-
alności, co pokazujemy w pracy. Ponadto, wyznaczamy wartości miary kontekstualno-
ści dla najważniejszych układów kontekstualnych: kwadratu Peresa-Mermina, gwiazdy
Mermina, układu KCBS, układu Popescu-Rohrlicha, jak również dla całej klasy układów
kontekstualnych łańcuchowych nierówności Bella.

• Związek pozakwantowych korelacji z kodami swobodnego dostępu
W pracy [O11] analizujemy możliwość wzajemnej wymienialności dwóch pozakwanto-
wych układów. Jednym z nich jest kod swobodnego dostępu – hipotetyczny układ umoż-
liwiający za pomocą jednego przesłanego bitu informacji, dostarczyć odbiorcy informacji
o wartości dowolnego z dwóch bitów informacji wysłanego przez nadawcę. Drugim zaso-
bem jest układ Popescu-Rohrlicha, którego korelacje pozwalają na złamanie nierówności
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CHSH aż to maksymalnej algebraicznej wartości. Wiadomym jest, że za pomocą układu
Popescu-Rohrlicha wraz z dodatkowym bitem przesłanym do odbiorcy można zasymulo-
wać działanie kodu swobodnego dostępu. Powstaje zatem naturalne pytanie, czy możliwa
jest również symulacja odwrotna, mianowicie, czy za pomocą kodu swobodnego dostępu
można otrzymać korelacje charakteryzujące układ Popescu-Rohrlicha. W pracy wpro-
wadzamy pojęcie układu kodu swobodnego dostępu, który wraz z przesłanym bitem
informacji działa jak kod swobodnego dostępu. Następnie wykazujemy, że jeśli układ ten
spełnia warunek niesygnalizowania, to pozwala on symulować działanie układu Popescu-
Rohrlicha, co dowodzi, że dwa pozakwantowe układy są sobie równoważne. W dalszej
części sformułowaliśmy nierówność wiążącą różne zasoby wykazując m.in., że kod swo-
bodnego dostępu oraz 1 bit współdzielonej losowości pozwala na otrzymanie korelacji
układu Popescu-Rohrlicha oraz dodatkowo uzyskanie kanału wymazującego.

• Zasady wykluczania informacji
W pracy [O12] analizujemy relacje wykluczania informacji ograniczające sumę dwóch
wzajemnych informacji dla odpowiednich par obserwabli mierzonych na dowolnych sta-
nach dwuukładowych. W pierwszej kolejności zwracamy uwagę na słabość relacji wy-
kluczania informacji Halla [R94], która wynika bezpośrednio z entropowej zasady nie-
oznaczoności Maassena-Uffinka [R95], co związane jest z faktem, że dla obserwabli po-
siadających wspólny wektor własny zasada Maassena-Uffinka staje się pusta. Wprowa-
dziliśmy relację wykluczania informacji, dla przypadku, gdy jedna osoba mierzy tylko
jedną obserwablę, natomiast druga mierzy jedną z dwóch obserwabli i pokazaliśmy, że
jest ona silniejsza niż zasada Halla. Podaliśmy dowód tej relacji dla pewnych szczegól-
nych przypadków. Wprowadziliśmy również relację wykluczania informacji ogranicza-
jącą wzajemne informacje w przypadku, gdy obie osoby mierzą jedną z dwóch obserwabli
oraz podaliśmy dowód relacji dla pewnej szczególnej klasy stanów kwantowych.

6.3.2 Badania nieuwzględnione w doktoracie

• Detekcja splątania kwantowego spinów elektronów za pomocą ferromagnetycznych
kontaktów
Praca [O13] (również [O14]) poświęcona została analizie wykorzystania nieidealnych de-
tektorów ferromagnetycznych pod kątem możliwości detekcji splątania kwantowego oraz
ich użyteczności do wykorzystania podstawowych protokołów kwantowych. Jako punkt
wyjścia, przedstawiamy model pomiaru za pomocą nieidealnych detektorów, który jest
równoważny pomiarowi idealnemu dokonanym na układzie poddanemu działaniu ka-
nału depolaryzującego. Badamy minimalną wartość polaryzacji spinowej ferromagnetyka
określającej sprawność detektorów, dla której możliwa jest detekcja splątania dwóch spi-
nów oparta na wykorzystaniu różnych świadków splątania. Określamy również warunki,
przy których nieidealne detektory ferromagnetyczne mogą być wykorzystywane w pro-
tokole destylacji klucza kryptograficznego SIMCAP, jak również do łamania nierówności
CHSH. Adaptując fenomenologiczny model dekoherencji spinowej, analizujemy również
możliwości detekcji uwzględniające efekty relaksacji i defazowania spinów elektronów w
kanale transportowym.

• Zagadnienia fizyki popularnej
W pracy [O15] przedstawiona została analiza ruchu punktu materialnego poruszającego
się po zakrzywionym torze z uwzględnieniem tarcia. W szczególności rozważamy ruch
po torach w kształcie pionowo ustawionych okręgu i elipsie, gdzie określamy minimalną
wartość prędkości początkowej potrzebnej do pokonania pełnej długości toru. Dla toru w
kształcie okręgu znajdujemy rozwiązanie ścisłe, z kolei w ogólności określamy wartości
prędkości i współczynnika tarcia, dla których ruch ustaje, bądź punkt materialny traci
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kontakt z torem.

Praca [O16] poświęcona została omówieniu metody konstruowania sieci oporników jed-
nostkowych, których opór zastępczy przyjmować ma określoną wartość. Zauważamy, że
schemat dołączania kolejnych segmentów kilku oporników w sposób naprzemiennie rów-
noległy i szeregowy odtwarza wartość oporu zastępczego zadanego przez odpowiadający
schematowi ułamek łańcuchowy, co w prosty sposób pozwala na konstrukcję układu,
którego opór zastępczy ma przyjmować wartość dowolnej liczby rzeczywistej z określoną
dokładnością.

• Przepływ informacji przy oddziaływaniu z zamkniętymi krzywymi czasopodobnymi
Oddziaływanie układów kwantowych z zamkniętymi krzywymi czasopodobnymi, któ-
rych istnienie sugerują szczególne rozwiązania OTW, zwykle opisywane są w formali-
zmie nieliniowego modelu Deutscha [R96]. Model obwodowy Ralpha-Myersa [R97] sta-
nowiący opis alternatywny zamkniętych krzywych czasopodobnych zdaje się wskazywać
na ich silny potencjał, który miałby pozwalać m.in. na rozróżnianie nieortogonalnych sta-
nów kwantowych. W komentarzu [O17] pokazujemy, że wniosek ten oparty jest na nie-
jasnej przesłance, co do opisu zasobu, jaki wykorzystywany jest w modelu obwodowym.
W szczególności pokazujemy, że różne postaci klasycznie skorelowanych stanów o okre-
ślonych własnościach wykorzystywanych w charakterze zasobów, mogą prowadzić do
zasadniczo odmiennych rezultatów.

• Uporządkowania magnetyczne i ładunkowe w rozszerzonym modelu Hubbarda
W pracach [O7, O8, O9] przedstawiona została analiza modelu Hubbarda w granicy
wąskiego pasma z efektywnymi oddziaływaniami jednowęzłowymi oraz międzywęzło-
wymi oddziaływaniami magnetycznymi i ładunkowymi. W zależności od charakteru i
siły występujących oddziaływań znajdujemy diagramy fazowe w przybliżeniu pola śred-
niego. Praca [O7] poświęcona została analizie przypadku oddziaływań magnetycznych.
Pokazujemy dla jakich wartości parametrów modelu stan podstawowy realizowany jest
przez fazę magnetycznie uporządkowaną lub fazę nieuporządkowaną. Znajdujemy rów-
nież warunki, przy których możliwa jest separacja faz, tj. stabilna koegzystencja dwóch
domen z różną koncentracją ładunku. W pracy [O8] rozważamy oddziaływania ładun-
kowe uwzględniające najbliższych, jak również następnych najbliższych sąsiadów. Poka-
zujemy, że w zależności od wartości parametrów modelu, poza jednorodnymi fazami
stabilnymi (ładunkowo uporządkowaną i nieuporządkowaną), możliwe jest wystąpienie
separacji faz, zarówno ładunkowo uporządkowanej–nieuporządkowanej, jak i separacji
dwóch faz ładunkowo uporządkowanych o różnych wartościach koncentracji ładunku.
W pracy [O9] rozważamy efekty oddziaływań zarówno magnetycznych jak i ładunko-
wych w granicy silnego jednowęzłowego potencjału odpychającego. Pomimo swojej pro-
stoty, model wykazuje złożone zachowanie, zarówno w odniesieniu do możliwości wy-
stępowania wielu rodzajów stabilnych faz uporządkowanych (uwzględniające uporząd-
kowania magnetyczne, ładunkowe, mieszane oraz separacje różnych faz), jak również w
odniesieniu do zachowań wielokrytycznych charakteryzujących wykresy fazowe.

6.4 Dane naukometryczne

• Liczba recenzowanych publikacji: 24 (11 przed doktoratem)

• Liczba nieopublikowanych manuskryptów w bazie arXiv: 3 (obecnie są na etapie recenzji
w czasopismach naukowych)

1) https://arxiv.org/abs/2208.01983

2) https://arxiv.org/abs/2209.05197

3) https://arxiv.org/abs/2303.09238
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• Liczba cytowań (źródło: Google Scholar, 1.08.2023)

– Całkowita liczba cytowań: 402

– H-indeks: 11

– I10-indeks: 13

• Liczba cytowań (źródło: Web of Science, 1.08.2023)

– Całkowita liczba cytowań: 300

– Całkowita liczba cytowań (bez autocytowań): 285

– H-indeks: 10
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and Karol Życzkowski. Transition from order to chaos in reduced quantum dynamics.
Phys. Rev. E, 105:034201, Mar 2022.

Referencje: publikacje aplikanta spoza cyklu habilitacyjnego

[O1] Lukas Knips, Jan Dziewior, Waldemar Kłobus, Wiesław Laskowski, Tomasz Paterek, Pe-
ter J. Shadbolt, Harald Weinfurter, and Jasmin D. A. Meinecke. Multipartite entanglement
analysis from random correlations. npj Quantum Inf., 6:51, 2020.

35



[O2] Gilad Gour, Andrzej Grudka, Michał Horodecki, Waldemar Kłobus, Justyna Łodyga, and
Varun Narasimhachar. Conditional uncertainty principle. Phys. Rev. A, 97:042130, Apr
2018.

[O3] Karol Horodecki, Andrzej Grudka, Pankaj Joshi, Waldemar Kłobus, and Justyna Łodyga.
Axiomatic approach to contextuality and nonlocality. Phys. Rev. A, 92:032104, Sep 2015.

[O4] A. Grudka, K. Horodecki, M. Horodecki, P. Horodecki, R. Horodecki, P. Joshi, W. Kłobus,
and A. Wójcik. Quantifying contextuality. Phys. Rev. Lett., 112:120401, Mar 2014.

[O5] K.J. Kapcia, W. Kłobus, and S. Robaszkiewicz. Some exact results for the zero-bandwidth
extended hubbard model with intersite charge and magnetic interactions. Acta Physica
Polonica A, 127(2):284–286, feb 2015.

[O6] Konrad Jerzy Kapcia, Szymon Murawski, Waldemar Kłobus, and Stanisław Robaszkie-
wicz. Magnetic orderings and phase separations in a simple model of insulating systems.
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 437:218–234, 2015.

[O7] Waldemar Kłobus, Konrad Kapcia, and Stanisław Robaszkiewicz. Magnetic orderings
and phase separations in the zero-bandwidth limit of the extended hubbard model with
intersite magnetic interactions. Acta. Phys. Pol. A, 118:353, 2010.

[O8] Konrad Kapcia, Waldemar Kłobus, and Stanisław Robaszkiewicz. Charge orderings and
phase separations in the atomic limit of the extended hubbard model with intersite
density-density interactions. Acta. Phys. Pol. A, 118:350, 2010.

[O9] Konrad Kapcia, Waldemar Kłobus, and Stanisław Robaszkiewicz. Interplay between
charge and magnetic orderings in the zero-bandwidth limit of the extended hubbard
model for strong on-site repulsion. Acta. Phys. Pol. A, 121:1032, 2012.

[O10] Waldemar Kłobus, Wiesław Laskowski, Marcin Markiewicz, and Andrzej Grudka. Non-
locality activation in entanglement-swapping chains. Phys. Rev. A, 86:020302, Aug 2012.

[O11] Andrzej Grudka, Karol Horodecki, Michał Horodecki, Waldemar Kłobus, and Marcin
Pawłowski. When are popescu-rohrlich boxes and random access codes equivalent? Phys.
Rev. Lett., 113:100401, Sep 2014.

[O12] Andrzej Grudka, Michał Horodecki, Paweł Horodecki, Ryszard Horodecki, Waldemar
Kłobus, and Łukasz Pankowski. Conjectured strong complementary-correlations tradeoff.
Phys. Rev. A, 88:032106, Sep 2013.

[O13] Waldemar Kłobus, Andrzej Grudka, Andreas Baumgartner, Damian Tomaszewski, Chri-
stian Schönenberger, and Jan Martinek. Entanglement witnessing and quantum crypto-
graphy with nonideal ferromagnetic detectors. Phys. Rev. B, 89:125404, Mar 2014.

[O14] W. Kłobus D. Tomaszewski A. Grudka A. Baumgartner C. Schönenberger J. Martinek
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[R51] Minh Cong Tran, Borivoje Dakić, Wiesław Laskowski, and Tomasz Paterek. Correlations
between outcomes of random measurements. Phys. Rev. A, 94:042302, Oct 2016.

[R52] Dagomir Kaszlikowski, Aditi Sen(De), Ujjwal Sen, Vlatko Vedral, and Andreas Winter.
Quantum correlation without classical correlations. Phys. Rev. Lett., 101:070502, Aug 2008.

[R53] Minh Cong Tran, Margherita Zuppardo, Anna de Rosier, Lukas Knips, Wiesław Laskow-
ski, Tomasz Paterek, and Harald Weinfurter. Genuine n-partite entanglement without
n-partite correlation functions. Phys. Rev. A, 95:062331, Jun 2017.

39



[R54] Christian Schwemmer, Lukas Knips, Minh Cong Tran, Anna de Rosier, Wiesław Laskow-
ski, Tomasz Paterek, and Harald Weinfurter. Genuine multipartite entanglement without
multipartite correlations. Phys. Rev. Lett., 114:180501, May 2015.

[R55] N Gisin and H Bechmann-Pasquinucci. Bell inequality, bell states and maximally entan-
gled states for n qubits. Physics Letters A, 246(1):1–6, 1998.

[R56] A Borras, A R Plastino, J Batle, C Zander, M Casas, and A Plastino. Multiqubit systems:
highly entangled states and entanglement distribution. Journal of Physics A: Mathematical
and Theoretical, 40(44):13407, oct 2007.

[R57] A. Higuchi and A. Sudbery. How entangled can two couples get? Physics Letters A,
273(4):213–217, 2000.

[R58] Felix Huber, Otfried Gühne, and Jens Siewert. Absolutely maximally entangled states of
seven qubits do not exist. Phys. Rev. Lett., 118:200502, May 2017.

[R59] Wolfram Helwig and Wei Cui. Absolutely maximally entangled states: Existence and
applications, 2013.

[R60] Ryszard Horodecki, Paweł Horodecki, Michał Horodecki, and Karol Horodecki. Quan-
tum entanglement. Rev. Mod. Phys., 81:865–942, Jun 2009.

[R61] Otfried Gühne and Géza Tóth. Entanglement detection. Physics Reports, 474(1):1–75,
2009.

[R62] Dawei Lu, Tao Xin, Nengkun Yu, Zhengfeng Ji, Jianxin Chen, Guilu Long, Jonathan
Baugh, Xinhua Peng, Bei Zeng, and Raymond Laflamme. Tomography is necessary
for universal entanglement detection with single-copy observables. Phys. Rev. Lett.,
116:230501, Jun 2016.

[R63] Luca D’Alessio, Yariv Kafri, Anatoli Polkovnikov, and Marcos Rigol. From quantum
chaos and eigenstate thermalization to statistical mechanics and thermodynamics. Ad-
vances in Physics, 65(3):239–362, 2016.
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