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1 Imie i nazwisko

Waldemar Jarostaw Ktobus

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne

¢ Stopieni naukowy doktora w dziedzinie nauk fizycznych w zakresie fizyki
Instytucja: Wydziat Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Tytut rozprawy: Wybrane wtasnosci korelacji w mechanice kwantowej i ogélnych teoriach proba-
bilistycznych
Promotor: prof. dr hab. Andrzej Grudka
Promotor pomocniczy: prof. UG dr hab. Karol Horodecki
Recenzenci: prof. dr hab. Marek Kus, prof. dr hab. Karol Zyczkowski
Obrona rozprawy doktorskiej: 17.07.2014, Poznan
Nadanie stopnia naukowego: 19.09.2014, Poznan

¢ Tytul zawodowy magistra na kierunku fizyka w specjalnosci fizyka teoretyczna
Instytucja: Wydziat Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Tytut pracy magisterskiej: Uporzqdkowania magnetyczne i tadunkowe oraz separacja faz w roz-
szerzonym modelu Hubbarda
Promotor: prof. dr hab. Stanistaw Robaszkiewicz
Ocena: bardzo dobry
Nadanie tytulu zawodowego: 7.07.2009, Poznan

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach nauko-
wych lub artystycznych

¢ 1.02.2021 - do teraz: Adiunkt (pelny etat naukowo-dydaktyczny)
Instytucja: Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydzial Matematyki, Fizyki i Infor-
matyki, Uniwersytet Gdariski
Bezposredni przetozony: prof. UG dr hab. Marek Kroénicki
Zagadnienia badawcze: korelacje wieloczastkowe, detekcja wieloczastkowego splatania
kwantowego, metody posredniej detekgcji splatania

¢ (01.02.2018 — 31.01.2021: Adiunkt (staz podoktorski)
Instytucja: Instytut Fizyki Teoretycznej i Astrofizyki, Wydzial Matematyki, Fizyki i Infor-
matyki, Uniwersytet Gdarski
Zrédto finansowania: Narodowe Centrum Nauki, grant: Beethoven nr 2016/23/G/ST2/04273
Bezposredni przetozony: prof. dr hab. Wiestaw Laskowski
Zagadnienia badawcze: charakteryzacja korelacji wieloczastkowych, detekcja wieloczast-
kowego splatania kwantowego

e 12.2014 - 12.2016: Asystent naukowy (staz podoktorski)
Instytucja: Wydziat Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Zrodto finansowania: Europejska Rada ds. Badaft Naukowych, grant: ERC Advanced
Grant QOLAPS
Bezposredni przetozony: prof. dr hab. Andrzej Grudka
Zagadnienia badawcze: teoretyczne podstawy i zastosowanie zasobéw kwantowych, spla-
tania kwantowego, nielokalnosci i kontekstualnosci



* 04.2012 - 11.2014: Asystent naukowo-badawczy
Instytucja: Wydziat Fizyki, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Zrédto finansowania: Europejska Rada ds. Badaii Naukowych, grant: ERC Advanced
Grant QOLAPS
Bezposredni przetozony: prof. dr hab. Andrzej Grudka
Zagadnienia badawcze: teoretyczne podstawy i zastosowanie zasobéw kwantowych, spla-
tania kwantowego, nielokalnosci i kontekstualnosci

4 Omoéwienie osiagnieé, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1. pkt 2
ustawy

4.1 Tytul osiagniecia naukowego
Cykl powiazanych tematycznie publikacji naukowych pt.:

Analiza uktadéw ztozonych i wptywu nieklasycznych korelacji na ich wtasnosci

4.2 Wykaz publikacji stanowiacych osiagniecie habilitacyjne

1) “Transition from order to chaos in reduced quantum dynamics”
W. Klobus, P. Kurzyriski, M. Ku$, W. Laskowski, R. Przybycien, K. Zyczkowski
Physical Review E 105, 034201 (2022)
DOI: https://doi.org/10.1103/PhysRevE.105.034201
ArXiv: https://arxiv.org/abs/2111.13477

2) “Cooperation and dependencies in multipartite systems”
W. Klobus, M. Miller, M. Pandit, R. Ganardi, L. Knips, J. Dziewior, ]. Meinecke,
H. Weinfurter, W. Laskowski, T. Paterek
New Journal of Physics 23, 063057 (2021)
DOI: https://doi.org/10.1088/1367-2630/abfb89
ArXiv: https://arxiv.org/abs/2003.12489

3) “Gaussian state entanglement witnessing through lossy compression”
W. Klobus, P. Ciedliniski, L. Knips, P. Kurzytiski, W. Laskowski
Physical Review A 103, 032412 (2021)

DOL https://doi.org/10.1103/PhysRevA.103.032412
ArXiv: https://arxiv.org/abs/2008.11733

4) “k-uniform mixed states”
W. Klobus, A. Burchardt, A. Kotodziejski, M. Pandit, T. Vertesi,
K. Zyczkowski, W. Laskowski
Physical Review A 100, 032112 (2019)
DOI: https://doi.org/10.1103/PhysRevA.100.032112
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1906.01311

5) “Higher dimensional entanglement without correlations”
W. Klobus, W. Laskowski, T. Paterek, M. Wiesniak, H. Weinfurter
The European Physical Journal D 73, 29 (2019)
DOI: https://doi.org/10.1140/epid/e2018-90446-6
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1808.10201
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6) “Measurement uncertainty from no-signaling and nonlocality”
J. Lodyga, W. Klobus, R. Ramanathan, A. Grudka, M. Horodecki, R. Horodecki
Physical Review A 96, 012124 (2017)
DOL https://doi.org/10.1103/PhysRevA.96.012124
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1702.00078

7) “Communication strength of boxes violating monogamy relations”
W. Klobus, M. Oszmaniec, R. Augusiak, A. Grudka
Foundations of Physics 46, 620 (2016)

DOI: https://doi.org/10.1007/s10701-015-9983-5
ArXiv: https://arxiv.org/abs/1408.1223

4.3 Oméwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéw

Zaprezentowane osiagniecie naukowe stanowi cykl powiazanych tematycznie publikacji na-
ukowych bedacych pracami zbiorowymi. Szczegélowe oméwienie wkladu aplikanta do kazdej
z prac przedstawione zostalo w rozdziale 1 zalaczonego dokumentu Wykaz osiggnie¢ nauko-
wych albo artystycznych, stanowigcych znaczny wktad w rozwdj okreslonej dyscypliny, z kolei wkiad
pozostatych wspétautoréw zostal przedstawiony w oswiadczeniach zalaczonych jako odrebny
dokument. Niniejsza prezentacja bedzie miala nastepujacy uktad: w pierwszej kolejnosci wy-
szczegOlnione zostana cele naukowe, ktére przy$wiecaly prowadzeniu badan o okreslonej te-
matyce, nastepnie w skréconej formie oméwiony zostanie kontekst, w ktérym podjete zostaty
cele naukowe oraz gtéwne wyniki prac bedacych realizacja podjetych badan, z kolei oméwienie
tresci publikacji naukowych stanowiacych cykl prac nastapi kolejno w nastepnych podrozdzia-
fach. Nalezy przy tym zwréci¢ uwage, iz przyjeta notacja cechowac sie moze powtarzalnoscia
oznaczen przypisywanych réznym pojeciom wystepujacym w réznych podrozdziatach. Tak
przyjety sposéb oznaczen zostat wybrany z uwagi na zachowanie spdjnoéci z konwencyjna no-
tacja stosowana w opublikowanych artykutach. Tym samym, w niniejszej prezentacji znaczenie
odpowiednich wyrazen bedzie okreélane niezaleznie w poszczegélnych podrozdziatach (np. p,
H, 1, D,C,etc.).

W dalszej czesci niniejszego oméwienia przyjeta zostata nastepujaca konwencja dotyczaca
referengji:

e [H1]-[H7] odnosza sie do publikacji nalezacych do cyklu habilitacyjnego,

¢ [O1]-[O17] odnosza sie do innych publikacji, ktérych aplikant jest wspétautorem, a ktére
nie naleza do cyklu habilitacyjnego,

¢ [R1]-[R97] odnosza sie do pozostatych pozyciji.

4.3.1 Wstep

Przyznana w ubiegltym roku Nagroda Nobla w dziedzinie fizyki , za eksperymenty ze spla-
tanymi fotonami, ustalenie tamania nieréwnosci Bella i pionierska informatyke kwantowa”
stanowi o istotnym znaczeniu tej preznie rozwijajacej sie galezi fizyki wyroslej z rozwazan nad
fundamentalnymi pytaniami dotyczacymi struktury teorii fizycznych i umiejscowienia ich w
szerszym kontekscie. Juz od samego poczatku formutowania zasad mechaniki kwantowej do-
strzegano jej implikacje niemajace odpowiednikéw w klasycznym opisie zjawisk. Rozwazania
na temat nieoznaczonosci bedacej efektem niekompatybilnosci pomiaréw staly sie podstawa
do dociekan nt. aspektéw fundamentalnych samej teorii. Paradoks EPR [R1] w tym wzgledzie
byt niczym innym jak préba zrozumienia kwantowo-mechanicznego opisu fizycznej rzeczywi-
sto$ci wykorzystujaca w istocie na swdj uzytek szczegélne korelacje ukladu ztozonego. Trzy
dekady p6zniej dalsze rozwazania nt. charakteru korelacji pozwolily na sformulowanie testu
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[R2, R3] pozwalajacego eksperymentalnie zweryfikowac intuicyjne zalozenia dotyczace fizycz-
nych parametréw opisujacych rzeczywistos¢.

Te z gruntu filozoficzne, jak wydawac by sie moglo, rozwazania z czasem jednak staty
sie podstawa umozliwiajaca rozwéj kwantowych technologii przetwarzania informagji, takich
jak kryptografii kwantowej [R4], obliczen kwantowych [R5], czy bezpiecznych algorytmoéw
[R6, R7], by wymieni¢ tylko niektére. Swiadczy to najlepiej o potrzebie zaréwno badan fun-
damentalnych nad mechanika kwantowa jak i okreslaniu jej relacji z pozakwantowymi zasa-
dami, jak i zwiazkéw z klasycznymi efektami, ktére w kwantowym ujeciu moga nabraé nowego
znaczenia. Jednym ze sposobéw mogacych przyczynié sie do dalszego rozwoju dziedziny jest
analiza ukladéw zlozonych pod katem wptywu ich wzajemnych korelacji na ich wiasnosci.

Celem zaprezentowanych badat w ramach przedstawionego osiagniecia naukowego byto
istotne poszerzenie wiedzy na temat natury korelacji wieloczastkowych ukltadéw ztozonych i
wynikajacych z nich efektéw, zaréwno w odniesieniu do korelacji kwantowych, jak i ich rela-
¢ji z pozakwantowymi ograniczeniami. Szczegétowe cele, na ktérych skupiaja sie badania w
przedstawionym cyklu prac, mozna okresli¢ na sposéb ponizszego zestawienia:

* badanie efektéw tamania ograniczen na korelacje uktadéw wieloczastkowych,

* badanie pozakwantowych ograniczefi na korelacje ukladéw wieloczastkowych wptywa-
jacych na efekty uzyskiwane w ramach formalizmu kwantowego,

¢ charakteryzacja korelacji uktadéw wieloczastkowych i badanie ich uzytecznosci w okre-
Slonych protokotach kwantowych,

¢ przedstawienie metody transferu splatania kwantowego na uklady o zmienionej wymia-
rowosci,

* badanie charakterystyk korelacji wieloczastkowych i ich uzytecznoéci do charakteryzacji
wieloczastkowego splatania kwantowego,

¢ przedstawienie metody konstrukgji i badanie wtasnosci wieloczastkowych stanéw mak-
symalnie splatanych i ich uogélnien,

* badanie wptywu oddzialywan ukltadéw wieloczastkowych na ich dynamike i okreslenie
warunkéw prowadzacych do zachowan chaotycznych.

4.3.2 Podsumowanie

W ostatnich latach w badaniach naukowych wiele uwagi po$wiecono analizie korelacji nie-
sygnalizujacych sformutowanych jako rodziny rozktadéw prawdopodobieristw {p(x,y,z|X,Y,Z)}
wynikéw pomiaréw otrzymywanych w eksperymentach bellowskich przez przestrzennie roz-
dzielonych obserwatoréw [R8|[R9]. Korelacje niesygnalizujace okreslone sa przez takie rozktady
prawdopodobienistw, ktérych prawdopodobiefistwa otrzymywanych wynikéw przez pewnych
obserwatoréw (np. x,y) nie zaleza od wyboru ustawieri pomiarowych dokonywanych przez
pozostatych obserwatoréw (np. Z):

Y p(xy,z|X,Y,Z) =) plx,y,z|X,Y,Z). 1)
z z

Wtedy tez korelacgje wynikéw pomiaréw X i Y spetniaja (XY)z = (XY)z = (XY). Jedna z
fundamentalnych cech wieloczastkowych korelacji niesygnalizujacych jest ich wlasno$¢ mo-
nogamii [R10, R11} R12] stanowiaca, ze jesli w ukladzie wspétdzielonym przez przykltadowo
trzy osoby (Alka, Bolka i Edka) korelacje dwojga z nich (Alka i Bolka) tamia okreslona nie-
réwnosc Bella, to korelacje trzeciej osoby (Edka) z pozostatymi staja sie znaczaco ograniczone.
Wlasno$¢ ta ma istotne znaczenie w zastosowaniach w dziedzinie bezpieczeristwa kryptografii
[R13] opartej na zasadzie niesygnalizowania, czy tez wzmacnianiu losowosci [R14} [R15], ktore



to efekty sa niemozliwe w przypadku wykorzystania korelacji klasycznych. W ostatnim czasie
w kontekscie problemu utraty informacji w czarnych dziurach wskazano [R16]], ze relacje mo-
nogamii moga by¢ tamane, tak iz dokonujac pomiaréw na czastkach w ,poligamicznym stanie
splatanym” uzyska¢ mozna korelacje famiace (1)) [R17]. Tego typu korelacje sygnalizujace moga
z kolei by¢ uzyte celem przesylania informacji miedzy uzytkownikami. Warto wspomnie¢, ze
relacje monogamii moga by¢ tamane w mechanice kwantowej [R18, R19] w przypadku, gdy
pozwoli sie na dokonanie postselekcji w eksperymentach bellowskich.

W pracy [H1] rozwazamy potencjal komunikacyjny ukladu, jako efekt tamania relacji mo-
nogamii. W tym celu rozwazamy uklad tréjczastkowy i okredlona dla niego relacje monogamii
[R11]]. Wskazujemy w jaki spos6b w przypadku tamania monogamii stworzy¢ mozna kanat ko-
munikacyjny pozwalajacy na przesytanie klasycznej informacji miedzy uzytkownikami. Okre-
Slamy minimalna pojemno$¢ informacyjna takiego kanatu w zaleznosci od stopnia famania
relacji monogamii dla nieréwnoséci CHSH oraz og6lnej taricuchowej nieréwnosci Bella. Pre-
zentujemy ponadto alternatywny dowdd relacji monogamii (dla nieréwnosci CHSH [R3] oraz
og6lnej taricuchowej nieréwnosci Bella [R20]), ktéry pozwala na zrozumienie w jaki sposéb
zasada niesygnalizowania ogranicza korelacje wynikéw otrzymywanych w eksperymentach
bellowskich.

Wspomniane wczesniej korelacje niesygnalizujace studiowane byly réwniez celem zrozu-
mienia jakie fizyczne zasady wplywaja na ograniczenia korelacji uzyskiwanych w ramach for-
malizmu mechaniki kwantowej oraz efektéw kwantowych (takie jak redukcja ztozonosci obli-
czeniowej, kwantowe przyspieszenie obliczeri,, wzmacnianie losowosci, czy dystrybucja klucza
kryptograficznego), ktére moglyby zosta¢ otrzymane bez odnoszenia sie do zasad mechaniki
kwantowej. Istotnie, by uzyska¢ pewne nieklasyczne efekty nie jest koniecznym stosowanie
pelnego formalizmu kwantowego: przyktadowo, bezpieczna dystrybucja klucza kryptograficz-
nego moze by¢ zapewniona wylacznie na gruncie zasady niesygnalizowania oraz nielokalnos$ci
Bella [R13]]. Jednakze w tym wzgledzie zasada nieoznaczonosci [R21] jako nieklasyczny efekt,
ktéry jest wbudowany w formalizm kwantowy jak dotad nie zostata ilosciowo uzyskana na
gruncie zasady niesygnalizowania i nielokalnosci Bella. Zasada nieoznaczono$ci moze by¢ okre-
$lana dwojako: jako nieoznaczono$¢ przygotowania ukladu, stanowiaca, ze nie jest mozliwe
przygotowanie ukladu fizycznego w stanie dajacym niezaburzone statystyki wynikéw dwéch
niekompatybilnych pomiaréw jednoczesnie [R22}[R23], oraz nieoznaczonosé¢ pomiarowa, stano-
wiaca, ze akt pomiaru jednej obserwabli zaburza statystyki wynikéw pomiaru innej obserwabli
[R24], R25]. Nieoznaczonos$¢ pomiarowa moze by¢ sformutowana jako kompromis miedzy za-
burzeniem stanu ukltadu a iloscia uzyskiwanej informagji o stanie uktadu [R26] [R27].

W pracy [H2] otrzymujemy iloSciowy opis nieoznaczonoéci pomiarowej w formie kompro-
misu miedzy informacja, ktéra mozna uzyska¢ w procesie pomiaru obserwabli a zaburzeniem
ukladu powodowanym przez proces pomiaru. Relacje nieoznaczonosci otrzymujemy odwotu-
jac sie jedynie do zasady niesygnalizowania i nielokalnosci Bella. W tym celu rozwazamy sce-
nariusz, w ktérym dwoje przestrzennie rozdzielonych uzytkownikéw (Alek i Bolek) dusponuja
ukladem fizycznym przejawiajacym nielokalno$¢ Bella, na ktérym dokonuja nastepujacych po
sobie pomiaréw obserwabli na swoich podukfadach. Jak wykazujemy, sam akt pomiaru pierw-
szej obserwabli dokonany przez Bolka zaburza statystyki drugiego pomiaru, nawet w przy-
padku wykonania tzw. pomiaru fagodnego, za pomoca ktérego nie uzyskuje on pelnej wiedzy
o wyniku. Wykazujemy w sposéb ilosciowy, ze zaburzenie powodowane pomiarem zalezy nie
tylko od ilosci informacji uzyskanej w pierwszym pomiarze, ale réwniez od sity wzajemnych
korelacji charakteryzowanych stopniem famania odpowiedniej nieréwnosci Bella. Wskazuje to,
ze nieoznaczono$¢ pomiarowa w przypadku ukladéw wieloczastkowych okresli¢ mozna jako
efekt sity wzajemnych korelacji, w dodatku niezalezny od formalizmu kwantowego. Uzyskany
kompromis miedzy zaburzeniem a uzyskiwana informacja moze mie¢ potencjat aplikacyjny w
metodach kryptografii opartej na przesylaniu czastek w okreslonym stanie (jak w przypadku
protokotu BB84).



Jednym z podstawowych probleméw badania uktadéw wieloczastkowych jest identyfika-
gja i mierzalno$¢ réznego typu wspétzaleznosci miedzypodukitadowej pod katem ich mozli-
wych zastosowarni, zaréwno dotyczacych uktadéw klasycznych jak i kwantowych. Zagadnienie
mierzalno$ci korelacji ukladéw ztozonych znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach nauk
[R28, R29| R30, R31, IR32, [R33], takich jak m.in. genetyka, neuronauka, socjologia, czy eko-
nomia, jak réwniez w fizyce i teorii przetwarzania informacji, gdzie analizie poddano rézne
miary korelacji wieloczastkowych [R34, IR35, [R36]. Wiele z miar ilo$Sciujacych korelacje wie-
loczastkowe definiowanych jest w sposéb wymagajacy przeprowadzenia zlozonych proceséw
optymalizacyjnych trudnych do praktycznej implementacji numerycznej.

W pracy [H3] definiujemy obliczeniowo prosta miare zalezno$ci miedzypodukadowej uktadu
wieloczastkowego okreélona jako informacyjny zysk, ktéry w wyniku kooperacji uzyskuje
grupa oséb wspodtdzielaca uktad wieloczastkowy wzgledem innego skorelowanego z nimi
ukladu. Zdefiniowana przez nas miara, zwana dalej wspdtzaleznoscia, opiera sie na wyko-
rzystaniu warunkowej wzajemnej informacji, wielkosci szeroko wykorzystywanej w klasycznej
i kwantowej teorii informacji [R37, [R38, IR39, [R40, R41} [R42, [R43, [R44) R45]. Okreslamy podsta-
wowe wlasnoéci miary ilo$ciujacej wspoéizaleznos¢ i wskazujemy na wspoélne cechy wspoétzalez-
noéci z miarami prawdziwie wieloczastkowych korelacji [R46]. Jak sie okazuje, miara wspot-
zalezno$ci charakteryzuje innego typu zaleznosci miedzypodukladowe niz splatanie kwan-
towe, cho¢ w okreslonych przypadkach miara wspoétzaleznosci ma charakter Swiadka splatania
kwantowego stanéw mieszanych. Pokazujemy, ze miara wspoétzaleznosci ma potencjat aplika-
cyjny poprzez iloSciowe okreslenie minimalnej wydajnosci kwantowego protokotu wspoétdzie-
lenia sekretu [R47]. Wskazujemy réwniez na optymalne stany kwantowe w sensie maksymali-
zowania miary wspoéizaleznosci.

Jak wykazaliSmy powyzej, splatanie kwantowe jest zasobem jako$ciowo réznym wzgledem
ukladéw charakteryzujacych sie niezerowa miara wieloczastkowej wspéizaleznosci. W dalszej
kolejnosci zajmujemy sie relacjami splatania kwantowego ukiadu wieloczastkowego p i jego
korelacji charakteryzowanych tensorem korelacji Ty,...y = Tr(p 0y, ® - ® 0y ), ktérego od-
powiednie skladowe w dalszej czesci bedziemy nazywac elementami. Jak wiadomo, czyste
stany N-czastkowe sa splatane wtedy i tylko wtedy, gdy suma kwadratéw wszystkich ele-
mentéw tensora korelacji N-tego rzedu (y; # 0 dla wszystkich i) przekracza pewne wartosci
[R48|, R49, R50, R51]], ktore okresli¢ mozna dla dowolnej liczby czastek N ukladu oraz dowolnej
wymiarowosci d podukiadéw. Okazuje sie jednak, ze w przypadku mieszanych stanéw N ku-
bitéw (d = 2) niemozliwa jest charakteryzacja splatania wykorzystujaca N-czastkowe elementy
tensora korelagji; istnieja bowiem prawdziwie wieloczastkowo splatane stany N kubitéw ze zni-
kajacymi N-czastkowymi elementami tensora korelacji [R52, [R53, [R54]. Nie jest jednak jasne,
czy jest to cecha wlasciwa jedynie uktadom wylacznie 2-wymiarowym.

W pracy [H4] dowodzimy, Ze zerowanie N-czastkowych elementéw tensora korelacji moz-
liwe jest réwniez w przypadku prawdziwie wieloczastkowo splatanych stanéw o wyzszej wy-
miarowosci. Wprowadzajac odwzorowanie zmieniajace znak elementéw tensora korelacji od-
powiedniego rzedu przedstawiamy uogoélniony schemat konstrukgji stanéw ukltadéw N kudi-
tow majacych te ceche, ze wszystkie N-czastkowe elementy tensora korelacji zeruja sie. Ponadto
podajemy przyklad mieszanych stanéw z zerujacymi sie N-czastkowymi elementami tensora
korelacji, ktére jednak sa prawdziwie wieloczastkowo splatane. Tym samym pokazujemy, ze
dla stanéw mieszanych N kuditéw nie istnieja kryteria prawdziwie wieloczastkowego splata-
nia oparte o N-czastkowe elementy tensora korelagji.

Drugie z poruszanych zagadnien dotyczacych wieloczastkowego splatania kwantowego
odnosi sie do opisu stanéw absolutnie maksymalnie splatanych (AME). Czyste stany AME
N-czastek stanowia wieloczastkowe uogoélnienie pojecia czystych stanéw maksymalnie spla-
tanych [R55] dwéch czastek w tym sensie, ze kazda | N/2]-czastkowa redukcja prowadzi do
stanu maksymalnie zmieszanego. Z kolei dowolny stan o tej wiasnosci, ze kazde k-czastkowe
redukcje sa maksymalnie zmieszane okreslamy stanami k-jednorodnymi. Okazuje sie, ze o ile



dla N = 5i N = 6 kubitéw mozna znalez¢ postaé czystych stanéw AME [R56], to w ogdlnosci
stany AME nie istnieja dla dowolnych N, co pokazano m.in. dla N = 4 [R57] i N = 7 [R58].
Ograniczenie na istnienie stanéow AME dla dowolnej liczby czastek N nie wystepuje jednak, o
ile przestrzen Hilberta jednoczastkowych podukiadéw bedzie dostatecznie duza [R59].

W przypadku, gdy dla okreslonej liczby czastek N nie istnieje czysty stan k-jednorodny,
pojawia sie pytanie o to, jaka jest najwieksza czystos¢, jaka moze mie¢ k-jednorodny stan
N-czastkowego ukiadu. Praca [H5] po$wiecona zostala analizie tego problemu. W pierwszej
kolejnosci charakteryzujemy stany k-jednorodne wykorzystujac elementy tensora korelacji od-
powiedniego rzedu, co pozwala na sprawna analize numeryczna zagadnienia. Przedstawiamy
og6lna metode konstrukcji stanéw k-jednorodnych wykorzystujaca wieloczastkowe macierze
Pauliego (dalej zwane generatorami) spelniajace okre$lone warunki. Znajdujemy jawne po-
staci generatoréw pozwalajacych uzyskac¢ wszystkie stany k-jednorodne o najwyzszej czystosci
dla N < 6 kubitéw (uwzgledniajac czyste stany AME) oraz innych. Wskazujemy, ze wysoka
czysto$¢ okreslonych stanéw k-jednorodnych przy znikajacych elementach tensora korelacji
nizszych rzedéw skutkuje tym, ze znalezione stany przejawiaja silnie nieklasyczne wiasnosci,
takie jak prawdziwie wieloczastkowe splatanie, czy mozliwosé ztamania nieréwnosci Bella.

W minionych latach dokonano ogromnego postepu w generowaniu stanéw splatanych. W
tego typu eksperymentach pojawiaja sie jednak pytania dotyczace potwierdzenia wytworze-
nia splatania, wykrywania jego obecnosci i iloSciowego okreslenia stopnia splatania. Jak dotad
przedstawione zostaty r6zne metody detekcji splatania, obejmujace testy Bella, pomiar $wiad-
kéw splatania, nieréwnosci entropowe i inne [R60, R61]. Detekcja splatania kwantowego staje
sie bardziej problematyczna w przypadku uktadéw o wyzszych wymiarach i czesto wymaga
dokonania tomografii stanu uktadu kwantowego [R62], co pociaga koniecznoé¢ wykonania po-
miaréw, ktérych liczba rosnie wyktadniczo wraz z wymiarowo$cia ukladu.

W pracy [H6|] rozpatrujemy problem uzyskiwania informacji o splataniu kwantowym w
obrebie pewnego ukladu o wysokiej wymiarowosci, bez koniecznoéci wykonywania tomo-
grafii stanu tego ukltadu. W tym celu, do ukladu, ktérego splatanie chcemy zweryfikowag,
a ktérego bezposrednia analiza jest trudna do wykonania, dofaczamy inny ukiad o zmienionej
wymiarowosci, umozliwiajacej dokonanie pomiaréw okreslajacych jego stan. Pokazujemy, ze z
pomoca okreslonego typu oddziatywania pomiedzy uktadami mozliwy jest transfer splatania
pomiedzy ukladem pierwszym i drugim, ktéry réwniez umozliwia certyfikowanie splatania
ukladu pierwszego poprzez analize drugiego uktadu o zmienionej wymiarowosci. Ze wzgledu
na zmniejszenie wymiarowo$ci ukladu, ktéry ostatecznie poddany zostaje analizie widzimy,
ze nie jest mozliwy pelny transfer stanu z jednego uktadu do drugiego. Niemniej pokazujemy,
ze nawet w ten sposob okreslona stratna kompresja stanu pozwala na uzyskanie informacji na
temat splatania stanu wyjsciowego.

Ostatnim z zagadnienn badawczych niniejszej prezentacji jest analiza dynamiki uktadu wie-
loczastkowego prowadzacej do zachowan chaotycznych. W minionych latach wiele uwagi po-
$wiecono badaniu wtasnosci kwantowych odpowiednikéw klasycznych uktadéw chaotycznych
mogacych poméc w zrozumieniu powiazarn mechaniki klasycznej i kwantowej [R63]. W tym
wzgledzie przeprowadzono szereg analiz dotyczacych modelu uderzanego rotatora jako przy-
ktadu klasycznej dynamiki chaotycznej oraz odpowiadajacej jej unitarnej ewolucji kwantowej,
ktéra zachodzi w skoniczonej przestrzeni Hilberta [R64, R65, R66, R67, [R68, R69]. Ow mo-
del opisuje zachowanie spinu w stalym polu magnetycznym, ktéry jest poddawany okresowej
sekwencji nieliniowych impulséw (uderzert). W ostatnim czasie wskazano [R70], ze istnieje
Scisly zwiazek pomiedzy entropia splatania kwantowego uktadu wielu czastek, a dynamika
chaotyczna klasycznego ukladu uderzanego rotatora, bedacego klasycznym odpowiednikiem
ukladu N spinéw. Tym samym sugeruje sie, ze splatanie kwantowe powinno odgrywa¢ za-
sadnicza role prze formulowaniu kwantowego odpowiednika teorii Kolmogorowa-Arnolda-
Mosera.



O ile w rozwazanych przypadkach dynamika catego uktadu wielopodukladowego jest uni-
tarna, dynamika zredukowana do wybranego podukladu moze mie¢ charakter nieliniowy.
W pracy [H7] analizujemy wiasnosci nieliniowej dynamiki pojedynczego kubitu otrzymanej
przez czeSciowa redukcje reszty ukladu. W rozwazanym modelu ukiadu oddziatujacych spi-
néw kazda z czastek poddana jest dziataniu kanatu ttumiacego amplitude. Pokazujemy, ze w
zaleznosci od parametru tlumienia, uklad przejawia zréznicowany charakter zachowan. Prze-
prowadzona analiza wskazuje, ze obserwowane wczeéniej w przypadku ukltadéw klasycznych
zjawisko podwajania okresu i dochodzenie do chaosu w scenariuszu Feigenbauma [R71]] prze-
jawia sie réwniez w zredukowanych dynamikach ukladéw kwantowych.

4.3.3 Potencjal komunikacyjny ukladu wieloczastkowego jako efekt lamania relacji mono-
gamii

W pracy [H1] poddajemy analizie korelacje uktadu wieloczastkowego pozwalajace na zta-
manie relacji monogamii. W tym przypadku dany uklad réwniez bedzie tamal zasade niesy-
gnalizowania. Powstaje zatem naturalne pytanie o to, w jaki sposéb dany uktad sygnalizujacy
mozna wykorzystaé¢ do przesylania informacji pomiedzy osobami, ktére go wspoétdziela oraz
ile informacji mozna w ten sposéb przestaé. Celem odpowiedzi na to pytanie, wpierw wypro-
wadzamy relacje monogamii w charakterystyczny sposéb, odmienny od tych, ktére byty pre-
zentowane dotychczas w literaturze [R11]], a ktéry pozwala zrozumie¢ wiezy, jakie zasada nie-
sygnalizowania naktada na korelacje otrzymywane w doswiadczeniu bellowskim. Rozwazmy
zatem uklad fizyczny wspoétdzielony przez 3 osoby, na ktérym kazda z nich dokonuje pomiaru
pewnej obserwabli (odpowiednio X, Y i Z) dajacego wyniki £1 z facznym rozkladem prawdo-
podobienistwa p(XYZ). Prawdziwa jest nier6wnos¢

(—DUXY)z+ (-1)(YZ)x + (-1)"(XZ)y <1, 2)

dla dowolnych i, j,k = 0,1 takich, Ze suma i + j + k jest nieparzysta, z kolei dolny indeks wy-
znacza kontekst (pomiar trzeciej obserwabli), w ktérym dokonano pomiaru dwéch pozostatych
obserwabli. Jesli z kolei rozwazymy scenariusz CHSH, gdzie zaréwno Alek, jak i Bolek moga
dokonywaé pomiaru jednej z dwoéch obserwabli, oraz dodatkowo odseparowany przestrzennie
Edek dokonuje pomiaru pewnej innej obserwabli, to dla kazdego kontekstu istnie¢ musi faczny
rozktad prawdopodobienstwa p(A;BjE), a co za tym idzie spelnione musza by¢ nieréwnosci

(AoBo)E + (BoE) 4, — (AoE)p, < 1, )
(A1Bo)E + (BoE) 4, — (A1E)p, < 1, (4)
(A1B1)g — (B1E)a, + (A1E)p, < 1, (5)
—(AoB1)E + (B1E) o, + (AoE)p, < 1. (6)

W przypadku korelacji niesygnalizujacych mamy natomiast, Zze wartoéci $rednie iloczynéw
(zwane dalej korelatorami) tych samych wielkosSci nie zaleza od kontekstu, w ktérych sa mie-
rzone ((XY)z = (XY)z). Sumujac powyzsze cztery nier6wnosci w prosty sposéb otrzymujemy
relacje monogamii dla nieréwnoéci CHSH postaci

CHSHap + 2(BoE) < 4, @)

z CHSHyp jako Srednia wartoscia operatora CHSH, ktéra to nieréwno$¢ ogranicza korela-
cje otrzymywane w pomiarach dokonywanych przez 3 obserwatoréw w dowolnych teoriach
zgodnych z wiezami niesygnalizowania. Natomiast w przypadku, gdy pewna rodzina rozkta-
déw prawdopodobienistwa (zwana dalej ukladem) famie relacje monogamii, to z koniecznosci
musialaby zosta¢ ztamana relacja niesygnalizowania, tak iz korelatory mierzone w innych kon-
tekstach miatyby inne wartosci ((XY)z # (XY)z), co z kolei pozwala na przesylanie informacji
(od obserwatora wybierajacego miedzy pomiarami Z i Z' do obserwatoréw mierzacych kore-
lacje X1 Y).



Przypu$émy zatem, ze relacja monogamii (7) tamana jest o pewna warto$¢ A. Wtedy, sumu-
jac nieréwnosci (3)-(6)

(AoE) B, — (AoE)p, + (A1E)B, — (A1E)B, + (B1E) 4, — (B1E) 4, > A, 8)

okazuje sie, ze przynajmniej dla jednej pary korelatoréw (przyktadowo (AoE)g, i (AoE)s,) ich
warto$ci réznia sie przynajmniej o A/3. W takiej sytuacji, uzytkownicy mierzacy wielkosci Ay i
E otrzymuja r6zne wartosci korelatoréw w zaleznosci od tego, w jakim kontekscie (przy jakim
wyborze ustawienia pomiaru B) zostaly one zmierzone. Sygnalizowanie wyborem ustawienia
pomiaru By/B; ustanawia zatem (asymetryczny) binarny kanat informacyjny Cg_, og, ktérego
pojemnos¢ zalezy od ukladu, na ktérym dokonywane sa pomiary. Schemat ten pozwala zatem
na iloSciowe okreélenie komunikacyjnej mocy uktadéw famiacych relacje monogamii w oparciu
o koncepcje pojemnosci klasycznych kanatéw.

Zauwazmy przy tym, ze warunek (8) nie okresla jednoznacznie ktéra para korelatoréw od-
powiada za tamanie relacji monogamii, co w praktyce oznacza, ze sygnalizowanie potencjalnie
moze odbywac sie réwniez w innych schematach niz B — AE. Ponadto zauwazmy, ze uklad
famiacy relacje monogamii w istocie moze réwniez przejawiac sygnalizowanie w schemacie od
jednego badz pary obserwatoréw do innego. Dla prostoty rozwazarh w dalszej analizie sku-
piamy sie na ukladach ze znikajacymi wartosciami Srednimi poszczegélnych obserwabli, ktére
wykluczaja mozliwoé¢ takiego wiladnie schematu sygnalizowania. Nalezy przy tym zaznaczyg¢,
ze dla kazdego uktadu tamiacego relacje monogamii (7) o okreslona wartos¢ A istnieje uktad
ze znikajacymi wartoéciami $rednimi pojedynczych obserwabli, ktéry zwraca te same wartosci
korelatoréw, oddajac tym samym strukture sygnalizowania, ktéra w dalszej mierze pozwala na
scharakteryzowanie ukltadu pod katem jego komunikacyjnej mocy.

Celem ilosciowego okreslenia komunikacyjnej mocy uktadu sygnalizujacego musimy zatem
wzia¢ pod uwage mozliwos¢ sygnalizowania we wszystkich schematach, ktére wynikaja z (8),
mianowicie B — AgE, B — AjE oraz A — B1E, z ktérymi stowarzyszamy (asymetryczne)
kanaty o pojemnosciach odpowiednio Cp_;4,r, Cp—a,E i Ca—p,r zaleznymi od wartosci zwia-
zanych z nimi korelatoréw. Moc komunikacyjna sygnalizujacego ukiadu definiujemy zatem
przez minimalna pojemnos¢ kanatu optymalnego schematu sygnalizowania dla uktadu tamia-
cego relacje monogamii:

Ca = r%in max{Cp— a.e, Cps4,E,CA-BE}, 9
A

gdzie P, okres$la przestrzeni wszystkich uktadéw tamiacych relacje monogamii o zadana war-
tos¢ A. W pracy pokazujemy, ze optymalizacja po przestrzeni uktadéw sygnalizujacych Py
moze zosta¢ zastapiona przez optymalizacje po wielokomoérce Q,, ktéra jest wyznaczona przez
nierownosci

(AoE) B, — (AoE)B, + (A1E)B, — (A1E)B, + (B1E)a, — (B1E)a, = A, (10)
(AoE)B, + (AoE)B, + (A1E)p, — (A1E)p, — (B1iE)a, — (BiE)a, > A, (11)
(AoE)p, — (AoE)B, + (A1E)B, + (A1E)B, + (B1E)a, + (B1E)a, > A, (12)
(AoE)B, + (AoE)p, + (A1E)p, + (A1E)p, — (B1E)a, + (B1E)a, = A, (13)

wynikajace z (2) dla okreslonych zestawéw obserwabli, oraz dodatkowo trywialnych warun-
koéw postaci —1 < (XY), < 1.

Naturalnie, w sytuacji gdy relacja monogamii jest spelniona, A = 0 oraz Cy = 0. Wartosci
komunikacyjnej mocy ukladéw sygnalizujacych dla A > 0 uzyskane z pomoca optymaliza-
cji numerycznej przedstawia RysI| Dla przypadku maksymalnego tamania relacji monogamii
A = 2 optymalizacji dokonaliémy z wykorzystaniem technik analitycznych uzyskujac wartosc¢
(po zaokragleniu) C, = 0,158. Ponadto, dla dowolnej wartosci A znajdujemy uktad (rodzine
rozkladéw prawdopodobienistwa), ktéry osiaga wartos¢ komunikacyjnej sity wyznaczona przez
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CAZ
1 A
p(A;BJE) = 2 |1 HAE | 590+ %05 (6ij,004:8,0 + 6ij104;8,-1), (14)
gdzie J,, , jest delta Kroneckera, a x jest parametrem spelniajacym réwnanie

C((1+A/2)/2,(1+x)/2) = C((1+x)/2,(1 - x)/2), (15)

gdzie C(g,r) jest pojemnoscia (asymatrycznego) kanatu binarnego.

W pracy przedstawiamy réwniez uogélnienie problemu na relacje monogamii dla taricucho-
wej nieréwnoéci Bella, gdzie kazdy z dwojga obserwatoréw (Alek i Bolek) moze dokonywac
pomiaréw M dychotomicznych obserwabli. Réwniez i w tym przypadku z nieréwno$ci postaci

(AirjBi)E — (—1)(BiE)a,,, + (-1 (Ai,E)p, < 1, (16)

gdziei =1,...,M—11ij = 0,1 w prosty sposéb otrzymujemy relacjec monogamii dla taricu-
chowej nieréwnosci Bella [R20]
| I05| +2|(BoE)| < 2M. (17)

Podobnie i tutaj, famanie relacji monogamii pociaga za soba mozliwo$¢ sygnalizowania w pew-
nym schemacie od jednego obserwatora do pary obserwatoréw, przez co dany uklad posiada
niezerowa komunikacyjna moc. Dalsza analiza pozwala na znalezienie dolnego ograniczenia
komunikacyjnej mocy postaci

CN'>1—-H((1+ z355)/2), (18)

(gdzie H okre$la warto$¢ entropii binarnej), ktére dla poréwnania zostalo réwniez przedsta-
wione na Rys/T}

Ca
0.15

0.10'

0.05

Rysunek 1: Moc komunikacyjna Cp sygnalizujacego ukladu tamiacego relacje monogamii @
o wartoé¢ A (linia ciagta). Dla poréwnania, dolne ograniczenie na moc komunikacyjna Cy
sygnalizujacego ukladu tamiacego relacje monogamii dla taficuchowej nieréwnosci Bella dla
M = 2 (linia przerywana) oraz M = 3 (linia kropkowana).
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4.3.4 Kompromis miedzy zaburzeniem a uzyskiwana informacja jako efekt wiezu niesy-
gnalizowania oraz stopnia korelacji ukladu wieloczastkowego

W pracy [H2] otrzymujemy zasade nieoznaczono$ci pomiarowej wyrazonej w formie kom-
promisu miedzy zaburzeniem a uzyskiwana informacja bazujac na dwoéch zatozeniach w po-
staci zasady niesygnalizowania oraz tamania nieréwnosci Bella. Rozwazamy scenariusz, w kt6-
rym dwoje przestrzennie rozdzielonych uzytkownikéw (Alek i Bolek) dysponuja uktadem fi-
zycznym przejawiajacym nielokalnoé¢ Bella, na ktérym dokonuja nastepujacych po sobie po-
miaréw obserwabli na swoich poduktadach. Zauwazmy, ze w sytuacji, w ktérej Bolek kazdo-
razowo na swoim poduktadzie dokonywaltby pomiaru nie jednej obserwabli, a dwéch nastepu-
jacych po sobie niekompatybilnych obserwabli, drugi pomiar dokonywany bedzie na ukladzie
zaburzonym, a zatem w og6lnosci statystyki wynikoéw Alka i Bolka nie gwarantuja zachowania
nielokalnosci korelagji.

Celem iloSciowego okreslenia zaburzenia na skutek pomiaru jednej z obserwabli rozwa-
zamy réwnowazny scenariusz pomiarowy: zakladamy, ze podukiad Bolka jest Sciéle skorelo-
wany z dodatkowym podukiadem, na ktérym trzeci uzytkownik (Czesiek) wykonuje pomiar
jednej obserwabli, odpowiadajacej obserwabli Bolka, na ktérej w pierwszej kolejnosci miatby
on dokonywa¢ pomiaru tagodnego. W ogdélnosci rozwazamy zatem uklad tréjczastkowy, w
ktérym kazda z oséb dokonuje tzw. pomiaréw ostrych dajacych pelna informacje o wartosci
zmiennych opisujacych uklad. Oznaczmy zatem rozktad prawdopodobieristwa wynikéw Alka
i Bolka przez p(a,b|Ay, By) oraz rozktad prawdopodobieristwa wynikéw ukladu tréjczastko-
wego przez fi(a,b,b§|Ax, By, B}), gdzie bf jest wynikiem pomiaru obserwabi Czeska, ktéry
odpowiada tagodnemu pomiarowi obserwabli Bj, przy czym naturalnie p(a,b|Ay, By, Bf) =
Ly p(a, b, bf| Ay, By, Bf). W tym schemacie wymagamy, aby pomiar Czeska nie zaburzal staty-
styk wynikéw Bolka warunkowanych jakimikolwiek ustawieniami pomiarowymi i wynikami
pomiaréw Alka (zasada niesygnalizowania)

p(b1|B1,a, Ax) = p(b1|Bq, B}, a, Ay), dla wszystkich a, x, (19)

jak réwniez, aby wynik pomiaru Czeska byt skorelowany z wynikiem pomiaru obserwabli
Bolka B

1 . .

. . 5+e dlai=j
p(bS =ilby =,B1, BS,a,Ay) =< 2 ’ 20
p(by =i|by = j, By, By,a, Ay) {;—e dlai+j, (20)

gdzie parametr € okreéla zysk informacyjny o warto$ci zmiennej B;.

Chcemy teraz okresli¢ jak bardzo pomiar fagodny obserwabli B; (u nas jest nim ostry po-
miar obserwabli B skorelowanej z B;) zaburza stan catego ukladu. Naturalna miara zabu-
rzenia jest statystyczna odleglo$¢ miedzy rozkladem wynikéw uzyskiwanych przy pomiarze
obserwabli B, # B, tj. przed pomiarem tagodnym p(b|B,,a, Ay), oraz rozktadem wynikéw
uzyskiwanych po tym pomiarze j(b|B,, Bf ,a, Ay), ktora okreSlamy przez

Dox(By) = )_ |p(b|By,a, Ay) — p(b|By, B, a, Ay)l. (21)
b

W pracy rozpatrujemy catkowite zaburzenie D wyrazone przez wartosci zaburzenia statystyk
Bolka usrednione po wszystkich ustawieniach pomiarowych i wynikach Alka postaci

D= L plAap(alan) T Dus(By). 22)
a,x y#1

Jak wspomnieliSmy we wstepie, warto$¢ zaburzenia powodowanego pomiarem zwiazana
jest ze zmiana wartosci korelacji nielokalnych. Scislej, pokazujemy, ze zachodzi relacja

nD > |B(p) - B(P)l, (23)
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gdzie n okredla ilos¢ ustawiert pomiarowych Alka, a parametr B okresla warto$¢ oczekiwana
operatora Bella liczona z uwzglednieniem odpowiednich statystyk p oraz p.

Nalezy tutaj zwréci¢ uwage, ze wybrane nieréwnosci Bella w ogélnoéci nie uwzgledniaja
wszystkich obserwabli, ktérych pomiaru moze dokona¢ Bolek, w ktérych to przypadkach po-
wyzsza relacja staje sie pusta. Celem okres$lenia jak bardzo pomiar obserwabli B; moze pro-
wadzi¢ do zaburzenia w odniesieniu do okreslonej nieréwnosci Bella, wprowadzamy wielkos¢
zwana istotno$cia w(B;), okreslana jako réznice maksymalnej warto$ci oczekiwanej operatora
Bella dla uktadéw niesygnalizujacych, a odpowiednia wartoécia w przypadku, gdy zmienna B,

jest deterministyczna
w = B B )

a nastepnie dowodzimy, ze zachodzi relacja monogamii korelacji postaci
B+ w(B$By) < pm. (25)

W dalszej kolejnosci, wyrazajac warto$¢ informacji uzyskanej w wyniku pomiaru przez 7 =
(B{By) = 2€ oraz poziom nielokalnosci przez £ = ¥ — B, uzyskujemy zasade nieoznaczono-
$ci pomiarowej w postaci kompromisu pomiedzy ilo$cia informacji uzyskanej przy pomiarze,
a wielkosci zaburzenia, powodowanego aktem pomiaru

nD > wI — L, (26)

co stanowi gléwny wynik pracy.

Warto zastosowac tak okreslona relacje nieoznaczonoéci dla dobrze poznanych schematéw
pomiarowych. W pierwszej kolejnosci rozpatrujemy zatem schemat pomiarowy CHSH, do kt6-
rego odnosimy odpowiednie wartosci charakteryzujace poziom nielokalnosci £. Uzyskujemy
dzieki temu relacje nieoznaczono$ci w postaci liniowego wiezu stanowiacego dolne ogranicze-
nie na warto$¢ zaburzenia postaci

D Z 2e¢ — %(4. — ,BCHSH)- (27)

Dolne ograniczenie na warto$¢ zaburzenia przedstawiamy na Rys[2} podkreslajac jednocze-
$nie, ze owo nietrywialne ograniczenie uzyskane jest niezaleznie od formalizmu mechaniki
kwantowej. Otrzymany wynik poréwnujemy nastepnie z warto$ciami otrzymanymi w ramach
mechaniki kwantowej. W tym przypadku przyjmujemy, ze za pomiar ostry obserwabli By
odpowiada pomiar zdefiniowany przez operatory rzutowe Py i Pj, za§ pomiar tagodny re-

alizowany jest przez pomiar okreslony operatorami Krausa Ey = /3 +€Dy+ (/2 —€Py i

Ey = /% —€DPy+ /] +€P. Statystyki p(b|b§, By, Bf) otrzymywane sa w wyniku pomiaréw
ostrych dokonywanych na odpowiednich stanach warunkowych dla wynikéw otrzymanych
w poprzedzajacym go pomiarze tagodnym. Pokazujemy, Ze formalizm kwantowy speinia wa-
runki (19)-(20), a tym samym odpowiada przedstawionemu przez nas schematowi, ktory pro-
wadzi do relagji nieoznaczonosci. Jak sie okazuje, w przypadku pomiaru tagodnego dajacego
petna wiedze o wartosci zmiennej (¢ = ) uzyskujemy Scista zgodnos¢ z wynikiem otrzyma-
nym w ramach formalizmu kwantowego (Rys[2).

W pracy rozwazamy réwniez uogélnienie powyzszego schematu w odniesieniu do taricu-
chowej nieréwnosci Bella, w ktérym zaréwno Alek jak i Bolek moga dokonywa¢ pomiaréw w
n réznych bazach. W tym przypadku relacja miedzy zaburzeniem a uzyskiwana informacja
wyraza sie jako

D 2 € — (27/1 - ,Bchain)/ (28)

S |~

1

n

co przedstawione zostato na Rys[3|
Zauwazamy, Ze uzyskana zasada nieoznaczonosci dla korelacji niesygnalizujacych w przy-

padku scenariusza CHSH posiada te ceche, ze dolne ograniczenie na zaburzenie jest trywialne
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(. réwne 0) dopoty, dopoki uzyskiwana informacja nie osiaga odpowiedniej wartosci granicz-
nej € = 0,293. Rozwazenie wiekszej iloSci pomiaréw (jak w przypadku taficuchowych nie-
réwnosci Bella, gdzie Alek i Bolek moga dokonywaé pomiaréw wybieranych sposréd wiekszej
liczby baz) pozwala na zmniejszenie granicznej wartosci €, dowolnie blisko 0 (por. Rys[3).

O'%mi n
0.4
03"
02"

0.1;

01 02 03 04 o05°

Rysunek 2: Dolne ograniczenie na warto$¢ zaburzenia otrzymane z zasady niesygnalizowania
dla ukfadu famiacego nieréwnos¢ CHSH do maksymalnej wartoéci kwantowej Bcrasny = 2v2
(linia przerywana). Dla poréwnania przedstawiono warto$¢ zaburzenia powodowanego aktem
fagodnego pomiaru otrzymanego w ramach normalizmu mechaniki kwantowej (linia ciagta).

o

04, i
03 "
0.2

0 17 n=100

01 02 03 04 05°

Rysunek 3: Dolne ograniczenia na warto$¢ zaburzenia otrzymane z zasady niesygnalizowa-
nia dla uktadu tamiacego taficuchowa nieré6wnos¢ Bella do maksymalnej wartosci kwantowej
Bchain = 21 cos 5, dla réznych wartosci mozliwych ustawient pomiarowych.

4.3.5 Kooperacyjny zysk informacyjny jako efekt wspélzaleznosci ukladu wieloczastko-
wego

Celem wyprowadzenia miary wspoéizaleznosdci [H3] rozpatrujemy uktad wspétdzielony
przez 3 osoby (Alka, Bolka i Czeéka), ktére dokonuja pomiaréw swoich odpowiednich obser-
wabli (A, B i C). Zmienna A jest statystycznie niezalezna od wynikéw zmiennej B, jesli rozklad
prawdopodobieristwa tych zmiennych speinia p(A|B) = p(A). Alternatywnie, statystyczna
niezalezno$¢ dwoch zmiennych wyrazi¢ mozna w jezyku entropii Shannona: H(A|B) = H(A),
przez co statystyczna zalezno$¢ miedzy dwiema zmiennymi wyrazi¢ mozna poprzez wza-
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jemna informacje I(A : B) = H(A) — H(A|B). W przypadku 3 zmiennych, jedna z nich
moze by¢ niezalezna od wszystkich pozostatych, np. p(A|BC) = p(A), jak réwniez moze
by¢ warunkowo niezalezna tylko od jednej zmiennej, np. p(A|BC) = p(A|B). Tym samym
statystyczna zalezno$¢ pomiedzy jedna zmienna a pozostalymi wyraza wzajemna informa-
ga I(A : BC), z kolei warunkowa zalezno$¢ drugiego przypadku wyrazana jest przez wa-
runkowa wzajemna informacje I(A : C|B). Zauwazmy, ze warunkowa wzajemna informacja
I(A : C|B) = I(A : BC) — I(A : B) wyraza informacyjny zysk ze wspotpracy, jaka Bolek
moze uzyskaé wspotpracujac z Czeskiem chcac pozna¢ warto$¢ zmiennej Alka. Naturalnym
jest zatem zdefiniowanie wielkosci, ktéra dla 3 zmiennych losowych o tacznym rozkladzie
prawdopodobieristwa p(ABC) wyraza najmniejszy mozliwy informacyjny zysk wynikajacy ze
wspoélpracy pomiedzy dowolnymi osobami wzgledem trzeciej z nich, postaci

D; = min[I(A: C|B),I(A: B|C),I(C: B|A)]. (29)

Tak zdefiniowana przez nas wielko$¢ istotnie wyraza wspoétzalezno$é miedzy zmiennymi A,
B i C: miara osiaga warto$¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka zmienna, dla ktérej ist-
nieje podzbiér pozostalych oséb posiadajacych pewna wiedze o tej zmiennej, ktérej nie mozna
zwiekszy¢ wspolpracujac z innymi osobami.

Bardzo dobra ilustracja tej idei jest rozwazenie dwoéch rozktadéw prawdopodobiefistwa
trzech zmiennych binarnych: p(000) = p(111) = 1 oraz p(000) = p(011) = p(101) = p(110) =
1, ktérych zmienne w kazdym przypadku sa $cigle skorelowane. Zauwazmy, ze dla pierwszego
rozkladu znajomos¢ wartoSci pierwszej zmiennej automatycznie pociaga za soba petna wiedze
o wartoéci trzeciej zmiennej, totez informacyjny zysk ze wspoétpracy pierwszej i drugiej osoby
wynosi zero. Dla kontrastu, w przypadku drugiego rozktadu kazda ze zmiennych niezalezna
od jakiejkolwiek innej, z kolei wspétpraca pomiedzy dwoma osobami daje pelna wiedze o
wartosci trzeciej zmiennej, totez wspoétzaleznosé osiaga maksymalna wartos¢ 1.

W przypadku uktadéw wieloczastkowych z wieksza liczba uzytkownikéw zauwazamy, ze
zmianie podlega nie tylko schemat mozliwych kooperacji pomiedzy podzbiorami uczestnikéw
(mp. I(X7 : X2X3Xy) — I(X; : X2X3)), ale rowniez ilo§¢ zmiennych, ktérych poznanie warto-
Sci jest celem wspétpracujacych oséb (np. I(X1Xz @ X3Xs) — I(X1X2 : X3)). Wsp6lizaleznosé
ukladu wieloczastkowego wyrazona przez warto$¢ zysku informacyjnego w najmniej opty-
malnym schemacie wymaga zatem zoptymalizowania po wszystkich mozliwych schematach
wspolpracy pomiedzy uzytkownikami. Korzystajac z reguly taficuchowej dla wzajemnej in-
formacji pokazujemy, ze minimalna warto$¢ zysku informacyjnego dla okreslonego rozktadu
prawdopodobieristwa zadana jest przez wzajemna informacje pary zmiennych warunkowa-
nych pozostalymi, dzieki czemu wspéizaleznos¢ N zmiennych wyrazamy przez

DN = min I(Xl : Xz’Xg, .o .XN), (30)

gdzie minimum wyznacza sie po wszystkich permutacjach N zmiennych (poduktadéw). Nieze-
rowa warto$¢ wspoétzaleznosci Dy dla danego rozkladu zmiennych oznacza zatem, ze jakikol-
wiek schemat wspdtpracy miedzy uzytkownikami prowadzi do zwiekszenia wiedzy o stanie
dowolnego innego podzbioru zmiennych.

Dla uktadéw kwantowych N czastek w stanie opisanym macierza gestosci p wzgledna
informacje wyrazamy w formie entropii von Neumanna otrzymujac

Dn(p) = min; j[S(Trip) + S(Trjp) — S(Trijp) — S(p)], (31)

gdzie minimum wyznacza sie po wszystkich wyborach §ladéw czesciowych podukladéw i
i j. Zauwazamy przy tym, ze w kontekscie tréjczastkowych stanéw kwantowych mamy np.
I(Xy : X3|X2) = S(X1]X2) + S(X3]|X2) — S(X1X3]|Xz), gdzie dla prostoty stan i-tego uktadu
oznaczamy przez X;. Wiedzac, ze warunkowa entropia S(X1|Xz) okresla koszt scalania stanéw
kwantowych X; z X; [R72], kwantowa warunkowa informacje wzajemna mozna interpretowac
jako dodatkowy koszt scalania stanéw pojedynczo (X; z X5 i X3 z X») zamiast dwdéch stanéw
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jednoczesnie (X1 X3 z X3). Tym samym warto$¢ wspoétzaleznosci Dy (p) okresla minimalny do-
datkowy koszt takiego procesu.

Dla nowo zdefiniowanej wielkosci, w pracy [H3] okreslamy jej najwazniejsze wlasnosci.
Wspotzaleznos¢ osiaga minimalna warto$é réwna 0 dla uktadéw, ktérych pewne podukiady sa
niezalezne od pozostalych, jak réwniez dla tych ukladéw, dla ktérych wspétpraca pomiedzy
dowolnymi podzbiorami poduktadéw nie prowadzi do zwiekszenia wiedzy o stanie pozosta-
tych poduktadéw, co zostalo wspomniane wczeéniej. Wartos¢ Dy dla klasycznych rozkladéw
prawdopodobienistwa jest ograniczona z goéry przez 1, ktéra to wartos¢ jest osiagana przez,
przykladowo, jednorodny rozkiad trzech binarnych zmiennych, ktérych suma wartosci jest pa-
rzysta. Warto$¢ Dy (p) dla czystych stanéw kwantowych réwniez jest ograniczona z gory przez
1, ktora jest osiagana przez klase stanéw GHZ. Dodatkowo, pokazujemy, ze dla kwantowych
standw czystych wspoétzaleznosc jest okreslona przez minimalna wartoé¢ informacji wzajemnej
dla dwuczastkowej redukcji N-czastkowego stanu czystego |¥)

Dn([Y)) = min; ;[S(p;) + S(p;) — S(pij)]- (32)

W odréznieniu od klasycznych rozktadéw prawdopodobieristwa zmiennych, warto$¢ Dy (p)
jest ograniczona z gory przez 2, ktéra to wartosé¢ (dla parzystej liczby N kubitéw) jest osiagana
przez mieszane stany k-jednorodne (z k = N — 1) postaci

1 3
Pmax = 27N (0-0®N+ (_1)N/2 ZU]®N> , (33)
=1

bedace uzytecznymi zasobami w protokotach komunikacji wieloczastkowej [R73]. Wykazali-
$my, ze k-jednorodne stany czastek o wymiarze przestrzeni Hilberta d z k = N — 1 (szerzej
omoéwione w pracy [H5]) sa unikalna klasa stanéw kwantowych, ktére osiagaja gérne ograni-
czenie Dy (p).

RozwazyliSmy miare wspoétzaleznosci Dy (p) jako potencjalna miare wieloczastkowych ko-
relacji. W pracy [R46] podano trzy postulaty, ktére powinny by¢ spelniane przez miary badz
indykatory prawdziwie wieloczastkowych korelacji (wzglednie prawdziwie wieloczastkowego
splatania). Dowiedliémy, ze miara wspoétzaleznoéci spelnia pierwszy postulat méwiacy, iz jesli
do uktadu N-czastkowego, dla ktérego Dy = 0 dodamy nieskorelowana czastke, to dla uzy-
skanego ukfadu (N + 1)-czastkowego miara wspoétzaleznosci wynosi Dy 41 = 0. Nastepnie do-
wiedli$my, Ze miara wspoétzaleznosci spetnia drugi postulat méwiacy, iz jesli w obrebie uktadu
N-czastkowego, dla ktérego Dy = 0 jedna czastka zostanie podzielona na dwa podukitady,
to dla wynikowego uktadu (N + 1)-czastkowego miara wspoétzaleznosci wynosi Dy = 0.
Z kolei trzeci postulat wymaga, by miara prawdziwie wieloczastkowych korelacji nie rosta
pod wptywem lokalnych operacji (cho¢ niekiedy warunek ten nie jest w praktyce wymagany
[R74] R75, [R76]). Miara wspoétzaleznosci w ogdlnosci nie jest jednak monotoniczna ze wzgledu
na lokalne operacje, niemniej wykazaliSmy, Ze spelniona jest nieréwno$¢ ograniczajaca wzrost
wartosci wspoétzaleznosci po zastosowaniu lokalnych operacji

DN <DN+I(X1X2: X3...XN) — (X1 X0 : X3...XN), (34)

gdzie X; i X, okreslaja wyszczeg6lniony wybér podukltadéw minimalizujacych Dy (poréwnaj
z definicja (30)).

Zwracamy uwage, ze miara wspo6tzaleznosci Dy charakteryzuje korelacje miedzyczastkowe
innego typu niz prawdziwie wieloczastkowe splatanie, czy wieloczastkowe korelacje wyzna-
czane przez N-czastkowe elementy tensora korelacji. W pracy [H4] pokazujemy protokét, za
pomoca ktérego z N-czastkowych stanéw posiadajacych niezerowe N-czastkowe elementy ten-
sora korelacji utworzy¢ mozna nietrywialne N-czastkowe stany ze znikajacymi N-czastkowymi
elementami tensora korelacji. Z jego pomoca pokazujemy, ze mieszanina N-kubitowych stanéw
Dicke’go odpowiednio z 1i N — 1 wzbudzeniami wykazuje niezerowa wartos¢ wspoétzaleznosci
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Dy, pomimo ze stan ten posiada znikajace N-czastkowe elementy tensora korelacji, czym wy-
kazujemy, ze N-czastkowe elementy tensora korelacji nie odpowiadaja za N-czastkowa wspoét-
zalezno$¢.

Jak wspomnieliémy wczeséniej, uklady wieloczastkowe w stanie klasycznie skorelowanym
wykazuja Dy < 1. Plynie stad oczywisty wniosek, ze uklady, dla ktérych Dy > 1 wykazuja
istnienie korelacji kwantowych. Istotnie, z definicji wspoétzaleznosci jako réznicy dwéch wza-
jemnych informacji Dy = I(X; : XpX3...Xn) — I[(X; : X3...Xy) widzimy, ze skoro druga
z nich jest nieujemna, to wartoé¢ pierwszej jest wieksza od jednosci, co z wykorzystaniem
warunkowej entropii mozna zapisa¢ jako

Sx, 1% %5...xx (0) < =1+ 5(p1). (35)

Dla podukiad6éw o réwnej wymiarowosci S(p1) < 1, skad warunkowa entropia przyjmuje war-
tos¢ negatywna, co jest cecha wylacznie stanéw splatanych [R77], przy czym éw stan splatany,
niekoniecznie musi by¢ prawdziwie wieloczastkowo splatany. Uwidacznia sie to szczegélnie w
przypadku stanéw maksymalizujacych miare pmax bedacych mieszaninami skorelowanych
stanéw Bella. Rozwazamy réwniez miary wspoétzaleznosci k-poduktadéw w obrebie stanéw
N-czastkowych. W tym aspekcie, jesli miara Dy > 1, to kazdy k-czastkowy uklad jest splatany,
czego przykladem jest 6-kubitowy stan absolutnie maksymalnie splatany, dla ktérego wszyst-
kie 4-czastkowe podukiady sa splatane oraz Ds(AME(6,2)) = 2.

Badamy réwniez przypadek odwrotny, mianowicie rozwazamy, czy istnieja stany prawdzi-
wie wieloczastkowo splatane, ktére wykazuja miare wspoétzaleznosci Dy = 0. Pokazujemy, ze
przykladem sa tu N-czastkowe stany klastrowe [R78]. Istotnie, dla czystych stanéw klastrowych
wszystkie zredukowane jednoczastkowe poduklady sa w stanie maksymalnie mieszanym, a
dodatkowo istnieje przynajmniej jedna para czastek, ktérych zredukowany stan réwniez jest
w stanie maksymalnie mieszanym, w zwiazku z czym, przez wzglad na (BI), otrzymujemy
Dy = 0 dla stanu prawdziwie wieloczastkowo splatanego. Widzimy zatem, Ze informacja o
stanie pewnego podukfadu nie moze by¢ zwiekszona w wyniku kooperacji innych podukia-
doéw, co ttumaczy réwniez niemoznos$¢ wykorzystania tych stanéw w aspekcie zadan opar-
tych o wspéldzielenie sekretéw [R79, IR80]. Podobnie zatem jak w przypadku N-czastkowych
elementéw tensora korelacji widzimy, ze wspoétzaleznosé czastek ilosciowana miara Dy jest
jakosciowo rézna od prawdziwie wieloczastkowego splatania.

Rozpatrujac powyzszy przyklad zauwazamy, ze miara wspoétzaleznoéci Dy znajduje za-
stosowanie w okreslaniu uzytecznosci zasobéw pod katem wykorzystania ich w protokotach
zwiazanych ze wspoéldzieleniem sekretéw. W naszym przypadku, w ktérym miara okreslona
jest przez minimum po permutacjach uzytkownikéw, zaséb moze by¢ wykorzystany przez kté-
regokolwiek uczestnika. W prototypowym przykladzie wykorzystujacym trzy zmienne losowe
opisane tacznym rozkladem prawdopodobiefistwa p(000) = p(011) = p(101) = p(110) = 1,
sekretem jest wynik zmiennej jednego uzytkownika, ktérego wartosc jest niedostepna dla kaz-
dego z pozostatych uzytkownikéw z osobna. Miara wspétzaleznosci Dy w sposéb naturalny
okresla zatem mozliwo$¢ wykorzystania powyzszego ukladu w formie uzytecznego zasobu, a
dodatkowo sekret moze by¢ wytworzony przez ktéregokolwiek z uzytkownikéw. W kontekscie
wspoldzielenia sekretu wykorzystujacego stany kwantowe [R47] proponujemy protokét wyko-
rzystujacy stany pPmax osiagajace maksymalna wartos¢ miary wspoétzaleznosci Dy. Dodat-
kowo, dla dowolnego stanu kwantowego wyprowadzamy nieréwnos¢, ktéra okresla minimalna
wydajnos¢ kwantowego wspoétdzielenia sekretu wyrazona przez warto$¢ miary wspétzalezno-
Sci postaci

R >Dn(p) -1, (36)

co wskazuje, ze dla dowolnych uktad6w, ktérych stan okreslonych poduktadéw jest maksymal-
nie mieszany, wydajnos¢ ta jest dodatnia. Dodatkowo wskazujemy, ze w przypadku ukladéw
kwantowych, ktérych stan poduktadéw jest klasycznie skorelowany (np. ukltad w stanie GHZ)
minimalna wydajno$¢ jest ograniczona écisle przez warto$¢ Dy.
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4.3.6 Analiza relacji splatania kwantowego i tensora korelacji

W pierwszej kolejnosci rozwazamy stan N kubitéw w reprezentacji tensora korelacji

1 3
P = v Z Tyl...yN Uyl Q- ® U'yN/ (37)

2N Ui, iN=0
gdzie wspotczynniki definiujace tensor zadane sa przez jego elementy Ty, ., = Tr(p0y, ®
-+ ® 0y ). Konstrukcja stanu z zerujacymi sie N-czastkowymi elementami tensora korelacji

przedstawiona w [R54] opiera si¢ na zaaplikowaniu odwzorowania zmieniajacego znak ma-
cierzy Pauliego NV : ¢; — —0; (j = 1,2,3) dla wszystkich kubitéw wyjsciowego stanu p. Dla
ukladu skladajacego sie z nieparzystej liczby czastek N, macierz gestosci po odwzorowaniu
Iy spehua (@) = =T jy(0). W tym przypadku réwnowagowa mieszanina tych stanéw
onc = 3(p + p) posiada zerujace sie elementy tensora korelagji dla nieparzystej liczby czastek.

W przypadku podukltadéw o wymiarowosci wiekszej niz 2, stan N kuditow w reprezen-
tacji tensora korelacji wyrazony moze by¢ w bazie operatoréw X"Z" (m,n = 0,1,...,d — 1),
z operatorami Hiesenberga-Weyla X i Z. Okazuje sie, ze proste uogoélnienie odwzorowania N
dla przypadku kuditow N : X"Z" — Wit X"Z", Z" — wiZ" z wy = exp(2mi/d) nie jest
w ogo6lnosci odwzorowaniem dodatnim, co uniemozliwia konstrukcje stanéw ze znikajacymi
elementami tensora korelacji analogiczna do przypadku kubitowego.

Alternatywnie, stan N kuditéw w reprezentacji tensora korelacji wyrazony moze by¢ w
bazie operatoréw Gell-Manna stanowiacych uogélnienie operatoréw Pauliego

o= Mgt A dlal<j<k<d,

. = _i(Ajk—Akj) dlal<j<k<d, (38)
M}%k = 1/ z+1 (ZAN ZA1+1,1+1> dla1<I<d-1,
z Ajx = |j)(k| w bazie standardowej. Numerujac je kolejno, stan N kuditéw w reprezentacji

tensora korelacji zapisa¢ mozna jako

1 -1
P=ax 2 Th My ® - @ My, (39)
Ui, in=0

Definiujemy odwzorowanie stanu d-wymiarowego ukladu kwantowego postaci

— T ()
= O e

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich antysymetrycznych macierzach M}f’, ;- Latwo poka-

(40)

zaé, ze odwzorowanie macierzy Gell-Manna daje

Na(Mp) = My, (41)
1 .
Na(Mj) = == M; dlaj#0, (42)

z kolei samo odwzorowanie jest odwzorowaniem dodatnim, odwzorowujacym dowolna ma-

cierz gestodci stanu kuditu p w pél dodatnio okreslona macierz p. Istotnie, p* nie zmienia

wartosci wlasnych p, z kolei My stanowi odwzorowanie POVM 2z operatorami
ych o a \/7 \/7 P

Krausa zadanymi przez K, = M, /v d .
W przypadku uktadu ztozonego N—kuditowego, stosujac odwzorowanie dla kazdego
kuditu otrzymujemy stan

p=Ng@---@Ny)(p), (43)
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ktérego wspotezynniki tensora korelacji T;, _j,, zwiazane sa ze wspotczynnikami tensora kore-
lagji stanu wyjsciowego (39) poprzez
: (=D

T =—t T

Ji-JN (d _ 1>N Ji-iNc (44)

Widzimy zatem, ze dla nieparzystej iloSci czastek N, stan p posiada przeskalowane N-czastkowe
elementy tensora korelacji ze zmienionym znakiem wzgledem stanu p. Umozliwia to konstruk-
cje stanu w postaci nierownowagowej mieszaniny

prc=pp+(1-p)p (45)

zZp = m majacego te wlasnos¢, ze wszystkie N-czastkowe elementy tensora korelacji
stanu pn. zeruja sie.

Celem ilustracji konstrukcji stanéw ze znikajacymi N-czastkowymi elementami tensora ko-
relacji mozemy rozwazy¢ przypadek stanu uktadu trzech kutritéw

p= 7M0®M0®M0+E22T100M ® Mo ® Mo
Ttigo i=1
1 8 1 8
Tl L T Mie M@ Mot g 30 Ty Mi© M;© My, (46)
Ttijo 1,]= 1] =

gdzie 71;j; okresla permutacje wskaznikéw ijk. Po odwzorowaniu N stan p przyjmuje postac

1 1 8
P = =Mo@Moy®@ Mo+ — Y Y Tio M; ® My ® My
27 18 &~ =
1 8 13
50 L Tio Mi®@ Mj@ Mo+ o ) Tije My © M; @ My, (47)
Ttjo 1,j=1 i,jk=1

z kolei mieszanina stanéw (45) zadaje stan postaci

1
Pre = 55Mo ® Mo ® Mo + ¢ ZZ oo Mi @ Mo @ Mo + 15 ZE fio Mi ® M; @ My, (48)
771001 77:]01] 1

ktérego elementy tensora korelacji okreslone sa przez Tj, = —3Tjo(p) oraz Ty = 1Tijo(p)
(analogicznie dla pozostatych permutacji indekséw).

W dalszej kolejnosci dowodzimy, ze istnieja stany prawdziwie wieloczastkowo splatane,
ktérych N-czastkowe elementy tensora korelacji zeruja sie. W tym celu rozwazamy stan N =
3 kutritéw, ktéry mozna otrzymac za pomoca przedstawionej powyzej konstrukcji ze stanu
wyjsciowego w postaci p = |Dj 5)(D} 5|, gdzie

|D35) = \}g(|001> +1010) + [100)). (49)

Konstrukgja stanu pnC(Déﬁ) zapewnia znikanie 3-czastkowych elementéw tensora korelagji. Z
drugiej strony, wyznaczajac warto$¢ wskaznika splatania W przedstawionego w pracy [R81]
znajdujemy, ze dla rozwazanego stanu warto$¢ W(pn.) = 0,0444, co wskazuje na istnienie
prawdziwie wieloczastkowego splatania. PokazaliSmy tym samym, ze prawdziwie wieloczast-

kowe splatanie ukltadu N kuditéw nie moze by¢ charakteryzowane w oparciu o wylacznie
N-czastkowe elementy tensora korelacji.
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W nastepnej pracy [HS] analizujemy problem znajdywania stanéw k-jednorodnych o naj-
wiekszej czystosci. W pierwszej kolejnosci zauwazamy, ze jesli zdefiniujemy diugos¢ korelacji
r podukiadéw uktadu w stanie p jako

3
M, (P) = Z Z T72T(1'1i2~~ir)’ (50)

T d1,ipeir=1

to wlasnoé¢ k-jednorodnoéci stanu N-czastkowego wyrazi¢ mozna w jezyku elementéw tensora
korelacji jako
M; (%) = 0. (51)

Majac na uwadze zwiazek miedzy catkowita dtugoscia korelagji stanu i jego czystoscia

N

Y Mi(p) = 2N Trp* - 1, (52)
r=1

obserwujemy, ze dla zadanej czystosci stanu, wlasnosé¢ k-jednorodnosci pociaga za soba kon-
centracje istniejacych korelacji, ktére wystepuja wylacznie w podukiadach miedzy wieksza
(r > k) liczba czastek. W konsekwencji tego mozna oczekiwaé, ze stany k-jednorodne o duzej
czystosci beda charakteryzowac sie silnymi nieklasycznymi wiasnoéciami, takimi jak prawdzi-
wie wieloczastkowe splatanie, czy nielokalno$¢ Bella. Istotnie, jak wykazaliSmy w dalszej czesci
pracy, wszystkie znalezione stany k-jednorodne o czysto$ci nie mniejszej niz 1/2 sa prawdzi-
wie wieloczastkowo splatane, jak réwniez wykazuja wysokie prawdopodobiefistwo tamania
ograniczen lokalnego realizmu [R82, [R83].

W nastepnej kolejnosci przedstawiamy schemat konstrukcji stanéw k-jednorodnych w opar-
ciu o N-kubitowe macierze Pauliego postaci

G=0,Q0,®  ®0,,, (53)

gdzie i € {0, x,y,z}. Niech dany jest zbiér N-kubitowych operatoréw (nazywanych dalej gene-
ratorami)

g = {Gll"'le}l (54)
spetniajacych wiasnosci: 1) komutadji, [G;, G;] = 0 dla kazdych i, j; 2) niezaleznosci, Gil .Gl
1 tylkodlaiy = -+ =i, = 02zi; = {0,1}; oraz 3) kjednorodnodci, tj. iloczyn generatoréw

Gil ... Glm (i = {0,1}) jest iloczynem 1-kubitowych macierzy Pauliego z co najwyzej N —
k — 1 macierzami ¢p. Wtedy unormowana suma produktéw generatoréw

1 1 ] ‘m
P =55 Y. GI'...Gl, (55)
iy jm=0

reprezentuje macierz gestosci stanu k-jednorodnego. Fizyczno$¢ stanu dowodzimy wska-
Zujac, ze

p:2iN(]HGl)(11+GZ)...(11+Gm), (56)

co pozwala pokazaé, ze wartosci wiasne macierzy przyjmuja wartosci 0, lub 2"~N. Po-
réwnujac natomiast z zauwazamy, ze skonstruowany w ten sposéb stan p ma 2" ele-
mentéw tensora korelacji o wartosciach +1. Przez wzglad na pozwala to réwniez okresli¢
czystos¢ stanu p na

Trp? = 2%2’” =om=N, (57)

Widzimy zatem, Ze czystos¢ stanu bezposrednio zalezy od mocy zbioru generatoréw G, na-
tomiast problem konstrukcji stanu k-jednorodnego sprowadza sie do znalezienia mozliwie
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najliczniejszego zbioru generatoréw . Naturalnie, w przypadku stanéw k-jednorodnych z
k = |N/2| liczba generator6w wynoszaca m = N prowadzi do konstrukgji stanéw AME o
czystosci 1.

Niezaleznie od przedstawionej powyzej konstrukgji stanéw k-jednorodnych, w szczegdl-
nych przypadkach mozliwe jest skonstruowanie stanu k-jednorodnego w przypadku, gdy dany
jest stan (k — 1)-jednorodny z k nieparzystym. Zauwazamy, ze wykorzystujac wprowadzone
wczesniej odwzorowanie (3) [H4], mozliwe jest uzyskanie stanu ze znikajacymi elementami
tensora korelacji rzedu k

1, 1 4
N = 5N+ (58)

dzieki czemu otrzymany stan bedzie stanem k-jednorodnym. W tym przypadku jednak czy-
sto§¢ otrzymanego stanu zostaje zredukowana o czynnik 2 (w przypadku stanu ukladu N
kubitéw) wzgledem czystosci wyjsciowego stanu (k — 1)-jednorodnego.

W dalszej kolejnosci prezentujemy przykladowe zbiory generatoréw G, ktére dla poszcze-
golnych wartosci liczby czastek N i stopnia jednorodnosci k jednoznacznie wyznaczaja odpo-
wiednie stany k-jednorodne o najwiekszej czystosci.

* N-czastkowe stany 1-jednorodne otrzymywane z m = N generatoréw
Gi=2ZX---XX, G=XZ---XX, -+, Gno1=XX---ZX, Gy=XX---XZ, (59)
sa tozsame z N-czastkowymi stanami GHZ.

* N-czastkowe stany (N — 1)-jednorodne otrzymywane z m = 1 generatora (dla N parzy-
stego)

Gi=2Z---2, (60)
oraz z m = 2 generatoréw (dla N nieparzystego)
Gi=X-X, G =22, (61)

ktére w tym przypadku pozwalaja na uzyskanie uogélnionego stanu splatanego Smo-
lina [R84] postaci osiagajacych goérne ograniczenie N-czastkowej wspoéizaleznosci Dy
[H3].

* 4-czastkowe stany 2-jednorodne otrzymywane z m = 3 generatoréw
G1 = XXXX, Gy =YYYY, G3=1XYZ, (62)

stanowia mieszanine réwnowagowa 2 stanéw czystych, jako ze dla N = 4 nie istnieje
czysty stan AME.

¢ 5-czastkowe stany 2-jednorodne otrzymywane z m = 5 generatoréw
G = 1XYXY, G, =1ZXX1, G3=XYYLZ, Gy=XZYZY, Gs=Z2ZXZ1X, (63)

sa rownowazne czystym 5-kubitowym stanom AME otrzymywanym w powiazaniu z
kwantowymi kodami korekgji btedu [R85].

* 5-czastkowe stany 3-jednorodne otrzymywane z m = 4 generatoréw
G = 1XXXX, Gy =1YYYY, G3=X1XYZ, Gy=YIYZX, (64)

bedace stanami prawdziwie 5-czastkowo splatanymi, posiadajacymi wylacznie 4-czastkowe
niezerujace sie elementy tensora korelacji.
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* 6-czastkowe stany 3-jednorodne otrzymywane z m = 6 generatoréw

Gy =11ZZZZ, G, =1XYZ1X, Gs;=1ZXY1Z,
Gy = XYZ1Z1, Gs=Z1Z1XY, Ge¢=ZYYZZY, (65)

odpowiadajace czystym 6-kubitowym stanom AME [R86].

* 7-czastkowe stany 3-jednorodne otrzymywane z m = 6 generatoréw

G =Y1IYXZXZ, Gy =1XXYYZZ, G3=ZXYYXZI,
Gy = ZZ1YXXY, G5 =YYLIY1L1Y, Gg=Z2XYZ1YX, (66)

stanowia mieszanine réwnowagowa 2 stanéw czystych, jako ze dla N = 7 nie istnieje
czysty stan AME [R58]].

Zaréwno dla przedstawionych powyzej, jak i wszystkich innych stanéw k-jednorodnych
przedstawionych w pracy [H5] potwierdziliSmy numerycznie, Ze charakteryzuja sie najwiek-
sza czystoscia przy okreslonej liczbie czastek N oraz stopniu jednorodnosci k. Maksymalna
czysto$¢ okreslonego stanu k-jednorodnego okresla z kolei liczebno$¢ zbioru generatoréw G
spelniajacych przedstawione wczesniej warunki 1)-3). O ile écista charakteryzacja pozwalajaca
na okreslenie maksymalnej ilo$ci generatoréw definiujacych zbiér G dla zadanych N i k po-
zostaje problemem otwartym, to w pewnych przypadkach wskazujemy na zwiazek miedzy
generatorami z G i szczeg6lnymi wierszami tablic ortogonalnych OA(r, N,4,s) [R87]. Poka-
zujemy, ze dla zadanej tablicy ortogonalnej OA(r, N, 4,s) istnieje przypisanie poszczeg6lnym
wierszom N-kubitowych macierzy Pauliego, umozliwiajacych konstrukcje stanéw (N — s)-
jednorodnych, o ile tylko macierze te spetniaja warunki komutacji 1) i wzajemnej niezaleznosci
2). Przyktadowo, tablica ortogonalna OA(16,4,4,2) pozwala na znalezienie m = 3 generatoréw
G1 = 1YYY, G, = XZYX,Gs = YXZY, umozliwiajacych konstrukcje 4-kubitowego stanu 2-
jednorodnego. W tym samym wzgledzie, tablica ortogonalna OA(16,5,4,2) pozwala na znale-
zienie generatoréw 5-kubitowego stanu 3-jednorodnego, tablica ortogonalna OA(64,6,4,3)
pozwala na znalezienie generatoréw 6-kubitowego stanu 3-jednorodnego, oraz odpowied-
nio OA(32,9,4,2) dla 9-kubitowego stanu 5-jednorodnego i OA(4096,12,4,5) dla 12-kubitowego
stanu 5-jednorodnego.

Schemat konstrukgji stanéw k-jednorodnych wykorzystujacych pojecie generatoréw okre-
Slonych warunkami 1)-3) fatwo uogoélni¢ na przypadek ukladéw czastek, ktérych stan jest
opisywany przestrzenia Hilberta o wyzszych wymiarach. W tym przypadku rozwazamy ope-
ratory Gfd) bedace N-kuditowymi macierzami Heisenberga-Weyla Slg’li) = (X@)k(z@)! ktére
pozwalaja na skonstruowanie N-kuditowego stanu k-jednorodnego

p=ax L GG, (67)
J1seerjm=0

ktorego czystoéé wynosi d"~N. Powyzsza konstrukcja pozwala otrzymaé m.in.:

* N-czastkowe stany 1-jednorodne otrzymywane z m = N generatoréw

GI(\?)_l — X x@ ... z(dx@d G%) = X x@ ... x(@zd),

ktore sa tozsame z N-czastkowymi stanami GHZ.
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* 4-czastkowe stany 2-jednorodne otrzymywane z m = 4 generatoréw

G¥ =1026)20()(203))2, G = 160X x()(x0))2,
GY = z®106)12020), G = xG)1B)XOXG), (69)

bedace czystymi stanami AME 4 kutritéw (w odréznieniu od 4 kubitéw, dla ktérych
czysty stan AME nie istnieje).

Nalezy przy tym zwrdci¢ uwage, ze w przypadku, gdy czysty stan k-jednorodny nie istnieje,
najwieksza czysto$¢ osiagana przez N-kuditowy stan k-jednorodny wynosi 1/d.

4.3.7 Analiza transferu splatania kwantowego do ukladu o zmienionej wymiarowosci

Praca [H6] poswiecona zostala metodzie transferu splatania kwantowego z jednego uktadu
na inny uklad o zmienionej wymiarowosci, co pozwala na efektywne uzyskanie informacji
o istnieniu splatania bez koniecznosci bezposredniej analizy ukladu splatanego. W pierwszej
kolejnosci rozwazamy dwupoduktadowa operacje kontrolowanej rotacji (CROT), ktéra stanowi
podstawowy element protokotu transferu. Definiujemy operacje unitarna na dwuczastkowym
ukladzie kudit-kubit okre$lona jako obrét stanu kubitu wokoét osi y kontrolowany stanem d-
wymiarowego ukladu postaci

d—1
Ucror = E 1) (jl ® exp (—icyg;) , (70)

=0
gdzie parametr ¢; zalezy od stanu wyjéciowego kuditu, ¢ = 2&%. Jak pokazujemy, tak zdefi-
niowana operacja pozwala na transfer informacji o stanie d-wymiarowego kuditu, ktéra moze
by¢ odczytana dokonujac stosownego pomiaru na ukladzie 2-wymiarowym. W tym celu jako

przyktad mozemy wybra¢ kudit, ktérego stan wyjSciowy okreslony jest jednym parametrem p,
postaci

:dil d—1\ q_ d-1-k |k
9(p))a kz\/( R} 7

Po dotaczeniu kubitu w stanie |0) oraz dokonaniu operacji CROT na ukfadzie kudit-kubit
mozliwe jest okreSlenie wartoSci parametru p okreslajacego stan kuditu wyjSciowego przez
prosty pomiar obserwabli ¢; dokonanej na kubicie. Pokazujemy, ze w szczegdlnosci dla d — oo
warto$¢ parametru p jest okreslona przez p = (1/ ) arccos Tr(ppoz).

W najstepnej kolejnosci analizujemy zastosowanie operacji CROT do transferu splatania
miedzy ukladami o zmienionej wymiarowosci. Zat6zmy zatem, ze dany jest uklad A ztozony
z pary d-wymiarowych kuditéw bedacych w stanie |¢) 4 = Z;l,l;lo aj|j I). Po dofaczeniu dodat-
kowego uktadu B w postaci dwéch kubitéow w stanie |0) oraz dokonaniu operacji CROT na
odpowiednich parach kudit-kubit, otrzymujemy stan

¥)ap = UZzor(l$)a ©]00)p)
-1

= Y apliha® {cosc’jj cos &;|00) 5 (72)
j =0

+cos §;sin ¢;|01) p + sin §; cos ¢;/10) g 4 sin &; sin §l|11>3],

ktéry w ogélnosci moze by¢ silnie cztero-czastkowo splatany, przez co jego poszczegélne po-
duklady moga by¢ w stanie separowalnym. Celem transferu splatania z podukladu A na B
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dokonujemy lokalnego rzutowania podukladu A na stan | + +) 4, gdzie |[+) = 1/Vd 9} [k),
w rezultacie ktérego otrzymujemy taczny stan ukladu AB postaci

B -1
)ap o« |++)a ), ai [cosgjcos§1|00>3
j1=0
+ cos §jsin ¢;|01) + sin {; cos ¢;[10) g + sin singllll)g} . (73)

Zauwazamy, ze w przypadku, gdy pierwszy poduklad A byl poczatkowo w stanie maksy-
malnie splatanym okreslonym przez a; = ;/ Vd, to w wyniku powyzej przedstawionego
schematu transferu otrzymany uklad B bedzie w stanie, ktérego przekrycie ze stanem maksy-
malnie splatanych dwoéch kubitéw % (|00) 4 |11)) maleje z wymiarem d, jednak asymptotycz-

nie (d — o0) osiaga warto$¢ 712/ (7% +4) =~ 0,712. W szczeg6lnym za$ przypadku podukiadu A
bedacego para kubitéw (d = 2) pokazujemy, ze operacja transferu z wykorzystaniem operacji
CROT prowadzi do dokladnego transferu stanu poduktadu A w stan podukfadu B.

W dalszej kolejnoéci badamy protokét transferu w przypadku, gdy ukltad A znajduje sie
w stanie mieszanym. Podobnie, jak w przypadku ukladu A w stanie czystym, pokazujemy,
ze dla d = 2 operacja transferu prowadzi do dokladnego transferu stanu podukiadu A, pa,
w stan podukltadu B. Dowodzimy réwniez (dla dowolnej wymiarowosci poduktadu A), ze w
przypadku ukladu A dwoch kuditéow w stanie separowalnym w wyniku operacji transferu
ukltad B dwoch kubitéw réwniez pozostanie w stanie separowalnym. Tym samym dochodzimy
do wniosku, ze protokét transferu wykorzystujacy operacje CROT pozwala na wykorzystanie
podukiadu B w charakterze swiadka splatania poduktadu A o innej wymiarowosci.

Rozwazamy réwniez protokoét transferu splatania kwantowego w sytuagji, gdy uktad A ma
ciagte spektrum. W tym przypadku definiujemy operacje CROT postaci

Ucror = /dx!x>(x| ® (cos x1 — isin x0y). (74)

Rozwazajac dziatanie operacji CROT na przykiadzie ukladu A w stanie gaussowskim zadanym
dwoma parametrami (o, m)

1 _am)?
\gb(a,m))A:/dee el (75)

do ktérego dotaczamy kubit w stanie |0) zauwazamy, ze po dokonaniu operacji CROT na ukta-
dzie (o, m)) 4|0)p, tomografia stanu kubitu pozwala na znalezienie parametré6w opisujacych
stan wyjsciowego ukladu A, mianowicie 02 = —(1/4)1In||b|| oraz m = arcctg(b,/by)/2, z b
jako wektorem Blocha zadajacym stan kubitu poduktadu B.

W dalszej kolejnoéci przechodzimy do analizy transferu splatania dla ukladu A bedacego
w stanie gaussowskim [R88| [R89]

1 (%1 +x2)2 (x1 7x2)2

)= [ dn [ o WS ) 7o

ktérego splatanie mierzone jest czystoscia poduktadu [R90] wynoszaca P = 20/ ((72 + ZZ),
przez co jest splatany dla o # X. Pokazujemy, ze transfer splatania zdefiniowany analogicznie,
jak we wczedniejszym przypadku dla stanéw ze spektrum dyskretnym, opartym o projekcje
podukiadu A na stan

(x%ﬂ%)

1 _
|x)xy () = /dxl/dxz(znrz)me a7 |xp)|xz), (77)

produkuje stan docelowych dwdéch kubitéw w postaci

%) o a,|00) +a_|11), (78)
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Rysunek 4: Czystos¢ poduktadu w funkcji parametréw ¢ oraz X dla (a) wyjsciowego uktadu
A oraz (b) ukladu B po dokonaniu transferu splatania.

2522 20212
e 2412 + o 02412
a4 = P (79)
(02+T2) (2 41?)
oxI?

przy czym najwieksze prawdopodobieristwo udanej projekcji jest osiagane dla T = /oX i
wynosi 40X/ (0 + £)2. Zauwazamy przy tym, Zze mamy tutaj do czynienia z kompromisem: im
wiekszy poziom splatania wyjsciowego ukladu A (im mniejsza czystoé¢ jego podukiadu) tym
mniejsze prawdopodobienistwo udanej projekcji wymaganej w protokole transferu.

Majac na uwadze, ze analizy ukladu A dokonujemy metoda posrednia analizujac ukfad
B, uzyskany wynik mozemy poréwnacé z bezposrednia metoda okreélania splatania uktadu A
badajac czystos¢ jego poduktadu. RysH] przedstawia wartosci czystosci poduktadéw poszcze-
golnych uktadéw, odpowiednio ukltadu wyjsciowego A oraz uktadu B dwoéch kubitéw w stanie
¥) 5 po dokonaniu transferu splatania. Nalezy przy tym zwréci¢ uwage, ze warunkiem
koniecznym i dostatecznym splatania ukladu A w stanie gaussowskim bazujacym na metodach
okreslonych w [R91] R92], jest warunek (¢ — £2)? > 0, ktéry jest zbiezny z wnioskowaniem
opartym na analizie stanu ukladu B dwdéch kubitéw uzyskanego w procesie transferu splatania.

4.3.8 Dynamika chaotyczna jako efekt oddzialywan kwantowego ukladu zlozonego

W pracy [H7] poddajemy analizie zachowanie ukladu N czastek oddziatujacych, pokazu-
jac, ze efektywna dynamika pojedynczego kubitu na skutek oddzialywan miedzyczastkowych
przejawia charakter nieliniowy prowadzadzy do zachowan chaotycznych. Rozwazamy uktad N
oddziatujacych kubitéw, bedacych poczatkowo w stanie produktowym, ktérych oddziatywanie
zadane jest operatorem Hamiltona postaci

g N
HZZ(I\[—].)<nZlaZ ) ) (80)

W dalszej kolejnosci skupiamy sie na efektywnej dynamice jednego kubitu (n = 1), przyjmujac
jego stan poczatkowy jako p = Z?,k:l pjklj){k|. Zauwazamy, ze operator Hamiltona mozemy
rozdzieli¢ na dwie komutujace czesci

H = Hl + HenV/ (81)
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gdzie H; jest operatorem dzialajacym w przestrzeni wybranego przez nas kubitu, a Heny Ope-
ratorem dzialajacym w przestrzeni pozostatych N — 1 kubitéw. Tym samym, dynamika wybra-
nego kubitu w ukfadzie zadana jest przez

e Mt = thWV5... Vy, (82)
zU = exp(i%cfz(l)az(l)) oraz V; = exp(i)arz(l)a i x = —2gt. Pokazujemy, ze w granicy duzej
liczby czastek N (réwnowaznej z granica stabych lub krétkotrwatych oddziatywan wyrazonych
przez zwiazek x = 7 z pewna skoriczona stala 6) dynamika jednego kubitu w wyniku
oddziatywan parowych jest rownowazna

(7))

lim VoV, Vy = e~ igtoz)02/2. (83)
z kolei 0
0
Jlim Uy = lim 200 %0 = 1. (84)

Widzimy zatem, ze kazdy z oddziatujacych kubitéw podlega efektywnej nieliniowej dynamice
zadanej przez operator ewolucji U(p) = e /2% 7 (¢,) = Tr(po,) oraz B = g7, gdzie T
wyraza czas trwania oddziatywania.

W naszym modelu rozwazamy sytuacje, w ktérej kazdorazowo po czasie oddzialywania T z
pomoca zewnetrznego pola dokonujemy obrotu kazdego kubitu wokét osi y, a nastepnie apli-

kujemy dziatanie kanatu ttumiacego amplitude zadanego operatorami Krausa K; = <(1) \%)

iKp; = <8 ! 10_ r> , ktére to operacje definiuja odwzorowanie postaci

prr1 = KiV(p)p: VI (0)KT + K2V (p)pe VT (0)K3, (85)

z operatorem ewoludji V(p) = e *2%U(p) generujacym standardowa dynamike uderzanego
rotatora. Stan kubitu po t krokach ewolucji zadany jest zatem przez p; = (1 + x;0x + Y10y +
210, ), ze sktadowymi wektora Blocha v; danymi przez

xir1 = /r[(xicos(Bzi) — yisin(Bz;)) cosa + z; sinal,
Yre1 = Vr[xsin(Bz:) + yi cos(Bzr)], (86)

zir1 = 14r[(yssin(Bz¢) — x¢ cos(Bz¢)) sina + z; cosa — 1].

Poszukiwanie punktéw stalych modelu v* sprowadza sie do znalezienia miejsc zerowych funk-
qji

fz5,r,a,p) = —z"+1+4rz"cos(a) —r (87)

r — +/rcos(Bz*)

rz* sin®(w
72" sin’( >1 + rcos(a) — v/r(cos(a) + 1) cos(Bz*)’

czego w dalszej kolejnosci dokonujemy metodami numerycznymi, ustalajac arbitralnie warto$ci
parametrow.

Jak wiadomo [R64], dla wartosci parametréw a« = 7,8 = 6, ewolucja generowana przez
operator V w granicy klasycznej prowadzi do chaotycznej dynamiki uderzanego rotatora. W
takim przypadku przedstawiony model opisany bedzie jednym parametrem r opisujacym site
dziatania kanatu ttumiacego amplitude. Zauwazmy, ze w granicznym przypadku r = 0 stan
ukfadu zostaje zrzutowany na |0) juz w pierwszym kroku ewolugji, z kolei w przypadku r =1
ttumienie nie wystepuje i w zwiazku z tym ewolucja uktadu redukuje sie do dynamiki uderza-
nego rotatora w rezimie chaotycznym. Jak zatem widzimy, w zakresie parametréw 0 < r < 1
spodziewac sie mozna réznych reziméw zachowania modelu.
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Rysunek 5: Diagram bifurkacyjny dla sktadowej z wektora Blocha wzgledem parametru tiu-
mienia r z zaznaczonymi obszarami oscylacji rzedéw zgodnych z porzadkiem Szarkowskiego.

Z analizy funkgji znajdujemy, ze dla zakresu 0 < r < r, & 0,9719 model przejawia
istnienie jednego punktu stalego vy, natomiast dla , < r < 1 trzy r6zne punkty stale vy, vy, vo.
Analizy stabilnosci punktéw stalych dokonujemy z pomoca jakobianu wyznaczonego przy
linearyzacji odwzorowania w poblizu punktéw statych, postaci

0 0 —
Ay = | —v/rsin(Bz*) +/rcos(Bz*) —PBv/r (y*sin(Bz*) + x* cos(Bz*)) | . (88)
rcos(pBz*) rsin(pz*) Br (y* cos(Bz*) — x*sin(pz*))

Dla r < r; = 0,3138 punkt staly v jest punktem stabilnym, z kolei dla r > r; staje sie on
niestabilny. Dla r > r;, pojawiaja sie nowe punkty state, z ktérych v; jest punktem stabilnym,
natomiast v, niestabilnym.

Dla zakresu r; < r < r, model nie posiada zadnych stabilnych punktéw statych. Dla rq
obserwujemy bifurkacje punktu stalego i pojawienie sie oscylacji rzedu 2, w wyniku ktérej
dynamika kubitu ogranicza sie do przeskokéw miedzy dwoma stanami w obrebie kuli Blo-
cha. Zwiekszajac parametr r obserwujemy pojawienie sie oscylacji wyzszych rzedéw 2F. Wy-
znaczajac kolejne wartosci ry, w ktérych dochodzi do kolejnych bifurkacji prowadzacych do
pojawienia sie oscylacji rzedéw 2F, pokazujemy, ze iloraz kolejnych réznic zbliza sie do statej
Feigenbauma
lim =1y 669, ., (89)

n=0 Tyl — Ty
bedacej uniwersalnym zachowaniem charakteryzujacym wiele nieliniowych modeli [R71]. Dia-
gram bifurkacyjny dla sktadowej wektora Blocha z przedstawia Rys[5| gdzie ukazane sa na-
stepujace po sobie zmiany rzedu oscylacji zgodne z porzadkiem Szarkowskiego 1 < 2 < 4 <
8§ < -+ <7 <5 < 3, przy czym oscylacje nieparzystych rzedéw pojawiaja sie w oknach
okresowosci w obrebie zachowania chaotycznego.

Po przekroczeniu wartoéci 7. ~ 0,578 zachowanie ukladu staje sie chaotyczne, z kolei dla
wartosci parametru r, < r < 1 uklad ponownie powraca do zachowania stabilnego. Dla prze-
dziatu r, < r <1, w wyjatkiem okien oscylacji, asymptotyczna dynamika wektora Blocha ma
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Rysunek 6: Wizualizacja dziwnego atraktora otrzymana dla 10000 krokéw ewolugji losowego
stanu poczatkowego v( dla wartosci parametru ttumienia » = 0,75. Wsp6irzedne wektoréw
Blocha zaznaczone sa czarnymi kropkami.
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Rysunek 7: Estymacja wymiaru fraktalnego dziwnego atraktora dla » = 0,75. Dla wybranego
punktu na atraktorze w okreslamy kule o promieniu €, po czym dla zadanego promienia zli-
czamy liczbe punktéw po 10000 krokach ewolucji, zawartych w kuli. Usredniona po réznych
wyborach vg i w liczba punktéw C(e) skaluje sie z promieniem kuli jak C(e) o« &%/, gdzie d rto
warto$¢ wymiaru fraktalnego, ktéra odczytujemy z nachylenia najlepszego liniowego dopaso-
wania liniowej czeéci zaleznoéci InC od Ine.
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miejsce na dziwnym atraktorze tworzacym specyficzny podzbiér kuli Blocha, co przedstawia
RysJf Okreslajac wymiar korelacyjny metodami numerycznymi dla 10000 krokéw ewolucji lo-
sowych stanéw poczatkowych vy, wyznaczamy wymiar fraktalny dziwnego atraktora, ktérego
wartos¢ (dla okreslonego parametru r = 0,75) wynosi dy = 1,84 (Rys. Zauwazamy przy
tym, ze diagram bifurkacyjny odznacza sie pojawieniem sie struktur samopodobnych w obre-
bie przedziatu r < 7, ktére w naszym przypadku charakteryzuja model kwantowy rozwazany
w naszej pracy, ktory z kolei nie ma odpowiednika w uniwersalnym schemacie bifurkacyjnym
Feigenbauma, wystepujacym dla jednowymiarowych modeli klasycznych.

5 Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz
popularyzujacych nauke lub sztuke

5.1 Osiagniecia dydaktyczne

51.1 Promotorstwo prac doktorskich

Promotor pomocniczy w przewodzie doktorskim Mahaswety Pandit, rozprawa doktorska
pt. ,,Characterization of quantum correlations with strong non-classical properties”, obrona rozprawy
doktorskiej: 7.07.2022, Gdarsk.

5.1.2 Nauczanie akademickie

Rok akademicki 2022/2023:

e Teoretyczne i Praktyczne podstawy matematyki wyzszej — wyktad (25 godzin) i ¢wiczenia (35
godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiéw I st., Uniwersytet Gdarski

e Fizyka kwantowa — ¢wiczenia (45 godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiéw II st., Uniwersy-
tet Gdanski

* Analiza wektorowa — wykliad (45 godzin) i ¢wiczenia (45 godzin) na kierunku Bioinforma-
tyka, I r. studiéw I st., Uniwersytet Gdanski

* Dyskretny rachunek prawdopodobieristwa — ¢wiczenia (15 godzin, 2 grupy) na kierunku Bio-
informatyka, I r. studiéw I st., Uniwersytet Gdarski

* Algebra liniowa — ¢wiczenia (30 godzin) na kierunku Fizyka Medyczna, I r. studiéw I st.,
Uniwersytet Gdanski

* Zajecia wyréwnawcze z matematyki (15 godzin) na kierunku Bioinformatyka, I r. studiow I
st., Uniwersytet Gdanski

Rok akademicki 2021/2022:

* Mechanika analityczna — wyklad (30 godzin) i ¢wiczenia (30 godzin) na kierunku Fizyka,
IT r. studiéw II st., Uniwersytet Gdariski

e Teoretyczne podstawy matematyki wyzszej — wyklad (25 godzin) na kierunku Fizyka, I r.
studiéw I st., Uniwersytet Gdariski

¢ Fizyka kwantowa — ¢wiczenia (45 godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiéw II st., Uniwersy-
tet Gdanski

* Analiza wektorowa — wyklad (45 godzin) i ¢wiczenia (45 godzin) na kierunku Bioinforma-
tyka, I r. studiéw I st., Uniwersytet Gdarski
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5.2

5.3

* Dyskretny rachunek prawdopodobieristwa — éwiczenia (15 godzin, 2 grupy) na kierunku Bio-
informatyka, I r. studiéw I st., Uniwersytet Gdariski

* Zajecia wyréwnawcze z matematyki (30 godzin) na kierunku Bioinformatyka, I r. studiow I
st., Uniwersytet Gdanski

Rok akademicki 2020/2021:

* Analiza wektorowa — wykliad (45 godzin) i ¢wiczenia (45 godzin) na kierunku Bioinforma-
tyka, I r. studiéw I st., Uniwersytet Gdariski

* Dyskretny rachunek prawdopodobieristwa — éwiczenia (15 godzin, 2 grupy) na kierunku Bio-
informatyka, I r. studiéw I st., Uniwersytet Gdarski

Rok akademicki 2013/2014:

* Mechanika — ¢wiczenia (30 godzin) i pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku
Fizyka, I r. studiéw magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

* Mechanika — ¢wiczenia (30 godzin) na kierunku Biofizyka, I r. studiéw magisterskich,
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Rok akademicki 2012/2013:

* Mechanika — ¢wiczenia (30 godzin) na kierunku Fizyka, I r. studiéw magisterskich, Uni-
wersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

* Mechanika — ¢wiczenia (30 godzin) na kierunku Biofizyka, I r. studiéw magisterskich,
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Rok akademicki 2011/2012:

* Technologie informacyjne — pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku Filozofia, I r.
studiéw magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

* Komunikacja multimedialna — pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku Filozofia, I
r. studiéw magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Rok akademicki 2010/2011:

¢ Technologie informacyjne — pracownia komputerowa (30 godzin) na kierunku Filozofia, I r.
studiéw magisterskich, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Osiagniecia organizacyjne

* Przewodniczacy komisji rekrutacyjnej na Wydziale Matematyki Fizyki i Informatyki; Uni-
wersytet Gdanski, rok 2023.

* Przewodniczacy komisji rekrutacyjnej na II st. studiéw na kierunku Quantum information
technology na Wydziale Matematyki Fizyki i Informatyki; Uniwersytet Gdarnski, rok 2022.
Osiagniecia w popularyzowaniu nauki

* Wyktad popularyzujacy: Zjawiska kwantowe — od pomiaréw ciastek do teleportacji, wyglo-
szony w Liceum Akademii Dobrej Edukacji w Gdarisku, marzec 2020.

* Wyklad popularyzujacy: Kwantowe zwiqzki, czyli co odréznia swiatto i atomy od kulek, monet
i skarpetek, wygloszony w Liceum Akademii Dobrej Edukacji w Gdarisku, marzec 2019.

¢ Udziat w przygotowywaniu programu telewizyjnego Shot naukowy — Informacja kwantowa,
wrzesieni 2011.
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6 Inne osiagniecia naukowe

6.1 Nagrody

6.2

Indywidualna Nagroda Rektora Uniwersytetu Gdarskiego 2-go stopnia, rok 2022.

Stypendium Miasta Poznania dla miodych badaczy z poznariskiego srodowiska nauko-
wego, rok 2013.

Zespotowa Nagroda Rektora UAM 2-go stopnia, rok 2013.

Dodatkowe osiagniecia naukowo-badawcze po uzyskaniu stopnia naukowego
doktora

Detekcja splatania wieloczastkowego za pomoca losowych pomiaréw

W pracy [O1] przedstawiamy schemat detekcji prawdziwie wieloczastkowego splatania
w przypadku braku wyréznionego ukladu odniesienia, wzgledem ktérego okreslane sa
bazy pomiarowe. Punktem wyjscia przedstawionej metody jest pomiar uktadu wielo-
czastkowego przy losowych ustawieniach lokalnych pomiaréw i analiza elementéw ten-
sora korelacji zar6wno petnego, jak i niepelnego rzedu przy uzyciu drugich momentéw
odpowiednich rozkladéw elementéw tensora korelacji. W sposéb analityczny wprowa-
dzamy kryterium splatania dla dwoéch kubitéw, jak réwniez przedstawiamy silne prze-
stanki za istnieniem $wiadka prawdziwie wieloczastkowego splatania dla trzech i czte-
rech kubitéw.

Majoryzacyjne zasady nieoznaczonosci

Punktem wyjscia naszej pracy [O2] byta préba rozszerzenia uniwersalnej zasady nieozna-
czonoéci [R93] opartej o koncepcje majoryzacji rozktadéw prawdopodobieristwa na przy-
padek zasady nieoznaczonosci uwzgledniajacej pamie¢ poboczna. W tym celu w pracy
wprowadzamy strukture operacyjna, w ramach ktérej formalizujemy pojecie warunkowej
majoryzacji, z pomoca ktérej definiujemy zasade warunkowej nieoznaczonosci. Rozwa-
zamy przypadek pamieci klasycznej i konstruujemy zasady warunkowej nieoznaczonosci,
dajace dolne ograniczenie na minimalna nieoznaczonos¢ Bolka, dla pary niekompatybil-
nych obserwabli Alicji warunkowanych dowolnym pomiarem, ktéry Bolek wykonuje na
swoim ukladzie.

Kontekstualnos$¢ w ujeciu teorii zasobéw

W pracy [O3] przedstawiliSmy pojecie kontekstualnosci w oparciu o aksjomaty znane
z teorii splatania. W szczeg6lnosci okresliliSmy klase operacji, przeksztalcajacej rodziny
rozkladéw prawdopodobieristwa (tu: w ogélnosci bedacymi ukltadami kontekstualnymi)
i podaliSmy aksjomaty, ktére musza spetnia¢ miary iloéciujace warto$¢ kontekstualnosci.
WykazaliSmy réwniez wlasnos¢ asymptotycznej ciagtosci miary kontekstualnosci zdefi-
niowanej przez wzgledna entropie kontekstualnosci [O4].

Analiza efektéw oddzialywar magnetycznych w modelu Hubbarda

Prace [O5]06] stanowia kontynuacje podjetych w latach wczeéniejszych badan poswieco-
nych analizie rozszerzonego modelu Hubbarda w granicy waskiego pasma [OZ, [O8, [O9].
W pracy [O5] analizujemy model 1-wymiarowego taficucha z oddzialywaniami jednowe-
ztowymi oraz miedzyweztowymi oddziatywaniami tadunkowymi i magnetycznymi typu
Isinga. Wykorzystujac metode macierzy przejécia znajdujemy rozwiazania Sciste modelu
w postaci sumy stanéw, co w dalszej kolejnosci pozwala na analize termodynamicznych
wlasnosci ukiadu. Praca [O6] poSwiecona jest analizie wplywu magnetycznego oddzia-
tywania wymiennego réznego typu na stabilnosé faz uporzadkowanych wystepujacych
w modelu. W tym celu wykorzystujemy rézne metody analizy, m.in. metode wariacyjna
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uwzgledniajaca przyblizenie pola §redniego, metody numeryczne Monte Carlo, jak réw-
niez w szczegdlnych przypadkach metody Sciste. Znajdujemy diagramy fazowe okredla-
jace obszary stabilnosci faz uporzadkowanych dla réznych wartosci parametréw modelu i
réznych wymiarowosci sieci, oraz okreslamy warunki stabilnosci separacji faz, tj. stabilnej
koegzystencji dwoéch domen o okreslonej wartosci parametru porzadku.

Osiagniecia naukowo-badawcze z okresu poprzedzajacego nadanie stopnia na-
ukowego doktora

Badania uwzglednione w doktoracie

Aktywacja nielokalnych korelacji w procesie wymiany splatania

Jednym z pierwszych probleméw, ktéry zostal mi zaproponowany w ramach teorii in-
formacji kwantowej, dziedziny znacznie odmiennej od mojego dotychczasowego obszaru
dziatari naukowych, byl problem aktywacji nielokalnych korelacji kwantowych. Jedno z
podejs¢ do tego problemu zaprezentowane zostato w pracy [O10], gdzie rozwazyliSmy
wielokrotna wymiane splatania kwantowego w faricuchu stanéw dwu-kubitowych. Po-
czatkowo wymagamy, aby kazdy ze stanéw w taricuchu nie dawal mozliwosci famania
nieréwnosci CHSH. Pokazujemy, ze po wykonaniu proceséw wymiany splatania na kaz-
dej parze sasiadujacych w taricuchu stanéw, mozliwe jest (dla dostatecznie duzej liczby
par stanéw kwantowych) uzyskanie stanu czastek na koricach faricucha, ktérego kore-
lacje pozwalaja na ztamanie nieréwnoséci CHSH. W pracy analizujemy warunki (wyniki
pomiaréw Bella, szczegétowe wilasnosci stanéw kwantowych par czastek skadajacych sie
na faricuch), przy jakich mozliwa jest aktywacja nielokalnych korelacji. Pokazujemy réw-
niez, ze wymiana splatania dokonywana z wykorzystaniem tylko jednej klasy stanéw
kwantowych nie prowadzi do aktywacji nielokalnych korelacji.

Miary kontekstualnosci

W odréznieniu od uktadéw klasycznych, korelacje kwantowe przejawiaja sie¢ w formie
kwantowej kontekstualnosci, gdzie wyniki pomiaréw réznych obserwabli nie moga zo-
sta¢ opisane jednym tacznym rozkladem prawdopodobieristwa. Innymi slowy, taczny
rozkltad prawdopodobieristwa, ktéry poprawnie opisuje statystyki wynikéw pomiaréw
pewnego zbioru wspéimierzalnych obserwabli (kontekstu) nie moze opisywac statystyk
wynikéw otrzymywanych dla innego kontekstu. Kwantowe uklady kontekstualne prze-
jawiaja zatem cechy istnienia korelacji miedzy wyborem kontekstu a rodzina rozkladow
prawdopodobienistwa opisujaca statystyki dla wszystkich mozliwych kontekstéw pomia-
rowych. W pracy [O4] zaproponowaliémy miare kontekstualnosci uktadéw kontekstual-
nych zwana informacja wzajemna kontekstualnosci, ktéra ilosciowo okresla wartos¢ tych
korelacji. Niezaleznie od niej zdefiniowaliémy miare okredlana jako wzgledna entropia
kontekstualnosci, ktéra okresla statystyczna odlegloé¢ rozwazanego ukladu kontekstu-
alnego (rodziny rozkladéw prawdopodobieristw) do najblizszego klasycznego facznego
rozkltadu prawdopodobieristwa. Jak sie okazuje, zachodzi réwnos$¢ obu miar kontekstu-
alnosci, co pokazujemy w pracy. Ponadto, wyznaczamy warto$ci miary kontekstualno-
$ci dla najwazniejszych ukltadéw kontekstualnych: kwadratu Peresa-Mermina, gwiazdy
Mermina, ukladu KCBS, uktadu Popescu-Rohrlicha, jak réwniez dla calej klasy uktadéw
kontekstualnych faricuchowych nieréwnosci Bella.

Zwiazek pozakwantowych korelacji z kodami swobodnego dostepu

W pracy [O11] analizujemy mozliwo$¢ wzajemnej wymienialnosci dwéch pozakwanto-
wych uktadéw. Jednym z nich jest kod swobodnego dostepu — hipotetyczny uktad umoz-
liwiajacy za pomoca jednego przestanego bitu informacji, dostarczy¢ odbiorcy informacji
o warto$ci dowolnego z dwoch bitéw informacji wystanego przez nadawce. Drugim zaso-
bem jest uktad Popescu-Rohrlicha, ktérego korelacje pozwalaja na ztamanie nieréwnosci
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CHSH az to maksymalnej algebraicznej wartoéci. Wiadomym jest, ze za pomoca uktadu
Popescu-Rohrlicha wraz z dodatkowym bitem przestanym do odbiorcy mozna zasymulo-
wa¢ dziatanie kodu swobodnego dostepu. Powstaje zatem naturalne pytanie, czy mozliwa
jest réwniez symulacja odwrotna, mianowicie, czy za pomoca kodu swobodnego dostepu
mozna otrzymaé korelacje charakteryzujace uklad Popescu-Rohrlicha. W pracy wpro-
wadzamy pojecie ukltadu kodu swobodnego dostepu, ktéry wraz z przestanym bitem
informacji dziata jak kod swobodnego dostepu. Nastepnie wykazujemy, ze jesli uktad ten
spelnia warunek niesygnalizowania, to pozwala on symulowa¢ dziatanie uktadu Popescu-
Rohrlicha, co dowodzi, ze dwa pozakwantowe uklady sa sobie réwnowazne. W dalszej
czesci sformulowaliSmy nier6wno$é wiazaca rézne zasoby wykazujac m.in., ze kod swo-
bodnego dostepu oraz 1 bit wspétdzielonej losowosci pozwala na otrzymanie korelacji
uktadu Popescu-Rohrlicha oraz dodatkowo uzyskanie kanatu wymazujacego.

Zasady wykluczania informacji

W pracy [O12] analizujemy relacje wykluczania informacji ograniczajace sume dwoéch
wzajemnych informacji dla odpowiednich par obserwabli mierzonych na dowolnych sta-
nach dwuukltadowych. W pierwszej kolejnosci zwracamy uwage na stabos¢ relacji wy-
kluczania informacji Halla [R94], ktéra wynika bezposrednio z entropowej zasady nie-
oznaczono$ci Maassena-Uffinka [R95], co zwiazane jest z faktem, ze dla obserwabli po-
siadajacych wspoélny wektor wlasny zasada Maassena-Uffinka staje sie pusta. Wprowa-
dziliSmy relacje wykluczania informagcji, dla przypadku, gdy jedna osoba mierzy tylko
jedna obserwable, natomiast druga mierzy jedna z dwdéch obserwabli i pokazaliSmy, ze
jest ona silniejsza niz zasada Halla. PodaliSmy dowdd tej relacji dla pewnych szczegol-
nych przypadkéw. WprowadziliSmy réwniez relacje wykluczania informacji ogranicza-
jaca wzajemne informacje w przypadku, gdy obie osoby mierza jedna z dwéch obserwabli
oraz podalismy dowdd relacji dla pewnej szczegdlnej klasy stanéw kwantowych.

Badania nieuwzglednione w doktoracie

Detekcja splatania kwantowego spinéw elektronéw za pomoca ferromagnetycznych
kontaktéw

Praca [O13] (réwniez [O14]) poswiecona zostala analizie wykorzystania nieidealnych de-
tektoréw ferromagnetycznych pod katem mozliwosci detekcji splatania kwantowego oraz
ich uzytecznosci do wykorzystania podstawowych protokotéw kwantowych. Jako punkt
wyjécia, przedstawiamy model pomiaru za pomoca nieidealnych detektoréw, ktory jest
réwnowazny pomiarowi idealnemu dokonanym na ukladzie poddanemu dziataniu ka-
natu depolaryzujacego. Badamy minimalna warto$¢ polaryzacji spinowej ferromagnetyka
okreslajacej sprawnos¢ detektoréw, dla ktérej mozliwa jest detekcja splatania dwoch spi-
néw oparta na wykorzystaniu ré6znych $wiadkéw splatania. Okreslamy réwniez warunki,
przy ktérych nieidealne detektory ferromagnetyczne moga by¢ wykorzystywane w pro-
tokole destylacji klucza kryptograficznego SIMCAP, jak réwniez do tamania nieréwnosci
CHSH. Adaptujac fenomenologiczny model dekoherencji spinowej, analizujemy réwniez
mozliwosci detekcji uwzgledniajace efekty relaksacji i defazowania spinéw elektronéw w
kanale transportowym.

Zagadnienia fizyki popularnej

W pracy [O15] przedstawiona zostata analiza ruchu punktu materialnego poruszajacego
sie po zakrzywionym torze z uwzglednieniem tarcia. W szczeg6lnosci rozwazamy ruch
po torach w ksztalcie pionowo ustawionych okregu i elipsie, gdzie okreslamy minimalna
warto$é predkosci poczatkowej potrzebnej do pokonania pelnej dtugosci toru. Dla toru w
ksztalcie okregu znajdujemy rozwiazanie Sciste, z kolei w ogdélnosci okreslamy wartosci
predkosci i wspélczynnika tarcia, dla ktérych ruch ustaje, badZ punkt materialny traci
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kontakt z torem.

Praca [O16] poswiecona zostata oméwieniu metody konstruowania sieci opornikéw jed-
nostkowych, ktérych opér zastepczy przyjmowac ma okreslona wartos¢. Zauwazamy, ze
schemat dotaczania kolejnych segmentéw kilku opornikéw w sposéb naprzemiennie réw-
nolegly i szeregowy odtwarza warto$¢ oporu zastepczego zadanego przez odpowiadajacy
schematowi utamek taricuchowy, co w prosty sposéb pozwala na konstrukcje uktadu,
ktérego opor zastepczy ma przyjmowac wartos¢ dowolnej liczby rzeczywistej z okreslona
dokfadnoscia.

Przeplyw informacji przy oddzialywaniu z zamknietymi krzywymi czasopodobnymi
Oddziatywanie uktadéw kwantowych z zamknietymi krzywymi czasopodobnymi, kt6-
rych istnienie sugeruja szczegélne rozwiazania OTW, zwykle opisywane sa w formali-
zmie nieliniowego modelu Deutscha [R96]. Model obwodowy Ralpha-Myersa [R97] sta-
nowiacy opis alternatywny zamknietych krzywych czasopodobnych zdaje sie wskazywac
na ich silny potencjal, ktéry mialby pozwala¢ m.in. na rozréznianie nieortogonalnych sta-
néw kwantowych. W komentarzu [O17] pokazujemy, ze wniosek ten oparty jest na nie-
jasnej przestance, co do opisu zasobu, jaki wykorzystywany jest w modelu obwodowym.
W szczegblnosci pokazujemy, ze rézne postaci klasycznie skorelowanych stanéw o okre-
Slonych wlasnosciach wykorzystywanych w charakterze zasobéw, moga prowadzi¢ do
zasadniczo odmiennych rezultatéw.

Uporzadkowania magnetyczne i tadunkowe w rozszerzonym modelu Hubbarda

W pracach [O7, [O8, [O9] przedstawiona zostata analiza modelu Hubbarda w granicy
waskiego pasma z efektywnymi oddziatywaniami jednoweztowymi oraz miedzywezlo-
wymi oddzialywaniami magnetycznymi i tadunkowymi. W zaleznosci od charakteru i
sity wystepujacych oddzialywan znajdujemy diagramy fazowe w przyblizeniu pola $red-
niego. Praca [O7] po$wiecona zostala analizie przypadku oddzialywan magnetycznych.
Pokazujemy dla jakich warto$ci parametréw modelu stan podstawowy realizowany jest
przez faze magnetycznie uporzadkowana lub faze nieuporzadkowana. Znajdujemy réw-
niez warunki, przy ktérych mozliwa jest separacja faz, tj. stabilna koegzystencja dwdéch
domen z r6zna koncentracja fadunku. W pracy [O8] rozwazamy oddziatywania fadun-
kowe uwzgledniajace najblizszych, jak réwniez nastepnych najblizszych sasiadéw. Poka-
zujemy, ze w zalezno$ci od wartoéci parametréw modelu, poza jednorodnymi fazami
stabilnymi (fadunkowo uporzadkowana i nieuporzadkowana), mozliwe jest wystapienie
separacji faz, zaréowno fadunkowo uporzadkowanej-nieuporzadkowanej, jak i separacji
dwoch faz tadunkowo uporzadkowanych o réznych wartosciach koncentracji tadunku.
W pracy [O9] rozwazamy efekty oddziatywan zaréwno magnetycznych jak i tadunko-
wych w granicy silnego jednoweztowego potencjalu odpychajacego. Pomimo swojej pro-
stoty, model wykazuje zlozone zachowanie, zaréwno w odniesieniu do mozliwosci wy-
stepowania wielu rodzajéow stabilnych faz uporzadkowanych (uwzgledniajace uporzad-
kowania magnetyczne, tadunkowe, mieszane oraz separacje réznych faz), jak réwniez w
odniesieniu do zachowan wielokrytycznych charakteryzujacych wykresy fazowe.

Dane naukometryczne

Liczba recenzowanych publikagji: 24 (11 przed doktoratem)

Liczba nieopublikowanych manuskryptéw w bazie arXiv: 3 (obecnie sa na etapie recenzji
w czasopismach naukowych)

1) https://arxiv.org/abs/2208.01983
2) https://arxiv.org/abs/2209.05197
3) https://arxiv.org/abs/2303.09238
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