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skania oraz tytulu rozprawy doktorskiej
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Promotor pomocniczy: dr Marcin Sabok
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Tytut pracy magisterskiej: Porzadek Rudin-Keislera

Promotor: prof. dr hab. Ireneusz Rectaw
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3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych lub artystycznych

od 1 stycznia 2015 r.: adiunkt w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego

4 Omoéwienie osiggnieé, o ktorych mowa w art. 219 ust. 1
pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie
wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z pé6zn. zm.)

4.1 Cykl artykuléw naukowych: ,,Teoriomnogosciowe i topologiczne za-

stosowania porzadku Katétova”

Na serie habilitacyjna sklada sie 7 artykuléw naukowych (w kolejnosci, w jakiej zostana omowione

ponizej):

[H1] Adam Kwela, Unboring ideals, Fund. Math. 261 (2023), no. 3, 235-272.

[H2] Rafal Filipow, Krzysztof Kowitz, Adam Kwela, and Jacek Tryba, New Hindman spaces,
Proc. Amer. Math. Soc. 150 (2022), no. 2, 891-902. MR 4356195

[H3] Rafal Filipow, Krzysztof Kowitz, and Adam Kwela, Characterizing existence of certain ul-
trafilters, Ann. Pure Appl. Logic 173 (2022), no. 9, Paper No. 103157. MR, 4448270

[H4] Adam Kwela, On extendability to F, ideals, Arch. Math. Logic 61 (2022), no. 7-8, 881-890.
MR 4495906

[H5] Rafal Filipow and Adam Kwela, Yet another ideal version of the bounding number, J. Symb.
Log. 87 (2022), no. 3, 1065-1092. MR 4472525

[H6] Adam Kwela, On a conjecture of Debs and Saint Raymond, Fund. Math. 260 (2023), no. 1,
67-76. MR 4516186

[H7] Adam Kwela and Paolo Leonetti, Density-like and generalized density ideals, J. Symb. Log.
87 (2022), no. 1, 228-251. MR 4404626



W calym autoreferacie pozycje bibliograficzne [H1]-[H7] odnosza sie do powyzszego cyklu,
pozycje [O1]-[020] odnosza sie do moich pozostatych publikacji (ktorych pelna lista i omoéwienie
znajduje sie w rozdziale 4.2), natomiast pozostale pozycje ([El]-[Ecc]) sa artykulami innych
autoréw i zostaly wymienione na koricu autoreferatu.

4.1.1 Wstep

Rodzine Z C P(M) nazwiemy ideatem na zbiorze M, jesli jest zamknieta na podzbiory i skon-
czone sumy swoich elementow. Jesli 7 jest idealem na M, to Z* = {A C M : M\ A € I}
jest jego filtrem dualnym (rodzina zamknieta na nadzbiory i skoriczone przekroje), natomiast
It ={A C M : A ¢ I} jest rodzina zbioréow Z-pozytywnych. W dalszej czesci, uzywajac
stowa ,ideal”, bede dodatkowo zakladal, Ze jest to ideal zawierajacy [M]<“ (a wiec JZ = M)
oraz spelniajacy M ¢ Z. Ponadto, o ile nie bedzie to specjalnie zaznaczone, bede rozpatrywat
jedynie idealy na nieskonczonych zbiorach przeliczalnych. Niektére definicje i wyniki dla wigk-
szej przejrzystosci bede formulowal jedynie dla idealow na w (dla kazdego nieskoriczonego zbioru
przeliczalnego M mozna znalezé jego bijekcje z w i, uzywajac jej, ,przerzuci¢” ideat z M na w,
zachowujac wszystkie potrzebne nam jego wlasnosci).

Poprzez utozsamienie podzbioréw M z ich funkcjami charakterystycznymi, ideaty na M mo-
zemy traktowaé jako podzbiory przestrzeni topologicznej 2M z topologia produktows (gdzie na
2 = {0, 1} rozwazamy topologie dyskretna), a wiec mozemy mowi¢ np. o ideatach borelowskiej
klasy 39 czy tez ideatach z wlasnoscia Baire’a.

Dla idealéw Z oraz J napiszemy Z <y J, gdy istnieje funkecja f : JJ — UZ, taka ze
f71A] € J dla wszystkich A € Z. Wprawdzie relacja <y jest jedynie quasi-porzadkiem, ale
przyjelo sie nazywac ja porzadkiem Katétova. M. Katétov wprowadzil ja w latach 60. w [E64],
a nastepnie zastosowal w [E65] i [E66] do badania klas Baire’a wzgledem zbieznosci ideatowej (zob.
rozdzial 4.1.7). Od tego czasu porzadek Katétova byl doglebnie badany zaréwno jako wygodne
narzedzie (np. do klasyfikacji przy pomocy ideatéw borelowskich niedefiniowalnych obiektow jaki-
mi sa ultrafiltry — zob. [E54] oraz rozdzial 4.1.4), jak i sam w sobie (np. H. Sakai w [E83] pokazal,
ze <k na idealach borelowskich jest o-skierowany). W ostatnich latach szczegélnie duzy wkiad
w rozwoéj naszej wiedzy o porzadku Katétova ma grupa matematykoéw zwiazana z M. Hrusakiem
—1np. 0. Guzméan-Gonzalez i D. Meza-Alcantara pokazali w [E50], ze nawet wérod P-ideatéw bo-
relowskiej klasy 39 istnieja antyltaricuchy dtugosci ¢ i taricuchy dtugosci b w porzadku Katétova
(T jest P-ideatem, gdy dla kazdego ciagu (Ap)new, € Z% istnieje taki zbior A € Z, ze |4, \ A] < w
dla wszystkich n € w).

Powiemy, ze ideal 7 na M jest gesty, gdy w kazdym A € [M]¥ mozna znalezé B € [A]“ NZ.
Dla idealu Z oraz zbioru A € Z7 definiujemy ideat:

I1A={ANB: BeT}.

Przyktadami idealéw badanych w literaturze, ktére beda nas interesowalty w tym autoreferacie,
sq;

Fin = {A Cw: |A| <w} (niegesty P-ideal borelowskiej klasy 39),

Tip = {A Cw: Y ea n%rl < oo} (gesty P-ideat borelowskiej klasy 39),

n+1
z teoriomnogosciowej konwencji: n = {0,1,...,n — 1}),

Tqg = {A Cw: lim, o [Aon] 0} (gesty P-ideal borelowskiej klasy IT13; korzystam tutaj

Fin% = {ACw?: {new: Ay, ¢ Fin} € Fin}, gdzie A,y ={k € w: (n,k) € A} (gesty
nie-P-ideal borelowskiej klasy X9),

conv skladajacy sie z tych A C [0,1] N Q, ktore maja tylko skoniczenie wiele punktow
skupienia (gesty nie-P-ideal borelowskiej klasy X9).

Latwo zauwazy¢, ze ideal 7 jest gesty wtedy i tylko wtedy, gdy Z £k Fin. W rozdziatach 4.1.2,
4.1.3 i1 4.1.4 bedziemy szuka¢ podobnych w formie (réwniez uzywajacych porzadku Katétova)
charakteryzacji: istnienia pewnych przestrzeni ciagowo zwartych czy tez istnienia pewnych klas
ultrafiltrow. W rozdzialach 4.1.5 i 4.1.7, odpowiadajac na pytania M. HruSaka oraz G. Debsa



i J. Saint Raymonda, pokazemy ograniczenia tego podejscia. Z kolei w rozdziatach 4.1.6 i 4.1.8
zajmiemy sie zagadnieniami niezwiazanymi bezposrednio z porzadkiem Katétova (np. rozwiazemy
problem postawiony przez P. Borodulina-Nadzieje, B. Farkasa i G. Plebanka, dotyczacy istnienia
pewnych P-idealéw), jednak w dowodach niektorych twierdzen bedziemy korzystaé z wynikow
dotyczacych tego porzadku.

4.1.2 Przestrzenie ciaggowo zwarte wzgledem idealu

W artykule [H1] zajmowalem sie pewna naturalng modyfikacja przestrzeni ciagowo zwartych,
dajaca kontrole nad wielkoscig podciagu zbieznego: jesli Z jest idealem na w, to powiemy, ze
przestrzeni topologiczna X jest FinBW(Z), gdy kazdy ciag (z,,)new W X posiada zbiezny podciag
(Zn)nea indeksowany pewnym A € ZT. Oczywiscie, FinBW(Fin) jest klasa przestrzeni ciggowo
zwartych oraz dla kazdego ideatu 7 i kazdej przestrzeni topologicznej X mamy:

X jest skoniczona == X jest FinBW(Z) = X jest FinBW(Fin).

Przestrzenie tego typu sa od ponad dwudziestu lat badane w kontekscie kilku konkretnych ide-
alow definiowalnych, gtéwnie zwiazanych z kombinatoryka nieskonczong i teoria Ramseya, m.in.
przez M. Kojmana ([E68]) i J. Flagkova ([E46]) — szerzej jest to opisane w rozdziale 4.1.3. Z kolei
w pracach [E41] i [E43| doglebnie badano idealy Z, dla ktorych odcinek [0, 1] jest FinBW(Z). Jak
zauwazyl D. Meza-Alcantara w [E75, Section 2.7], takie idealy posiadaja przyjemna charaktery-
zacje uzywajaca porzadku Katétova: [0, 1] jest FInBW(Z) wtedy i tylko wtedy, gdy conv £k Z.

W [H1]| zdefiniowalem nowy ideal BZ klasy X9, taki ze dla kazdego ideatu Z zachodza ponizsze
implikacje oznaczone strzatkami:

T rozszerza si¢ do ideatu klasy 9

l . [E41, 3.4]+[E75, Sec. 2.7]
oczywiste

T rozszerza si¢ do ideatu klasy I1$ conv Ly T
l[Ell]Jr[EBS]l i[Hl, 4.6]

Vacrs Fin £ I 1 A [H1, 1.10] BT %5 T
l[Hl, 4.6]

Fin® £x T

Co wiecej, dla kazdego idealu Z mamy:

(a) [H1, Theorem 6.5]: Fin® £x T wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieskonczona przestrzen
Hausdorffa FinBW(Z).

(b) [H1, Proposition 6.2 1 6.3]: BZ £x T wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzenn Hausdorf-
fa FinBW(Z), ktora nie jest suma rozlaczna skoniczenie wielu jednopunktowych uzwarcen
przestrzeni dyskretnych.

(c¢) [H1, Theorem 6.6]: Przy zalozeniu hipotezy continuum (CH), BZ £x T wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje nieprzeliczalna osrodkowa przestrzeri Hausdorffa, ktora jest FinBW(Z)
(implikacja ,,<=” jest prawdziwa w ZFC).

(d) [H1, Proposition 6.1]: Jesli Fin? £x Z | A dla wszystkich A € ZF, to w; z topologia
porzadkows jest FInBW(Z).

Ideal BT pozwala réwniez odpowiedzie¢ na pytanie postawione przez M. Hrusdka w [E54,
Question 5.18], a nastepnie powtorzone w [E55, Question 5.10]: Czy dla kazdego ideatu borelow-
skiego Z mamy Fin®? £ 7 wtedy i tylko wtedy, gdy Z rozszerza si¢ do ideatu klasy TI9? Okazuje
sie, ze Fin? £ BZ, ale BT nie rozszerza si¢ do ideatu klasy 19 (|H1, Example 7.1]).

W [H1, Proposition 4.9] jest szczegblowo opisane, jak ta implikacja wynika z [E11] i [E33].



Pokazalem réwniez, zaktadajac aksjomat Martina dla o-scentrowanych czesciowych porzadkow
(MA (o-centered)), ze jesli Z jest koanalitycznym ideatem spelniajacym warunek Fin? £ Z | A
dla wszystkich A € ZT (w szczegdlnosci, jesli Z jest klasy I19), to dla kazdego idealu J ma-
my: J £k I wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przestrzen Hausdorffa FinBW(Z), ktora nie jest
FinBW(J) (implikacja ,,<=” jest prawdziwa w ZFC, a dowod ,,=" wykorzystuje pewna gre ide-
alowa opisana w rozdziale 4.1.6). Z drugiej strony, powyzszego wyniku nie mozna rozciagnaé
na wszystkie idealy Z, gdyz istnieje taki ideal Z klasy X9, ze Ty £x Z, ale kazda przestrzen
FinBW(Z) jest tez FinBW(Z,) ([H1, Example 10.6]).

4.1.3 Przestrzenie Hindmana

Dla D € [w]¥ bedziemy stosowac oznaczenie:

FS(D) = {Zn: Fe [D}<“\{(Z)}}.

ner

Powiemy, ze ciag (Tn)ners(p) W przestrzeni topologicznej X jest IP-zbiezny do z € X, gdy
dla kazdego otwartego otoczenia U punktu x istnieje takie k € w, ze x, € U dla wszystkich
n € FS(D\ k) (ten rodzaj zbieznosci zostal wprowadzony przez H. Furstenberga i B. Weissa
w [E48] w kontekscie uktadéw dynamicznych). W pracy [E67] M. Kojman zdefiniowal przestrze-
nie Hindmana jako te, w ktorych dla kazdego ciagu (2, )new mozna znalezé taki zbior D € [w]?,
7¢ (Tn)ners(p) jest IP-zbiezny. Pozniej, wspolnie z S. Shelahem w [E69], pokazal, ze przy za-
tozeniu CH istnieje przestrzen Hausdorfla FInBW (W), ktéra nie jest Hindmana, gdzie W jest
ideatem skladajacym sie z tych A C w, ktore nie zawieraja dowolnie dhugich skoriczonych cia-
géw arytmetycznych. O ile mi wiadomo, otwartym pozostaje pytanie o istnienie takiej przestrzeni
w ZFC.

W [E60] A. Jones wzmocnil powyzszy wynik, zastepujac CH przez MA (o-centered) oraz za-
pytal o to, czy niesprzecznie istnieje przestrzeri Hindmana, ktora nie jest FinBW(W). Powyzsze
pytanie bylo motywacja pracy [H2]. Przed sformulowaniem jej wynikoéw zdefiniujmy ideal Hind-
mana:

H={ACw: Vpeup FS(D)Z A}

(rodzina ta, klasy II1, jest idealem na mocy twierdzenia Hindmana).
Miatem duzy wklad w nastepujace dwa wyniki:

(a) [H2, Theorem 2.5]: (CH) Jesli T £ H, to istnieje osrodkowa przestrzen Hindmana, ktora
nie jest FinBW(Z).

(b) [H2, Theorem 3.2]: Z,/, £k H, a wigc przy zalozeniu CH istnieje przestrzenn Hindmana,
ktora nie jest FinBW(Z, /) — jest to odpowiedZ na pytanie postawione przez J. Flaskova
podezas 22nd Summer Conference on Topology and its Applications (2007).

Konstrukcja przestrzeni z punktu (a) rozni sie od tej zaproponowanej przez M. Kojmana i S. She-
laha w [E69], a nastepnie zmodyfikowanej przeze mnie w [H1] (gdzie glowna czescia dowodu
jest znalezienie odpowiedniej maksymalnej rodziny prawie roztacznej, a nastepnie wykorzystanie
jednopunktowego uzwarcenia przestrzeni Mrowki zadanej przez te rodzine) — nie udato sie po-
kazaé, ze otrzymana przestrzen jest Hausdorffa, jednak udowodnilisémy, Ze granice (jak rowniez
IP-granice) ciagéw w tej przestrzeni sa wyznaczone jednoznacznie.

Korzystajac z [H2, Proposition 1.1] oraz opisanego w poprzednim rozdziale [H1, Theorem
6.6], otrzymujemy nastepujaca charakteryzacje: (CH) BZ £ 7 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
przestrzeri FinBW(Z), ktora nie jest Hindmana ([H1, Corollary 11.5]). Co wiecej, jesli Z rozszerza
sie do idealu klasy I19, to CH mozna zastapi¢ przez MA (o-centered) (na mocy |[H2, Proposition
1.1] i [H1, Corollary 6.8]). Jest to rozszerzenie na wigksza klase idealow wspomnianego wczesniej
twierdzenia M. Kojmana i S. Shelaha z [E69], jak rowniez wyniku J. Flaskovej z [E46], gdzie jest
to pokazane dla wszystkich idealéw borelowskiej klasy 9.



Wracajac do pytania A. Jonesa, W jest ideatem klasy 39, a wiec, na mocy [H2, Proposition
2.6], jesli W <y H, to kazda przestrzeri Hindmana jest FinBW(W). Uzywajac punktu (a) i zakla-
dajac, ze zdanie ,WW <y H’ jest rozstrzygalne w ZFC,? sprowadzilismy to pytanie do problemu
czysto kombinatorycznego (ktorego jednak nie udato nam sie rozwiazac): czy W <y H? Powyzsze
rozumowanie jest prawdziwe dla kazdego ideatu definiowalnego Z klasy 39, dla ktorego ,Z <g H”
nie jest niezalezne od ZFC (zob. [H2, Corollary 2.8], w ktorego sformulowaniu brakuje zalozenia,
ze zdanie ,Z <y H” jest rozstrzygalne w ZFC; zob. tez [H1, Corollary 11.5(b)]).

4.1.4 Z-ultrafiltry

Jesli 7 jest ideatem, to ultrafiltr (filtr maksymalny ze wzgledu na relacje zawierania) U na w
nazwiemy Z-ultrafiltrem, gdy dla kazdej funkcji f : w — |JZ istnieje taki zbior A € U, ze
flA] € Z (lub, rownowaznie, uzywajac <g: gdy Z £x U*, gdzie U* jest idealem dualnym do U).
Pojecie to zostalo wprowadzone przez J. Baumgartnera w [E13] i od tego czasu bylo wielokrotnie
wykorzystywane w literaturze, m.in. przez J. Brendle’a i J. Flagkova w [E18] czy tez M. Hrusaka
w [E54].

Z-ultrafiltry pozwalaja charakteryzowa¢ dobrze znane rodziny ultrafiltréow przy pomocy defi-
niowalnych (zwykle borelowskich) idealow — z tego wzgledu w kontekscie ultrafiltrow szczegolnie
istotne sa wlasdnie takie idealy.

Przyktadem podej$cia opisanego w poprzednim akapicie sg P-punkty, czyli ultrafiltry na w
dualne do P-ideatéw. P-punkty zostaly wykorzystane przez W. Rudina w [E81] do rozwiazania
pewnego topologicznego problemu dotyczacego uzwarcenia Cecha-Stone’a przestrzeni liczb natu-
ralnych w. Jak pokazal S. Shelah, istnienie P-punkt6w jest niezalezne od ZFC ([E91]). M. Hrusak
zauwazyl, ze dla kazdego ultrafiltru U na w nastepujace warunki sa réownowazne (zob. [E18, Ob-
servation 2.1] lub [E75, Theorem 2.8.7]):

e U jest P-punktem,
o U jest Fin®-ultrafiltrem,
e U jest conv-ultrafiltrem.

Wiadomo, ze jesli istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie jest J-ultrafiltrem, to Z £x J. W pracy
[H3] badalismy mozliwosci odwrdcenia tej implikacji, uzyskujac kilka ogolnych wynikéw (zob. [H3,
Theorem 4.3]; punkt (5) tego twierdzenia jest nieprecyzyjny i powinien by¢ sformutowany w duchu
[H1, Corollary 10.5(a)]). Nastepnie uzyliSmy naszych metod w kontekscie trzech znanych klas
ultrafiltréw: P-punktow, Q-punktow i ultrafiltrow selektywnych. Ponizej skupie sie na pierwszej
7z nich.

Dwa pierwsze z nastepujacych wynikow, do ktérych przyczynilem sie w znacznym stopniu,
pokazuja, jakie cechy Fin? i conv sg kluczowe dla powyzszej charakteryzacji P-punktow:

(a) [H3, Theorem 7.3(1)]: (CH) T £ Fin? wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje Z-ultrafiltr, ktory
nie jest P-punktem (implikacja ,,<=” jest prawdziwa w ZFC).

(b) [H3, Theorem 6.3]: (MA(o-centered)) Ideal borelowski Z rozszerza si¢ do ideatu klasy X9
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje P-punkt, ktory nie jest Z-ultrafiltrem (implikacja ,,<" jest
prawdziwa w ZFC; zob. rozdzial 4.1.5, gdzie jest analizowana mozliwo$¢ uzycia <x w tym
wyniku).

(c) [H3, Corollary 7.2(2)]: Zakladajac aksjomat Martina dla przeliczalnych czesciowych porzad-
kow (MA (ctbl)), jesli ideal T zawiera gesty ideal sumowalny, to istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie
jest P-punktem (ideal jest sumowalny, gdy jest postaci Z, = {A Cw: > ., 9(n) < oo}
dla pewnej funkcji g : w — [0, 00), takiej ze ) . g(n) = o).

20 ile mi wiadomo, nie sa znane zadne idealy definiowalne niespelniajace tego zalozenia, tzn. takie ideaty
definiowalne Z oraz J, dla ktorych , 7 < J” byloby niezalezne od ZFC. W przypadku idealéw borelowskich
»I <k J” jest absolutne na mocy twierdzenia Shoenfielda o absolutnosci (zob. [E18] lub [E54, Proposition 1.3]).



Dowod punktu (¢) wykorzystuje pewna wprowadzona przez nas gre G(Z) stowarzyszona z ide-
alem 7 na w, w ktorej gracz I w swoim pierwszym ruchu gra kg € w, a nastepnie w n-tym
ruchu gracz II wybiera G,, € Fin, natomiast gracz I w (n 4 1)-szym ruchu odpowiada para
(Fy,kny1) € Fin x w, taka ze F, NG, = 0 oraz |F,| < k,. Na koniec gracz I wygrywa, jesli
Unew Fn € Z7. W przeciwnym wypadku wygrywa gracz II. Na mocy twierdzenia Martina o bore-
lowskiej determinacji, gra ta jest zdeterminowana (tzn. jeden z graczy ma strategie wygrywajaca)
w przypadku idealéow borelowskich.

Powyzsza gra jest modyfikacja gry G'(Z) badanej przez C. Laflamme’a w [E71], a nastepnie
uzytej przez M. Laczkovicha i I. Rectawa w [E70] (zob. rozdzialy 4.1.6 i 4.1.7) — zmiana polega
na wymuszeniu na graczu I podania mocy (k, ) swojego ruchu (F},) przed ruchem gracza II (G,,).
Co ciekawe, istnienie strategii wygrywajacej gracza II w G(Z) daje sie wyrazi¢ przy pomocy
znanych pojeé: gracz I ma strategie wygrywajaca w G(Z) wtedy i tylko wtedy, gdy Z zawiera
gesty ideal sumowalny ([H3, Lemma 5.2(2)]). Z drugiej strony, istnienie strategii wygrywajacej
gracza [ mozna scharakteryzowac kombinatorycznie ([H3, Lemma 5.2(1)]) w sposob umozliwiajacy
udowodnienie punktu (c).

4.1.5 Pytanie dotyczace rozszerzalnosci do idealéw klasy 39

Poréwnujac ze soba punkty (a) i (b) z rozdzialu 4.1.4, mozna chcie¢ znalezé¢ charakteryzacje
rozszerzalnosci do ideatu klasy X9, uzywajaca porzadku Katétova. W diagramie umieszczonym
w rozdziale 4.1.2 pojawila sie implikacja udowodniona w [E41, Theorem 3.4]: jesli ideat Z rozszerza
sie do ideatu klasy X9, to conv £x Z. Co wigcej, na mocy |[E41, Theorem 4.2|, w przypadku
P-ideatow analitycznych mozliwe jest odwrocenie powyzszej implikacji. Powstaje pytanie, czy jest
tez tak w przypadku wszystkich idealow borelowskich. Pytanie to postawit M. Hrusdk w [E54,
Question 5.16], a sze$¢ lat pdzniej powtorzyl je w [E55, Question 5.8].

Glownym wynikiem pracy [H4| jest negatywna odpowiedz na powyzsze pytanie — zdefiniowa-
tem ideal conv(Zy, (1/2"%1),cw) borelowskiej klasy X9, ktory nie rozszerza sie do ideatu klasy
9, ale conv £k conv(Zy, (1/2"1),c0).

Ideal conv jest generowany przez ciagi zbiezne — kazdy zbior nalezacy do conv daje sie pokryé
skoniczenie wieloma takimi ciggami. Ideat conv(Zy, (1/2""1),,c,,) ma podobna definicje — jest on
generowany przez ciaggi zbiezne, ale tylko te zbiegajace odpowiednio szybko.3

Metoda uzyta w [H4| nie pozwala uzyskaé¢ podobnego ideatu nizszej klasy borelowskiej. Zatem
problemem otwartym pozostaje na przykltad, czy w przypadku idealéw klasy II3 rozszerzalno$é
do ideatu klasy X9 jest réwnowazna conv € Z (co ciekawe, w [H3, Theorem 10.1] pokazali$my,
ze kazdy ideal klasy X9 rozszerza si¢ do idealu klasy X£9). Co wigcej, D. Meza-Alcéntara spytat,
czy dla kazdego idealu borelowskiego Z albo conv <x Z | A dla jakiego§ A € ZT, albo T rozszerza
si¢ do ideatu klasy X9 (|[E75, Question 4.4.6]). Problem ten pozostaje otwarty.

4.1.6 Idealowe liczby b

Dla ideatu 7 na w oraz g, h € w* wprowadzmy oznaczenia:
Dr={f€w”: Ypew f '[{n}] €T},
g<zh < {new: g(n)>h(n)} el

Klasyczna liczba b jest réowna minimalnej mocy zbioru nieograniczonego wzgledem relacji
<pin na w*. Wiadomo tez, ze jest ona réwna minimalnej mocy zbioru nieograniczonego dla relacji
>Fin Na Dpip.

Podobne liczby dla <7 na w* w kontekscie idealéw maksymalnych (czasem nazywane kofinal-
nosciami ultrapoteg w*/Z) byly szeroko badane np. przez A. Blassa i H. Mildenberger w [E14]

i [E76], natomiast w przypadku idealow borelowskich zajmowali sie nimi B. Farkas i L. Soukup
w [E39]. W pracy [H5| zbadalismy takie liczby wzgledem relacji >7 na Dz, czyli liczby postaci:

b(Z) =min{|F|: F C Dz A Vyep, 3rer [ 21 9}

(w [H5] oznaczamy je przez b(Z,Z,T)). Dla ideatéw maksymalnych b(Z) byto badane w kontekscie
niestandardowych modeli arytmetyki przez M. Canjara, ktory pokazatl m.in., ze przy zalozeniu
0 = ¢ istnieje P-ideal Z, taki ze b(Z) jest rowne kofinalnosci d ([E23], zob. tez [E22]).

3W [H4] takie ciagi nazywam ciagami zbiegajacymi Zg-quickly with respect to (1/2" 1) e .



Nas interesowaly w tym kontekscie gtoéwnie ideaty borelowskie. Motywacja byl opisany poni-
zej zwiazek z idealowymi QN-przestrzeniami badanymi m.in. w Koszycach przez L. Bukovsky’ego
i jego wspotpracownikéw. Dla ideatu Z na w powiemy, ze ciag (x,) punktow przestrzeni topolo-
gicznej X jest Z-zbiezny do x € X (piszemy: x, EN x), jesli dla kazdego otwartego otoczenia U
punktu z mamy {n € w: x, ¢ U} € Z. Powyzsza zbieznos¢ w przypadku idealu Z; nazywa sie
zbieznodcia statystyczna i byta badana m.in. przez H. Steinhausa w [E88], a w ogdlnym przypadku
zostala wprowadzona przez H. Cartana w [E24] w latach 30.

Ciag funkcji rzeczywistych (fy,)ne. okreslonych na pewnym zbiorze X:

e zbiega punktowo wzgledem Z do f € RX jesli f,, () EN f(x) dla wszystkich z € X

e zbiega quasi-normalnie wzgledem 7 do f € RX, jedli istnieje taki ciag dodatnich liczb

rzeczywistych (£p)new, 7€ €n £> 0 oraz dla wszystkich x € X mamy:
{new: |fulx)— f(z)| > e} €T.

Dla kazdego idealu 7 na w zbieznosé quasi-normalna wzgledem Z implikuje zbiezno$é punk-
towa wzgledem Z. Ponadto, w [E19] zostalo pokazane, ze zbiezno$é quasi-normalna wzgledem
Fin jest rownowazna zbieznosci o-jednostajnej. W [E21] L. Bukovsky, I. Rectaw i M. Repicky
badali FinQN-przestrzenie, czyli przestrzenie topologiczne nieodrozniajace zbieznosci punktowej
od zbiezno$ci quasi-normalnej wzgledem Fin ciagéw funkcji ciaghych.

Jesli 7 jest idealem, to przestrzen topologiczna X jest ZQN-przestrzenia, gdy kazdy zbiez-
ny punktowo wzgledem Z do 0 ciag funkcji ciagtych (fn)new € (RX )w jest tez zbiezny quasi-
normalnie wzgledem Z do 0. Pojecie to zostalo wprowadzone w [E32]. Aktualnie przestrzenie
te sa doglebnie badane w Koszycach m.in. przez M. Repicky’ego i J. Supine (zob. [E20], [E80],
[E86] i [E89]). Okazuje sie, ze b(Z) jest minimalna moca przestrzeni normalnej, ktora nie jest
ZQN-przestrzenia (niezaleznie zostato to udowodnione w [E80, Theorem 3.4| i [H5, Section 3.4]).

W [E44, Proposition 4.1] zostalo pokazane, ze w1 < b(Z) < ¢ dla kazdego idealu Z. Miatem
duzy udzial m.in. w nastepujacych wynikach umieszczonych w artykule [H5]:

(a) [H5, Corollary 6.9]: Jesli Z jest idealem klasy IT9, to b(Z) < b.

(b) [H5, Theorem 5.13]: Obliczenie b(Z) w przypadku, gdy Z jest produktem Fubiniego dwoch
idealow.*

(c) [H5, Theorem 7.4]: Istnieje gesty ideal S (tzw. ideal Soleckiego) klasy 9, taki ze b(S) = w;
(konsekwencja tego wyniku jest fakt, ze niesprzecznie istnieje FinQN-przestrzen, ktora nie
jest SQN-przestrzenia — wezesniej nie byt znany zaden ideal o takiej wlasnosci).

Porzadek Kat&tova w [H5] nie jest tak kluczowy jak w poprzednio omawianych pracach. Jest
on jednak posrednio uzywany w dowodzie punktu (a), ktory wykorzystuje dwa wczesniejsze wy-
niki. Pierwszym jest twierdzenie G. Debsa i J. Saint Raymonda méwiace, ze jedli Z jest klasy 19,
to Fin® £ Z ([E33, Theorems 7.5 i 9.1]°). Drugi jest zwiazany z gra ideatowa G'(Z) rozwazana
przez C. Laflamme’a w [ET1] i opisang w rozdziale 4.1.4. Na mocy twierdzenia Martina o borelow-
skiej determinacji, gra ta jest zdeterminowana, o ile Z jest idealem borelowskim. M. Laczkovich
i I. Reclaw w pracy [E70], uzywajac kombinatorycznych charakteryzacji udowodnionych przez
C. Laflamme’a, zauwazyli, ze gracz I ma strategie wygrywajaca w G'(Z) wtedy i tylko wtedy, gdy
Fin® <y Z,% natomiast jesli gracz II ma strategiec wygrywajaca w G'(Z), to istnieje zbior S klasy
39 zamkniety na podzbiory i oddzielajacy ideat Z od jego filtru dualnego (tzn. Z C Si SNZ* = ().
Istnienie strategii wygrywajacej dla gracza II pozwala rowniez udowodnié, ze b(Z) < b. Tej samej
techniki uzytem w pracy [H1| w dowodach twierdzen przy zalozeniu MA (o-centered).

4Definicje produktu Fubiniego ideatéw mozna znalezé w rozdziale 4.1.7.

5G. Debs i J. Saint Raymond korzystali z nieco innego porzadku na idealach — réwnowaznosé Fin? £y T
z oryginalnym warunkiem z pracy [E33| jest wykazana w [E11].

6Podobnie jak G. Debs i J. Saint Raymond w [E33], M. Laczkovich i I. Rectaw korzystali z innego, ale réwno-
waznego w interesujgcym nas przypadku (na mocy [E11]), porzadku na ideatach.



4.1.7 Hipoteza dotyczaca oddzielania idealu od filtru dualnego zbiorem borelow-
skim

Latwo pokaza¢, ze ideal Z oraz jego filtr dualny Z7* maja taka sama zlozono$¢ deskryptywna.
Zatem jesli Z jest idealem analitycznym, to — na mocy twierdzenia Suslina o oddzielaniu — istnieje
zbiér borelowski S, taki ze T C S'i SNZI* = (). Mozemy wiec dla kazdego idealu analitycznego 7
zdefiniowaé jego range jako:

rk(I):min{a<w1: Jsex9, IS S A SﬂI*:@},

Opisana w rozdzialach 4.1.4 1 4.1.6 gra idealowa G’(Z) pozwolita M. Laczkovichowi i I. Recla-
wowi w [E70, Theorem 5] udowodnié, ze dla kazdego idealu borelowskiego Z nastepujace warunki
sa rOwnowazne:

o 1k(Z) =1,

e dla kazdej przestrzeni polskiej X zachodzi rownosé BE(X) = BY"(X), gdzie BF(X) jest
rodzing funkcji rzeczywistych okreslonych na X bedacych punktowa granica wzgledem 7
jakiegos ciagu funkcji ciagtych,

o Fin? £ 7.

G. Debs i J. Saint Raymond niezaleznie (i stosujac zupeklie inne metody) uzyskali ten sam
wynik dla wszystkich idealéw analitycznych ([E33, Theorem 7.5, Corollary 7.6]) oraz czeSciowo
uogdlnili go na wyzsze rangi ([E33, Theorem 3.2]): dla kazdego ideatu analitycznego Z oraz o < wy
nastepujace warunki sa réwnowazne:

o k(7)) = a,

e dla kazdej zerowymiarowej przestrzeni polskiej X zachodzi réwnosé BZ(X) = Bor,(X),
gdzie Bor, (X) jest rodzing funkeji rzeczywistych na X borelowskiej klasy a.

Ten cykl prac inspirowany byt wynikami M. Katétova z [E65] i [E66], siegajacymi lat 70. Ideatowe

klasy Baire’a byly pozniej badane m.in. przez A. Bouziada w [E17] czy tez przez T. Natkaiica

i P. Szuce w [E77]. R. Filipow i P. Szuca pokazali w [E45], Ze powyzsza charakteryzacja M. Lacz-

kovicha i I. Rectawa z [E70] jest prawdziwa rowniez dla innych rodzajow zbieznodci idealowe;.
Jesli 7 oraz J sa ideatami, to

I®j:{AgUIxUJ: {neUI: A(n)géj}ez},

gdzie A,y = {k € UJ : (n,k) € A}, jest ich produktem Fubiniego (powyzszy wzor defi-
niuje ideal réwniez gdy Z lub J, ale nie obydwa naraz, zastapimy przez {0}). W szczegolnoscei,
Fin? = Fin ® Fin, a idac dalej, mozemy zdefiniowaé rekurencyjnie Fin" ™! = Fin®@Fin" dlan € w.

G. Debs i J. Saint Raymond wprowadzili réwniez idealy Fin® dla w < a < wj, pokazali, ze
rk(Fin®) = a dla kazdego 0 < o < wy i sformutowali nastepujaca hipoteze ([E33, Conjecture 7.8]):
dla kazdego ideatu analitycznego Z oraz liczby porzadkowej 0 < o < w nierownosé rk(Z) < «
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Fin® £x Z.” Na mocy powyzszych rozwazan jest to prawda
dla o = 2.8 Dowod punktu (a) z rozdziatu 4.1.6 sugeruje, ze udowodnienie tej hipotezy mogtoby
pozwoli¢ na uogoélnienie go na wszystkie idealy borelowskie.

Glownym wynikiem pracy [H6] jest pokazanie, ze powyzsza hipoteza jest nieprawdziwa juz
dla a = 3:

CET = ({0} ® Fin®) N (Fin® ® {0})

jest takim ideatem klasy X9, ze Fin® £ CEZ, ale tk(CET) > 3. Wezesniej w [011] udowodnitem
rowniez nieprawdziwo$é tej hipotezy dla o = w — zob. rozdzialt 4.2.3.

7Oryginalna hipoteza G. Debsa i J. Saint Raymonda jest sformutowana dla wszystkich liczb porzadkowych
0 < a < w1, ale wykorzystuje inny porzadek na ideatach. Roéwnowaznosé [E33, Conjecture 7.8] z podanym sfor-
mulowaniem w przypadku 0 < a < w jest konsekwencja [E11].

8Prawdziwosé hipotezy dla a = 1 jest udowodniona w [E33, Proposition 7.3].



4.1.8 Idealy gestosciowe

Funkcje ¢ : P(w) — [0, oo] nazywamy podmiara, gdy ¢(0) = 0, ¢({n}) < co dla kazdego n € w
oraz:

Va,pcw #(A) < 9(AU B) < ¢(A) + ¢(B).
Podmiara ¢ jest dolnie polciggta, gdy:

Vac 6(4) = lim G(Ann).
S. Solecki w [E84, Theorem 3.1] pokazal, ze ideal na w jest analitycznym P-ideatem wtedy i tylko
wtedy, gdy jest postaci:

Exh(¢) = {A Cw: nan;O P(A\n) = O}

dla pewnej dolnie polciagltej podmiary ¢, takiej ze w ¢ Exh(¢) (zob. tez [E37, Theorem 1.2.5]).
Konsekwencja tego wyniku jest fakt, ze kazdy analityczny P-ideal jest klasy IT3.

S. Solecki i S. Todor¢evié w [E85] rozwiazali problem, postawiony niezaleznie przez J. Isbella
w [E59] i D. Fremlina w [E47], dotyczacy pewnej redukeji (tzw. redukeji Tukeya) ideatu wszystkich
domknietych nigdziegestych podzbioréw 2% do ideatu Z;. Wyizolowali réwniez kluczowa dla tego
dowodu wtasnosé idealu Zy i przy jej pomocy zdefiniowali nowa klase P-idealéw analitycznych
(dla ktorych ich twierdzenie zachodzi): ideal jest density-like, gdy jest postaci Exh(¢) dla pewnej
dolnie polciaglej podmiary ¢ o tej wtasnosci, ze dla kazdego € > 0 istnieje & > 0, taka ze jesli
(F})iew jest clagiem parami rozltacznych skonczonych podzbioréw w spelniajacych ¢(F;) < 9,
to ¢(U,ca Fi) < € dla pewnego A € [w]“.

Ideatami density-like sa wszystkie uogolnione idealy gestosciowe wprowadzone przez 1. Faraha
w [E38], tzn. idealy postaci Exh(sup,, ¢,) dla pewnego ciagu (¢n)necw podmiar o skoniczonych
parami rozlacznych nosnikach (nosnikiem ¢ jest {n € w: ¢({n}) > 0}).

W [E16, Question 5.11] P. Borodulin-Nadzieja, B. Farkas i G. Plebanek spytali, czy istnieje
ideal density-like, ktory nie jest uogélnionym idealem gestosciowym. Ich motywacja byly roz-
wazania idealéw reprezentowanych w polskich grupach abelowych: jesli X jest taka grupa, a Z
jest idealem na w, to jest on reprezentowany w X, gdy istnieje funkcja f : w — X spelniajaca
warunek:

Ael <~ Z f(n) jest bezwzglednie zbiezny w X.
neA

W pracy [H7] odpowiedzieliémy na powyzsze pytanie, podajac przyklady idealow density-like,
ktore nie sa uogoélnionymi ideatami gestosciowymi. Co wiecej, pokazalismy ze jest ich duzo:

(a) [H7, Theorem 3.7]: Wér6d idealow, ktore nie sa geste, istnieje ¢ wiele parami nieizomor-
ficznych idealow density-like, ktore nie sa uogdlnionymi ideatami gestosciowymi (idealy
T oraz J sa izomorficzne — piszemy: Z = 7 — gdy istnieje bijekcja f : T — UZ, taka ze
A eI« f[A] € J dla wszystkich A C JI).

(b) [H7, Theorem 4.24]: Wsrod idealow gestych istnieje ¢ wiele parami nieizomorficznych ide-
atow density-like, ktore nie sa uogolnionymi ideatami gestosciowymi (w przypadku tego
wyniku moj wktad polegal na wskazaniu w [H7, Theorem 4.22| ogolnej konstrukeji, przy
pomocy ktérej mozna tworzyé geste ideaty density-like, ktore nie sa uogélnionymi ideatami
gestosciowymi).

Ponadto, podalismy charakteryzacje uogélnionych idealéow gestosciowych, ktora przypomina de-
finicje ideatow density-like ([H7, Theorem 5.3]).

Porzadek Katétova w artykule [H7] jest wykorzystywany w dowodzie punktu (a). Najpierw
w [H7, Theorem 4.3 i Theorem 4.4] pokazalismy, ze jesli Z jest gestym idealem density-like
(w szczegdlnosci, gestym uogolnionym ideatem gestosciowym), to ({#} ® Fin) N (Z @ {0}) jest
idealem density-like, ktory nie jest uogélnionym ideatem gestosciowym. Nastepnie zdaliSmy sobie
sprawe, ze jesli Z oraz J sa nieporéwnywalne w porzadku Katétova, to ({0} @ Fin)N(Z® {0}) oraz
({0} ® Fin) N (J @ {0}) nie sa izomorficzne. Wystarczylo zatem wziaé antylaiicuch {Z, : a < ¢}
w < zlozony z gestych uogdlnionych idealow gestosciowych (istnienie takiego antytaricucha byto
znane juz wezesniej), zeby idealy ({0} @ Fin) N (Z, ® {0}), dla a < ¢, byly takie, jakich potrzeba
w (a).
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4.2 Dorobek naukowy niezawarty w serii habilitacyjnej

Przejde teraz do krétkiego omoéwienia mojego dorobku naukowego niezawartego w serii habilita-
cyjnej, na ktory sktada sie 20 artykulow naukowych (w kolejnosci, w jakiej zostana omoéwione
ponizej):

[O1] Adam Kwela and Ireneusz Rectaw, Ranks of F-limits of filter sequences, J. Math. Anal.
Appl. 398 (2013), no. 2, 872-878. MR 2990109

[02] Adam Kwela and Marcin Sabok, Topological representations, J. Math. Anal. Appl. 422
(2015), no. 2, 1434-1446. MR 3269521

[03] Adam Kwela, A note on a new ideal, J. Math. Anal. Appl. 430 (2015), no. 2, 932-949. MR
3351990

[04] Adam Kwela and Piotr Zakrzewski, Combinatorics of ideals — selectivity versus density,
Comment. Math. Univ. Carolin. 58 (2017), no. 2, 261-266. MR 3666945

[05] Adam Kwela, Erdds-Ulam ideals vs. simple density ideals, J. Math. Anal. Appl. 462 (2018),
no. 1, 114-130. MR 3771234

[06] Adam Kwela, Michal Poplawski, Jarostaw Swaczyna, and Jacek Tryba, Properties of simple
density ideals, J. Math. Anal. Appl. 477 (2019), no. 1, 551-575. MR, 3950052

[07] Kumardipta Bose, Pratulananda Das, and Adam Kwela, Generating new ideals using we-
ighted density via modulus functions, Indag. Math. (N.S.) 29 (2018), no. 5, 1196-1209. MR
3853420

[08] Adam Kwela and Jacek Tryba, Homogeneous ideals on countable sets, Acta Math. Hungar.
151 (2017), no. 1, 139-161. MR 3594409

[09] Adam Kwela and Marcin Staniszewski, Ideal equal Baire classes, J. Math. Anal. Appl. 451
(2017), no. 2, 1133-1153. MR 3624783

[010] Adam Kwela, Ideal weak QN-spaces, Topology Appl. 240 (2018), 98-115. MR 3784399

[O11] Adam Kwela, Inductive limits of ideals, Topology Appl. 300 (2021), Paper No. 107798, 13.
MR 4293085

[012] Rafat Filipow, Adam Kwela, and Jacek Tryba, The ideal test for the divergence of a series,
Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Mat. RACSAM 117 (2023), no. 3, 98.

[013] Adam Kwela, Additivity of the ideal of microscopic sets, Topology Appl. 204 (2016), 51-62.
MR 3482702

[014] Klaudiusz Czudek, Adam Kwela, Nikodem Mrozek, and Wojciech Woloszyn, Ideal-like pro-
perties of generalized microscopic sets, Acta Math. Hungar. 150 (2016), no. 2, 269-285. MR
3568089

[015] Adam Kwela, Haar-smallest sets, Topology Appl. 267 (2019), 106892, 25. MR 4008566

[016] Adam Kwela and Wojciech Woloszyn, Differentiability of continuous functions in terms of
Haar-smallness, Topology Appl. 284 (2020), 107353, 16. MR 4138435

[017] Pawetl Klinga and Adam Kwela, Borel complexity of the family of attractors for weak IFSs,
Acta Math. Hungar. 166 (2022), no. 1, 124-141. MR 4385979

[018] Pawel Klinga, Adam Kwela, and Marcin Staniszewski, Size of the set of attractors for
iterated function systems, Chaos Solitons Fractals 128 (2019), 104-107. MR 3985600

[019] Pawel Klinga and Adam Kwela, Porosities of the sets of attractors, J. Math. Anal. Appl.
514 (2022), no. 2, Paper No. 126348, 10. MR 4429586

[020] Pawel Klinga and Adam Kwela, Comparison of the sets of attractors for systems of con-
tractions and weak contractions, Chaos Solitons Fractals 155 (2022), Paper No. 111764, 6.
MR 4362797

11



Dla wickszej przejrzystosci opisu prace te podzielitem na szesé¢ grup:
1. Wyniki uzyskane przed doktoratem: [O1], [02], [O3] i [O4].

2. Badania pewnych klas P-idealéw analitycznych: [O5], [O6] i [OT].

3. Pozostale wyniki dotyczace idealow: [O8], [09], [010], [O11] i [O12].
4. Badania zbioréw mikroskopijnych: [013] i [O14].

5. Badania zbior6w Haar-malych: [O15] i [O16].

6. Badania atraktoréw iterowanych ukladow funkeyjnych: [017], [O18], [019] i [O20].

4.2.1 Wyniki uzyskane przed doktoratem

Niektore z omawianych w tej czesci artykulow zostaly opublikowane juz po nadaniu stopnia
doktora, jednak jest to jedynie wynikiem dtugiego procesu redakcyjnego. Méj doktorat oparty byt
na artykutach [O1], [02] i [O3], natomiast praca [O4] nie weszla w sklad rozprawy doktorskiej.

W pracy [O1] pokazalismy, ze jesli Z jest idealem borelowskim rangi 1, to rk(Z®J) = rk(J)+1
dla dowolnego ideatu analitycznego J ([O1, Corollary 3.6]) — jest to wzmocnienie [E33, Pro-
position 4.4], gdzie dokladna range Z ® J autorzy uzyskuja jedynie w przypadku Z = Fin.
Nasz dowod korzystal z gry G'(Z) opisanej w rozdziatach 4.1.4 1 4.1.6. Ponadto, udowodnili-
$my, ze dla kazdej liczby porzadkowej 0 < a < w; istnieja takie idealy borelowskie 7 oraz 7,
ze a =1k(Z) =rk(7), ale rk(ZN J) =1 (JO1, Lemma 4.4]).

Ideal 7 jest reprezentowalny topologicznie, jesli istniejg osrodkowa metryzowalna przestrzen X,
przeliczalny gesty zbior D C X oraz o-ideal I na X zawierajacy wszystkie singletony, takie ze
7 jest izomorficzny z idealem {A CD: Ac I} (A oznacza tutaj domkniecie A w X; badania
podobnych form reprezentowalnosci idealéow sa tez prowadzone przez P. Borodulina-Nadzieje,
B. Farkasa i G. Plebanka — zob. [E15] i [E16]). Punktem wyjscia do pracy [O2] byla hipoteza
[E82, Conjecture 4.4] sformulowana przez M. Saboka i J. Zapletala: ideal analityczny jest re-
prezentowalny topologicznie wtedy i tylko wtedy, gdy jest gestym stabo selektywnym ideatem
klasy IT9 (Z jest stabo selektywny, gdy kazda funkcja okreslona na zbiorze z ZT jest stata lub
réznowartosciowa na jakim$ podzbiorze z Z7). Dodatkowa motywacja do naszych badari byty
zastosowania idealéw reprezentowalnych topologicznie w teorii forsingu (zob. [E82]) oraz w teorii
relacji rownowaznosei na 2% (zob. [E94]).

Gloéwnym wynikiem pracy [O2] jest charakteryzacja idealow reprezentowalnych topologicznie
([02, Theorem 1.1]), ktora wprawdzie nie rozwiazuje hipotezy [E82, Conjecture 4.4], jednak,
w przeciwienstwie do jej sformulowania, jest czysto kombinatoryczna. Ponadto, udalo nam sie
pokazaé, ze wszystkie idealy reprezentowalne topologicznie sa réwnowazne w sensie porzadku
Rudin-Blassa® (|02, Corollary 1.2|) oraz ze kazdy analityczny ideal reprezentowalny topologicznie
jest TI9-zupetny (|O2, Theorem 1.4]). Co wiecej, scharakteryzowali$my koanalityczne ideaty stabo
selektywne przy pomocy idealéw reprezentowalnych topologicznie (|02, Theorem 1.6]), uzywajac
w dowodzie pewnej gry idealowej rozwazanej wczesniej przez C. Laflamme’a w [E71] i przez
M. Hrusaka w [E54].

Powiemy, ze ideal Z na w jest stabo ramseyowski, jesli kazde drzewo T C w<% spelniajace
dla wszystkich s € T warunek {n € w: s (n) € T} € I* posiada galaz o zbiorze wartosci
nalezacym do ZT. Wlasnosé ta zostala wprowadzona przez C. Laflamme’a w [E71] w celu charak-
teryzacji, kiedy jeden z graczy ma strategie wygrywajaca w grze z poprzedniego akapitu. W pracy
[O3] zdefiniowalem ideat WR klasy X9 o nastepujacej wlasnosci: ideat Z jest stabo ramseyow-
ski wtedy i tylko wtedy, gdy WR £k Z (|O3, Theorem 1.3]). Na mocy wczesniejszego wyniku
T. Natkarica i P. Szucy z [E77] oznacza to, ze WTR jest ideatem krytycznym dla ideatowej punkto-
wej zbieznosci ciagow funkcji quasi-ciagtych!® (w podobnym sensie, w jakim Fin® jest krytyczny
w przypadku funkcji ciaglych — zob. rozdzial 4.1.7). Pokazalem rowniez, ze WR jest przyktadem
ideatu, o ktory pytali R. Filipow, N. Mrozek, I. Rectaw i P. Szuca w [E42, dyskusja przed Theorem
3.11]. Badania ramseyowskich wlasnosci ideatow byly pédzniej kontynuowane przez M. Hrusaka,
D. Meze-Alcantare, E. Thiimmela i C. Uzcateguiego w [E56].

9Definicj¢ porzadku Rudin-Blassa mozna znalezé w [02].
0Definicje quasi-ciaglogci mozna znalezé w [O3] lub [E77].
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Ideal Z jest selektywny, gdy dla kazdego podziatu (X, )ne. zbioru (JZ albo |, <, Xn € Z*
dla pewnego k € w, albo mozna znalez¢ selektor tego podziatu nalezacy do Z7. Klasyczny wynik
A. R. D. Mathiasa mowi, ze analityczny lub koanalityczny ideal selektywny nie moze by¢ gesty
([E73]). W pracy [O4] badalismy, jak dalekie od siebie sg pojecia selektywnosci i gestosci.

4.2.2 Badania pewnych klas P-idealéw analitycznych
Prostym ideatem gestosciowym nazwiemy ideal postaci:

AN
Zg:{Agw: lim| n|:0},

n=oe g(n)

gdzie g : w — (0, 00) jest taka, ze lim, o, g(n) = oo oraz ﬁ nie zbiega do 0. Ta klasa idealow

zostala wprowadzona w pracy [E5], w ktorej pokazano m.in., ze nie ma zadnej inkluzji pomiedzy
klasa prostych idealow gestosciowych a klasa idealow Erdésa-Ulama (ideal jest Erdésa-Ulama,

gdy jest postaci:
) h(1
EU;, = {A Cw: lim 7Ez€fmn (Z) = 0} ,
T k)

gdzie h : w — [0,00) jest taka, ze Y, h(i) = oo; idealy te zostaly wprowadzone w [E61] przez
W. Justa i A. Krawczyka w kontekscie pytania zadanego przez P. Erdésa i S. Ulama, dotyczacego
izomorficznosci algebr Boole’a postaci P(w)/Z).

Niedawno J. Tryba w [E90] pokazal, ze czesto uzywana charakteryzacja ideatow Erdésa-Ulama
([E37, Theorem 1.13.3]) w rzeczywistosci charakteryzuje jedynie idealy izomorficzne z idealami
Erdgsa-Ulama, co powoduje konieczno$é drobnego przeformutowania niektérych z wynikow wy-
mienionych ponizej. Na méj dorobek dotyczacy tej tematyki skltadaja sie miedzy innymi:

e |05, Theorem 2|: Prosty ideal gestosciowy jest izomorficzny z idealem Erdésa-Ulama wtedy
i tylko wtedy, gdy zawiera ideal Z.

e [O5, Theorem 3]: Charakteryzacja, kiedy ideal izomorficzny z idealem Erdgsa-Ulama jest
prostym idealem gesto$ciowym.

e [O6, Theorem 3]: Istnieje antytancuch w sensie porzadku Katétova mocy ¢ ztozony z prostych
idealow gestosciowych — jest to wzmocnienie [E5, Theorem 2.7], gdzie zamiast <k jest
rozwazana inkluzja.

e [O5, Proposition 5]: Istnieje rodzina mocy ¢ zlozona z parami nieizomorficznych idealow
Erdésa-Ulama, ktore nie sa prostymi ideatami gestosciowymi — wszystkie ideaty Erdésa-
Ulama sa rownowazne w sensie < (na mocy [E37, Theorem 1.13.10]), wiec w tym przy-
padku nie jest mozliwe skonstruowanie antytancucha w sensie porzadku Katétova.

e [O6, Theorem 6]: Jesli Z, = Z, | A dla jakiego§ A C w, to rosngca numeracja A jest
Swiadczacym o tym izomorfizmem — jest to czeSciowa odpowiedz na [O8, Problem 5.8],
gdzie spytalismy wspolnie z J. Tryba o charakteryzacje idealéw o powyzszej wlasnosci.

Ponadto, w pracy [O7] badaliSmy pewne dalsze uogolnienie prostych idealow gestosciowych.

4.2.3 Pozostale wyniki dotyczace idealow

W artykule [O8] zajelismy sie badaniem ideal6w jednorodnych, tzn. takich ideatow Z,ze Z =T | A
dla wszystkich A € Z*. Uzyskalismy ich wygodna charakteryzacje (|O8, Corollary 2.2]), ktéra po-
zwolita pokazac, ze jednorodne sa np. W oraz Fin" dla wszystkich n € w\ {0}. Jak sie okazalo juz
po opublikowaniu pracy [O8], wspomniana charakteryzacja jest twierdzaca odpowiedzia na py-
tanie [E75, Question 2.1.10] postawione przez D. Meze-Alcantare, natomiast [O8, Example 2.6],
w ktorym pokazujemy, ze W jest jednorodny, jest odpowiedzig na pytanie [E55, Question 5.11]
postawione przez M. Hrugaka. Ponadto, w pracy [O8] odpowiadamy na szereg pytan postawionych
w [E6] przez M. Balcerzaka, S. Glaba i J. Swaczyne.
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W [09] badalisémy rodziny funkcji pierwszej klasy Baire’a dla zbieznosci quasi-normalnej wzgle-
dem zadanego ideatu (doktadniej: rodzine funkcji rzeczywistych okreslonych na przestrzeni do-
skonale normalnej, bedacych quasi-normalng granica wzgledem zadanego ideatu ciggu funkcji cia-
glych; zbieznosé quasi-normalna wzgledem idealtu zostala opisana w rozdziale 4.1.6). W szczegol-
nodci, scharakteryzowalismy, dla jakich idealéw borelowskich rodzina ta pokrywa sie z klasyczna
rodzing funkcji pierwszej klasy Baire’a (uzywajac w dowodzie techniki opisanej w rozdziale 4.1.6
i bazujacej na grze G'(Z)). Zbadalismy w tym kontekscie rowniez quasi-normalna zbieznosé wzgle-
dem ustalonego ideatu ciagow funkeji quasi-ciaglych (wykorzystujac moje wcezesniejsze wyniki
z [03]). Motywacja byty prace [E33] i [E70], w ktorych zostaly wykonane podobne badania w przy-
padku ideatowej punktowej zbieznosci ciagow funkcji cigglych, praca [E45], w ktorej znajdujg sie
rozwazania podobne do naszych, jak rowniez praca [E77]|, w ktorej zbadano idealowa punktowa
zbiezno$é ciagow funkeji quasi-ciaglych.

W artykule [010] badatem ZwQN-przestrzenie!! (tzn., dla ustalonego ideatu Z, takie prze-
strzenie topologiczne X, ze dla kazdego zbieznego punktowo do 0 ciggu funkeji ciagtych (f,)new €
(RX )w mozna znalezé jego podciag zbiezny quasi-normalnie wzgledem Z do 0; w rozdziale 4.1.6
opisane sg podobne przestrzenie — tam rozpatrujemy jednak ciaggi funkcji ciagtych zbiezne punk-
towo wzgledem Z, a nie wzgledem Fin, oraz wymagamy, aby caly ciag (fn)necw byl zbiezny quasi-
normalnie wzgledem 7). Przestrzenie te, podobnie jak ZQN-przestrzenie, sa doglebnie badane
w Koszycach m.in. przez L. Bukovsky’ego, M. Repicky’ego i J. Supine (zob. [E20], [ES0], [ES6]
i [E89]). Scharakteryzowalem kombinatorycznie, dla dowolnego ideatu Z, minimalna moc prze-
strzeni niebedacej ZwQN-przestrzenia (|O10, Theorem 2.3|) oraz pokazatem, ze jest ona réwna b
dla wszystkich ideatéw klasy 39 (JO10, Theorem 2.7]). Udowodnilem réwniez, ze niesprzecznie ist-
nieja ideal Z, taki ze Fin® € Z (na mocy [E89, Theorem 1.4], jesli Fin® <y Z, to kazda przestrzen
topologiczna jest ZwQN-przestrzenia) oraz ZwQN-przestrzen, ktora nie jest FinwQN-przestrzenia
([010, Theorem 2.11]) — jest to czesciowa odpowiedz na [E20, Problem 3.7|. Pokazalem tez, ze
jesli 7 jest gestym idealem, a

cov*(Z) = min {|A] : ACT A Voepuo 3aea |[ANS =w},

to kazda przestrzen topologiczna X mocy mniejszej niz cov*(Z) jest ZwQN-przestrzenia wtedy
i tylko wtedy, gdy jest FinwQN-przestrzenia — jest to odpowiedz na [E20, Problem 3.2] oraz inspi-
racja niektorych wynikow z [E86]. Warto zauwazyé, ze cov*(Z) jest dobrze zbadanym obiektem
i moze mieé¢ stosunkowo duze wartosci, np. cov*(conv) = ¢ (zob. [E54]).

W pracy [O11] pokazalem, ze hipoteza G. Debsa i J. Saint Raymonda z [E33] opisana w roz-
dziale 4.1.7 jest nieprawdziwa dla o = w (gtowny wynik pracy [H6] mowi, Ze jest ona nieprawdzi-
wa dla a = 3). Ideal Fin/ , bedacy odpowiednim kontrprzyktadem, posiada jeszcze jedna ciekawa
wlasnosé: Fin!, <x Z wtedy i tylko wtedy, gdy Fin"™ <y Z dla wszystkich n € w \ {0}.

Artykut [O12] dotyczy uogolnien klasycznego twierdzenia Oliviera, mowiacego, ze dla kazde-
go nierosnacego ciagu (an)new liczb rzeczywistych dodatnich, jesli szereg >, . a, jest zbiezny,
to lim,,_, o, na, = 0. Udowodnilismy ogodlne twierdzenia, z ktorych daje sie w tatwy sposéb wypro-
wadzi¢ wiele znanych uogolnien twierdzenia Oliviera, jak réwniez otrzymadé kilka nowych wnio-
skow. We wszystkich przypadkach zbieznosé ciagu (nay, )new jest zastapiona zbieznoscia ideatowa.
W drugiej czesci artykutu badaliSmy wielkosci rodzin ciagéw, dla ktorych zawodza nasze twier-
dzenia — interesowalo nas znalezienie duzych liniowych i algebraicznych podstruktur w tych ro-
dzinach. Gléwna inspiracja tej czesci byta praca [E12] napisana przez A. Bartoszewicza, S. Glaba
i A. Widz.

4.2.4 Badania zbioré6w mikroskopijnych

Zbiér A C R nazywamy mikroskopijnym (A € .#.), gdy dla kazdego € > 0 istnieje ciag prze-
dzialow (In)new (o}, taki ze A C U, con (o In 0raz 1h(l,) < e" dla kazdego n € w\ {0} (gdzie
Ih(I) oznacza dtugos¢ przedziatu TI). Meir jest o-idealem zawartym w o-ideale zbioréw miary Le-
besgue’a zero (a nawet w o-ideale zbioréw wymiaru Hausdorffa zero). Z drugiej strony, klasyczny
trojkowy zbior Cantora na prostej jest miary Lebesgue’a zero, ale nie nalezy do M (przyktad

zbioru wymiaru Hausdorffa zero nienalezacego do Mere moima, znalezé w [E2]). Zbiory mikro-
skopijne zostaly wprowadzone w pracy [E3], a pozniej byly badane m.in. w pracach [E2] i [E26]

117 charakteryzacja FinwQN-przestrzeni zwiazana jest stynna hipoteza Scheepersa — zob. [E89].
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oraz przez szereg todzkich matematykow (zob. [E53]). Badania tych zbioréw sa czesto inspirowane
i zwigzane z badaniami zbioréw silnie miary zero (kazdy zbior silnie miary zero jest mikroskopijny,
natomiast przyklad pokazujacy, ze przeciwna inkluzja nie zachodzi, mozna znalezé¢ w [E40]).

Do moich gltéwnych wynikéw dotyczacych tej tematyki naleza:

e [013, Theorem 3.2]: Addytywnosé . #s jest rowna wi (w ZFC), tzn. istnieje rodzina zbiorow
mikroskopijnych mocy wq, ktoérej suma nie jest zbiorem mikroskopijnym — jest to zaskakujaca
odpowiedz (wczesniej sadzono, ze, podobnie jak jest to w przypadku o-ideatu zbioréw silnie
miary zero, addytywnosé Meirs powinna by¢ réwna ¢ przy zalozeniu aksjomatu Martina)
na pytanie postawione przez G. Horbaczewska podczas jej referatu na konferencji XXIV
Summer Conference on Real Functions Theory (Stara Lesna, 2010).

e [O13, Proposition 4.5]: Pewna modyfikacja Meire (otrzymana przez zastapienie 1h(7,,) < e
w definicji . A przez 1h(I,) < e™"+2)) ma addytywnosé ¢ przy zalozeniu aksjomatu
Martina.

e [O14, Theorem 3.6]: Rodzina zbioréw nanoskopijnych (powstata przez zamiane w definicji
Mere warunku 1h(I,) < & na warunek 1h(I,) < €2") nie jest ideatem (dokladniej: ist-
nieja dwa zbiory borelowskie nanoskopijne, ktorych suma nie jest nanoskopijna) — jest to
odpowiedz na pytanie postawione przez G. Horbaczewska w [E51].

Badania zbioréw mikroskopijnych i ich uogdlnient sa kontynuowane w osrodku t6dzkim (zob.
[E52], [E62], [E63], [ET8] i [ETI]).

4.2.5 Badania zbioré6w Haar-malych

Jesli F C P(2¥) jest rodzing zbiorow zamkniety na branie podzbiorow jej elementow, to mowimy,
ze podzbior A abelowej grupy polskiej X jest Haar-F, jesli istniejg zbior borelowski B O A oraz
funkcja ciggla f: 2% — X, takie ze f~1[B + 2] € F dla wszystkich = € X.

W pracy [E8] zostalo pokazane, ze jesli F jest o-idealem zbioréw miary Lebesgue’a zero
na 2“ (zbioréw pierwszej kategorii na 2¢), to pojecie Haar-F pokrywa sie z dobrze znanym
pojeciem zbioré6w Haar-null (Haar-meager), wprowadzonym w pracach [E25] i [E58] (pracy [E30],
odpowiednio). Ponadto, jak tatwo zauwazy¢, jesli F C F', to kazdy zbior Haar-F jest rowniez
Haar-F".

W swoich pracach badatem zbiory Haar-F dla nastepujacych rodzin F: [2¢]<@1 [2#]<w, [2¥]="
dla n € w (pojecia blisko zwiazane ze zbiorami Haar-F dla powyzszych rodzin byly wczedniej
badane réowniez przez U. B. Darjiego i T. Keletiego w [E31]|, M. Elekesa i J. Stepransa w [E36],
M. Balcerzaka w [E4], P. Zakrzewskiego w [E93] oraz T. Banakha, N. Lyaskovska i D. Repovsa
w [E10]). Do moich gléwnych wynikow dotyczacych tej tematyki naleza:

e [O15, Proposition 3.1]: Wszystkie przeliczalne podzbiory abelowej grupy polskiej sa Haar-
2],

e [015, Theorem 4.1]: Klasyczny trojkowy zbiér Cantora na prostej jest Haar-[2¢]<2] ale nie
jest Haar-[2¢]<1.

e [016, Theorem 2.2]: Zbior SD[0,1] funkcji rzeczywistych okreslonych na [0,1], ktore sa
rozniczkowalne w przynajmniej jednym punkeie, nie jest zbiorem Haar-[2¥]<“! w przestrzeni
C[0,1] — wynik ten jest w pewnym sensie w kontrze do szeregu wynikow mowiacych, ze
8DI0, 1] jest zbiorem maltym w przestrzeni C|0, 1] (np. w klasycznej juz pracy [E7] S. Banach
udowodnil, ze SDI0, 1] jest pierwszej kategorii w C|0, 1], natomiast w [E57] B. Hunt pokazal,
ze 8D[0,1] jest Haar-null w C10, 1]).

e [O15, Theorem 6.1]: Rodzina zbior6w Haar-[2¥]<“ na prostej nie jest idealem (dokladniej:
istnieja dwa zwarte Haar-[2¥]<“ podzbiory R, ktérych suma nie jest Haar-[2¥]<%) — jest to
odpowiedz na pytanie postawione przez T. Banakha, S. Glaba, E. Jabloniska i J. Swaczy-
ne w pierwszych wersjach [E8] (dostepnych na ArXiv!?) i przez J. Swaczyne podczas jego

12Praca [E8] przeszta bardzo diugi proces redakcyjny, w trakcie ktérego zaszty w niej liczne zmiany. Ja swoj
wynik uzyskalem na poczatkowym etapie tego procesu i zdazytem go opublikowaé¢ przed ukazaniem si¢ ostatecznej
wersji [E8]. Poniewaz autorzy wiedzieli o mojej odpowiedzi na ich pytanie, zdecydowali sie w opublikowanej wersji
artykulu nie umieszczaé¢ tego pytania, a zamiast tego zacytowa¢ modj wynik.
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referatu na konferencji XLI Summer Symposium in Real Analysis (Wooster, 2017), nato-
miast drobna modyfikacja tego wyniku (zob. [O15, Corollary 6.2]) odpowiada na pytanie
postawione w pierwszej wersji [E9]| (dostepnej na ArXiv!?) i przez T. Banakha podczas jego
referatu na konferencji Frontiers of Selection Principles (Warszawa, 2017).

Ponadto, rozréznitem rodziny Haar-[2¢]<¢!, Haar-[2*]<“ oraz Haar-[2*]<", dla n € w, w kazdej

przestrzeni postaci R x X, gdzie X jest abelows grupa polska ([O15, Proposition 2.5, Theorem 5.1,
Corollary 6.3 oraz Theorem 7.1]).

4.2.6 Badania atraktoréw iterowanych uktadéw funkcyjnych
Przypomnijmy, ze funkcje f : X — X, gdzie (X, d) jest zwarta przestrzenia metryczna, nazywamy:

e kontrakcja, gdy istnieje stata ¢ € [0,1), taka ze d(f(x), f(y)) < ¢-d(z,y) dla wszystkich
ry e X, #y;

e staba kontrakcja, gdy d(f(z), f(y)) < d(x,y) dla wszystkich z,y € X, © # y.

Zbior zwarty A C X jest atraktorem iterowanego ukladu funkecyjnego (A € A(X)), gdy istnieja
n € w oraz kontrakcje fo,..., fn : X — X, takie ze A =J,,, fi[A].1* Jesli w powyzszej definicji
kontrakcje zastapimy stabymi kontrakcjami, to otrzymamy atraktor stabego iterowanego uktadu
funkcyjnego!® — woéwczas napiszemy: A € A, (X). Oczywiscie, A(X) C A, (X) w kazdej zwartej
przestrzeni metrycznej X.

W swoich pracach zajatem sie badaniem wlasnosci A(X) i A, (X) jako podzbioréw przestrzeni
K(X) wszystkich zwartych niepustych podzbioréw X z metryka Hausdorffa. Punktem wyjscia byt
wynik méwiacy, ze A([0, 1]%) jest zbiorem klasy 29 i pierwszej kategorii dla wszystkich d € w \ {0}
(zob. [E27], [E28] i [E87]). Ponizsze moje wyniki dotyczace tej tematyki sa prawdziwe dla wszyst-
kich d € w\ {0}:

e [O17, Theorem 3.1 i Theorem 3.5]: A,,([0,1]) jest zbiorem analitycznym, ale nie jest klasy
9.

[018, Theorem 4.1]: A, ([0, 1]¢) jest zbiorem pierwszej kategorii — jest to wzmocnienie faktu,
ze A([0,1]?) jest pierwszej kategorii; wynik ten zostal réwniez uzyskany niezaleznie przez
E. D’Aniello i T. H. Steele’a w [E29, Theorem 4.1], a nastepnie uogélniony na wszystkie
doskonate przestrzenie polskie przez K. Lesniaka, N. Snigireva i F. Strobina w [E72, Theorem
4.2].

[018, Theorem 3.1]: A([0, 1]¢) jest zbiorem o-porowatym!6 — jest to inne wzmocnienie faktu,
ze A([0,1]%) jest pierwszej kategorii.

[019, Theorem 4.1]: A([0, 1]) nie jest zbiorem o-silnie porowatym.'”

[020, Theorem 3.4]: Istnieje zbior A € K([0,1]) \ A, ([0,1]%), ktéry jest granica pewnego
ciggu atraktoréw iterowanych uktadéw funkcyjnych ztozonych z tylko dwoch kontrakeji.

13 Autorzy [E9] wiedzieli o mojej odpowiedzi na ich pytanie przed ukazaniem sig¢ ostatecznej wersji ich artykutu,
wiec w ostatecznej wersji [E9] zamast pytania jest zacytowany mdéj wynik.

14Kazdy iterowany uktad funkcyjny, tj. ciag kontrakcji fo,..., fn : X — X, posiada atraktor, ktory jest wy-
znaczony jednoznacznie (na mocy twierdzenia Banacha o kontrakcji zastosowanego do przestrzeni K(X) wszyst-
kich zwartych niepustych podzbioréw X oraz tzw. operatora Hutchinsona F : K(X) — K(X) danego wzorem
F(A) = U<y fil AD-

15W tym przypadku réwniez kazdy ciag stabych kontrakcji posiada atraktor wyznaczony jednoznacznie - zob.
[E35].

16Definicja o-porowatosci pochodzi od E. P. Dolzenki ([E34]). Kazdy zbiér o-porowaty jest pierwszej kategorii,
ale implikacja przeciwna nie zachodzi. Od czasu pojawienia si¢ tej definicji ukazato sie wiele prac, ktérych celem
bylo uzycie o-porowatosci do wzmocnienia klasycznych wynikéw moéwiacych, ze jakis zbior jest pierwszej kategorii
(np. wspomniany w rozdziale 4.2.5 klasyczny wynik S. Banacha z [E7] moéwiacy, ze zbior SDI[0, 1] jest pierwszej
kategorii w C[0, 1] zostal wzmocniony przez V. Anisiu w [E1] oraz przez P. M. Gandiniego i A. Zucco w [E49]:
SD[0, 1] jest réowniez o-porowaty w C[0, 1]).

1"Definicje o-silnej porowatogci mozna znalezé w [019] lub [E74]. Wiecej o poréwnaniu réznych rodzajéw po-
rowatosci w abstrakcyjnych przestrzeniach znajduje sie¢ w pracy [E92].
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5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia nauko-
wa albo artystyczna realizowana w wiecej niz jednej uczel-
ni, instytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczegdl-
nosci zagranicznej

Od stycznia 2015 roku jestem zatrudniony w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Gdarskiego
(UG), natomiast studia doktoranckie odbytem w Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii
Nauk (IMPAN). Ponadto, podczas studiéw doktoranckich odbylem dwa staze naukowe na Wy-
dziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (UW):

1. Staz w ramach Srodowiskowych Studiow Doktoranckich z Nauk Matematycznych: 1 semestr
akademicki (luty — maj 2012 r.).

2. Staz dla doktorantéw przyznany przez Warszawskie Centrum Nauk Matematycznych w ra-
mach konkursu: 1 semestr akademicki (pazdziernik 2013 r. — styczerni 2014 r.).

W okresie, w ktorym bylem zwigzany z IMPAN, uzyskalem wyniki zawarte w czterech arty-
kutach naukowych: [O1] wspolnym z prof. I. Rectawem z UG, [O2] wspolnym z dr. M. Sabokiem
(ktory pozniej zostal promotorem pomocniczym mojego doktoratu) z IMPAN, [O3] napisanym
samodzielnie i [O4] wspolnym z prof. P. Zakrzewskim (ktory byl glownym promotorem mojego
doktoratu) z UW. W artykutach [O1] i [O2] mam afiliacje IMPAN, a w [O3] i [O4] mam afiliacje
UG, gdyz prace nad nimi koriczytem w okresie, gdy bylem juz zatrudniony na UG.

Wszystkie moje wyniki uzyskane przed doktoratem dotyczyty kombinatorycznych i deskryp-
tywnych wtasnosci idealéw na zbiorach przeliczalnych, a wiec zagadnieri blisko zwiazanych z tema-
tem serii habilitacyjnej. Dla przykladu, w artykule [O2] (ktorego gtowne wyniki powstaly podczas
plerwszego z powyzszych stazy) uzywaliSmy pewnej gry idealowej podobnej do tych wykorzysty-
wanych w serii habilitacyjnej. Z kolei w pracy [O3] (ktorej gltéwne wyniki powstaly podczas
drugiego z powyzszych stazy — stosowna informacja znajduje sie na tytulowej stronie artykutu)
uzyskalem swoje pierwsze wyniki dotyczace porzadku Katétova — scharakteryzowatem przy jego
pomocy tzw. idealy stabo ramseyowskie (szerzej jest to opisane w rozdziale 4.2.1). Seria habili-
tacyjna jest daleko idacym rozwinieciem tej metody badania idealéw na zbiorach przeliczalnych.
Doswiadczenie i wiedza zdobyte w tym okresie w znacznym stopniu przyczynity sie do powstania
serii habilitacyjnej.

Podczas studiow doktoranckich otrzymalem grant z Narodowego Centrum Nauki (przyznany
w konkursie Preludium). Grant ten realizowalem w IMPAN w okresie od 19 sierpnia 2013 r. do
18 lutego 2016 r. (a wiec réwniez po doktoracie, bedac zatrudnionym na UG). W ramach grantu
powstaly 4 publikacje: [02], [O3] i [O4] napisane przed doktoratem oraz [O9] napisana juz po
doktoracie wspolnie z M. Staniszewskim z UG (praca [09] weszla w sktad jego doktoratu, ktorego
bytem promotorem pomocniczym) — stosowne informacje znajduja sie na tytulowych stronach
tych artykulow. W ostatniej z tych prac uzytem gry idealowej G'(Z) opisanej w rozdziatach 4.1.4
i4.1.6.

6 Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, organizacyj-
nych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

6.1 Osiagniecia dydaktyczne
Prowadzone kursy akademickie po uzyskaniu stopnia doktora:

1. Kurs Pracownia analizy danych na kierunku Modelowanie matematyczne i analiza danych
(IT rok studiow I stopnia), Uniwersytet Gdanski, wyktad (30 godz.) w latach akademic-
kich 2017,/2018-2022/2023 oraz ¢wiczenia laboratoryjne (30 godz.) w latach akademickich
2017/2018-2020/2021.

2. Kurs Wnioskowanie statystyczne I na kierunku Modelowanie matematyczne i analiza danych
(IT rok studiow I stopnia), Uniwersytet Gdariski, wyktad (30 godz.) w roku akademickim
2022/2023.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Kurs Analiza matematyczna I na kierunku Modelowanie matematyczne i analiza danych
(I rok studiow I stopnia), Uniwersytet Gdanski, ¢wiczenia (60 godz.) w latach akademickich
2020,/2021-2022/2023.

Kurs Analiza matematyczna II na kierunku Modelowanie matematyczne i analiza danych
(I rok studiow I stopnia), Uniwersytet Gdariski, ¢wiczenia (60 godz.) w latach akademickich
2020/2021-2021/2022.

Kurs Analiza matematyczna III na kierunku Modelowanie matematyczne i analiza danych
(IT rok studiow I stopnia), Uniwersytet Gdanski, éwiczenia (60 godz.) w latach akademickich
2021/2022-2022/2023.

Kurs Statystyka opisowa na kierunku Modelowanie matematyczne i analiza danych (I rok
studiow I stopnia), Uniwersytet Gdariski, ¢wiczenia laboratoryjne (30 godz.) w latach aka-
demickich 2018/2019, 2019,/2020 i 2021/2022.

Kurs Analiza danych na kierunku Matematyka (111 rok studiéw I stopnia), Uniwersytet
Gdanski, wyktad (30 godz.) w latach akademickich 2015/2016-2020/2021 oraz ¢wiczenia
laboratoryjne (30 godz.) w latach akademickich 2015,/2016-2020/2021.

Kurs Matematyka na kierunku Chemia (I rok studiéw I stopnia), Uniwersytet Gdanski,
¢wiczenia (60 godz.) w roku akademickim 2020/2021.

Kurs Oprogramowanie matematyczne na kierunku Matematyka (I rok studiéw I stopnia),
Uniwersytet Gdanski, ¢wiczenia laboratoryjne (30 godz.) w latach akademickich 2015/2016—
2019,/2020.

Kurs Rachunek prawdopodobieristwa na kierunku Informatyka (II rok studiow I stopnia),
Uniwersytet Gdanski, ¢wiczenia (60 godz.) w roku akademickim 2018,/2019.

Kurs Matematyka I na kierunku Biotechnologia (I rok studiéw I stopnia), Uniwersytet
Gdariski, ¢wiczenia (45 godz.) w roku akademickim 2017,/2018.

Kurs Wstep do matematyki na kierunku Matematyka (I rok studiow I stopnia), Uniwersytet
Gdariski, ¢wiczenia (30 godz.) w roku akademickim 2016,/2017.

Kurs Analiza matematyczna II na kierunku Matematyka (I rok studiow I stopnia), Uniwer-
sytet Gdanski, éwiczenia (60 godz.) w roku akademickim 2014,/2015.

Kurs Analiza matematyczna I na kierunku Fizyka (I rok studiow I stopnia), Uniwersytet
Gdaniski, éwiczenia (60 godz.) w roku akademickim 2014,/2015.

Kurs Analiza matematyczna II na kierunku Fizyka (I rok studiow I stopnia), Uniwersytet
Gdarniski, éwiczenia (60 godz.) w roku akademickim 2014/2015.

Kurs Podstawy programowania na kierunku Matematyka (I rok studiow I stopnia), Uniwer-
sytet Gdanski, ¢wiczenia (30 godz.) w roku akademickim 2014,/2015.

Prowadzone kursy akademickie przed uzyskaniem stopnia doktora:

1.

Kurs Algebra liniowa na kierunku Ekonomia (I rok studiow I stopnia), Uniwersytet War-
szawski (w ramach stazu Warszawskiego Centrum Nauk Matematycznych), ¢wiczenia
(60 godz.) w roku akademickim 2013/2014.

Kurs Procesy stochastyczne na kierunku Matematyka (III rok studioéw I stopnia), Uniwer-
sytet Gdanski, éwiczenia (30 godz.) w roku akademickim 2011,/2012.

Kurs Matematyka na kierunku Finanse i rachunkowo$é (I rok studiow I stopnia), Uniwer-
sytet Gdanski, ¢wiczenia (25 godz.) w roku akademickim 2010/2011.
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Pelnienie funkcji promotora pomocniczego w zakoriczonych przewodach doktorskich:

1. Imie i nazwisko doktoranta: Jacek Tryba
Instytucja: Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski
Tytut rozprawy doktorskiej: Analityczne wlasnosci ideatow
Promotor gtowny: prof. UG, dr hab. Rafal Filipow
Data nadania stopnia: czerwiec 2018 r.

2. Imie i nazwisko doktoranta: Marcin Staniszewski
Instytucja: Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski
Tytut rozprawy doktorskiej: E-zbieznosé idealowa ciagéow funkeyjnych
Promotor gtéwny: dr hab. Rafal Filipow
Data nadania stopnia: listopad 2016 r.

Pelnienie funkcji promotora pomocniczego w otwartych przewodach doktorskich:

1. Imie i nazwisko doktoranta: Krzysztof Kowitz
Instytucja: Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdaniski
Tytut rozprawy doktorskiej: Wykorzystanie porzadku Katétova w badaniach przestrzeni to-
pologicznych i ultrafiltrow
Promotor gtéwny: prof. UG, dr hab. Rafal Filipow
Przewidywany rok nadania stopnia: 2023 r.

Wypromowane prace magisterskie:

1. Imie i nazwisko magistranta: Wojciech Wotoszyn
Instytucja: Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski
Rok nadania tytutu: 2020 r.

2. Imie i nazwisko magistranta: Agnieszka Brzostek
Instytucja: Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki, Uniwersytet Gdanski
Rok nadania tytutu: 2019 r.

6.2 Osiaggniecia popularyzujace nauke
o Wyklad ,Matematyka jest potrzebna” dla Szkoty Podstawowej nr 9 w Rumi, 2016 r.

e Pomoc w organizacji imprezy ,,Wielki Finat I edycji Pomorskich Meczéw Matematycznych”
— prowadzenie jednego z meczéw, kwiecieri 2016 r.

e Pomoc w organizacji imprezy ,Matematyka jako wazny skladnik kultury i cywilizacji —
Matematyczne Mikotajki” na Uniwersytecie Gdanskim, grudzien 2016 r.

6.3 Osiagniecia organizacyjne

Organizacja konferencji naukowych:

1. Nazwa konferencji: Gdansk Logic Conference
Daty: 5-7 maja 2023 r.
Instytucja, miejsce: Uniwersytet Gdanski, Gdansk, Polska
Rola: cztonek komitetu organizacyjnego

2. Nazwa konferencji: Workshop on Set Theory and its Applications to Topology and Real
Analysis, in memory of Irek Rectaw
Daty: 4-6 lipca 2013 r.
Instytucja, miejsce: Uniwersytet Gdanski, Gdaiisk, Polska
Rola: cztonek komitetu organizacyjnego
Pozostala dzialalnosé organizacyjna:

e W roku 2022 bytem przewodniczacym, a w roku 2021 — sekretarzem, komisji rekrutacyjnej
na kierunki Matematyka oraz Modelowanie matematyczne ¢ analiza danych na Uniwersytecie

Gdanskim.

e W latach 2017-2019 bylem czlonkiem Rady Wydzialu Matematyki, Fizyki i Informatyki
oraz Rady Instytutu Matematyki na Uniwersytecie Gdanskim.
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7 Oprécz kwestii wymienionych w pkt. 1-6, wnioskodawca
moze podaé¢ inne informacje, wazne z jego punktu widze-
nia, dotyczace jego kariery zawodowej

7.1 Dane naukometryczne (na dzieri 8 maja 2023 r.)
Liczba cytowan:

o Web of Science: 95 cytowan lacznie (46 bez autocytowail);
53 cytujacych artykulow (34 bez autocytowan)

e MathSciNet: 86 cytowan tacznie (przez 48 autorow)

e Google Scholar: 151 cytowan acznie (119 od 2018 roku)
Indeks Hirscha:

e Web of Science: 6

e Google Scholar: 7 (7 od 2018 roku)
Sumaryczna liczba punktéw przyznanych przez MEiN:

e od 2020 r. (tzn. od zmiany na skale do 200 pkt.):
1610 (16 artykulow naukowych)

e do 2019 r. (tzn. do zmiany ze skali do 50 pkt. na skale do 200 pkt.):
280 (11 artykulow naukowych), w tym 110 przed nadaniem stopnia naukowego doktora
(4 artykuty naukowe) oraz 170 po nadaniu stopnia naukowego doktora (7 artykutow)

Sumaryczny Impact Factor: 34,303 (27 artykulow naukowych)

7.2 Nagrody i granty

e Zespolowa Nagroda II stopnia JM Rektora Uniwersytetu Gdariskiego za osiagniecia naukowe
udokumentowane publikacjami w roku 2021.

e Grant badawczy dla doktorantow przyznany przez Narodowe Centrum Nauki w ramach
konkursu Preludium.
Tytut projektu: Kombinatoryczne i deskryptywne wtasnosci ideatéw na zbiorach przeliczal-
nych
Kuwota: 62 400 PLN
Daty rozpoczecia/zakoriczenia: 19 sierpnia 2013 r. — 18 lutego 2016 r.
Rola: aplikant, kierownik grantu

e Granty badawcze dla mtodych naukowcow przyznane przez Uniwersytet Gdanski:

1. Tytut projektu: Uogblnienia pojecia gestosci podzbioréw zbioru liczb naturalnych
Kwota: 8 000 PLN
Rok: 2017
Rola: aplikant, kierownik grantu

2. Tytut projektu: Zastosowania zbieznosci idealowych
Kuwota: 6 000 PLN
Rok: 2016
Rola: aplikant, kierownik grantu

3. Tytut projektu: Rozne rodzaje zbieznosci ideatowych
Kuwota: 4 000 PLN
Rok: 2015
Rola: aplikant, kierownik grantu

20



7.3 Odczyty na konferencjach i seminariach
Podczas swojej kariery wygtosilem:
e 2 odczyty na zaproszenie na konferencjach miedzynarodowych:

— Set Theory Workshop in Vienna, zaplanowany na 12.06.2023, Wieden, Austria,
— Frontiers of Selection Principles, 20.08-1.09.2017, Warszawa, Polska,

e 10 odczytow na konferencjach miedzynarodowych:

— European Set Theory Conference, 29.08-2.09.2022, Turyn, Wtochy,

— Set-theoretic methods in topology and real functions theory, 9.09-13.09.2019, Koszyce,
Stowacja,

— Winter School in Abstract Analysis, Section: Set Theory and Topology, 27.01-3.02.2018,
Hejnice, Czechy,

— Winter School in Abstract Analysis, Section: Set Theory and Topology, 28.01-4.02.2017,
Hejnice, Czechy,

— SETTOP 2016, 20.06—23.06.2016, Nowy Sad, Serbia,
— European Set Theory Conference, 24.08-28.08.2015, Cambridge, Wielka Brytania,

— Winter School in Abstract Analysis, Section: Set Theory and Topology, 25.01-1.02.2014,
Hejnice, Czechy,

— Workshop on Set Theory and its Applications to Topology and Real Analysis, in me-
mory of Irek Reclaw, 4.07-6.07.2013, Gdansk, Polska,

— Winter School in Abstract Analysis, Section: Set Theory and Topology, 25.01-1.02.2013,
Hejnice, Czechy,

— Trends in set theory, 8.07-11.07.2012, Warszawa, Polska,

e 3 odczyty na krajowych konferencjach: Warsztaty z Analizy Rzeczywistej organizowane
przez Politechnike L.6dzka w Konopnicy (w latach 2015, 2016 i 2018),

e 1 odezyt na zaproszenie na uczelni zagranicznej: seminarium Kogice set theory & topology
seminar na Uniwersytecie Pavla Jozefa Safarika w Koszycach na Stowacji (w roku 2021),

e 8 odczytow na zaproszenie na polskich uczelniach:

— 4 na Seminarium z teorii mnogosci na Uniwersytecie Warszawskim (w latach 2015,
2016, 2020 i 2023),

— 3 na Seminarium z analizy rzeczywistej na Politechnice Lodzkiej (w latach 2013, 2016
i2021),

— 1 na Seminarium z teorii mnogosci na Uniwersytecie Wroclawskim (w roku 2021).

Zaprezentowalem tez jeden poster na konferencji miedzynarodowej (New directions in the higher
infinite, 10-14.07.2017, Edynburg, Wielka Brytania).
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