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OSWIADCZENIE

Ja, nizej podpisany o$wiadczam, ze przediozona praca dyplomowa zostata wykonana przeze
mnie samodzielnie, nie narusza praw autorskich, intereséw prawnych i materialnych innych oséb.

OSWIADCZENIE

Wyrazam zgode na udostgpnienie osobom zainteresowanym mojej pracy dyplomowej dla celow
naukowo-badawczych. Zgoda na udostepnienie pracy dyplomowej nie oznacza wyrazenia zgody
na kopiowanie pracy dyplomowej w catosci lub w czesci.






STRESZCZENIE

W rozprawie doktorskiej zajeliSmy sie trzynastoma wybranymi ideatami i zbadali§my ich
podstawowe wiasnosci. UzyskaliSmy réwniez ogolne twierdzenia charakteryzujgce wszystkie ide-
aty o pewnych wiasnosciach. Szczegélnie zainteresowaty nas wtasnosci zwigzane ze zbieznoscig
ideatowa i strukturg porzadkowg ideatéw. Motywem przewodnim tej pracy jest porzadek Katétova
nazwany na cze$¢ czeskiego matematyka Miroslava Katétova, ktéry wykorzystaliSmy w badaniu
przestrzeni topologicznych i ultrafiltréw. Inspiracjg naszych badan byty prace Brendlego, FlaSkovej
i Kojmana.

Dla kilku ideatéw zwigzanych z twierdzeniami kombinatorycznymi (np. Hindmana, van der
Waerdena, Browna, Folkmana) rozwazylismy zbieznos¢ ideatowg, badajgc wtasnosci BW, hBW,
FinBW, hFinBW wprowadzone w pracy [21] przez Filipowa, Mrozka, Rectawa i Szuce. Nastepnie
zbadalismy czy przedstawione przez nas ideaty sg jednorodne. Pojecie jednorodnosci ideatéw
wprowadzili Kwela z Tryba i podali charakteryzacje ideatéw jednorodnych w artykule [54]. Wy-
korzystaliSmy te charakteryzacje, by pokazaé, ze niektére przedstawione przez nas idealy sg
jednorodne. Na koniec drugiego rozdziatu zaprezentowaliSmy wykres przedstawiajgcy zawierania
miedzy danymi ideatami (jedyna niewiadoma pozostaje hipoteza Erdésa-Turana).

W rozdziale trzecim zainteresowaty nas znane dotad rodzaje ultrafiltréw takie jak: selek-
tywne ultrafiltry, P-punkty, czy Q-punkty. Zajmowali sie nimi miedzy innymi tacy znani matematycy
jak: Baumgartner, Brendle, Hru§ak. Wprowadzili§my nowy porzadek i dwa wspétczynniki kardy-
nalne, ktére postuzyly do napisania najwazniejszego twierdzenia w tym rozdziale dajacego cha-
rakteryzacje za pomocg porzadku Katétova na istnienie Z-ultrafiltru, ktéry nie jest 7-ultrafiltrem.
Rozréznilismy takze niektore rodzaje Z-ultrafiltrow. Na przyktad, pokazaliSmy, ze niesprzecznie
istnieje Dy;,-ultrafiltr, ktory nie jest Q-punktem [53]. Na koricu rozdziatu wykorzystaliSmy uzyska-
ne wyniki do pokazania, ze niektére idealy nie sg jednorodne.

Rozdziat czwarty dotyczy przestrzeni topologicznych takich jak: réznicowo zwarte, Hind-
mana, van der Waerdena, Folkmana. W pracach [50, 49, 51, 24, 63, 27, 46] tymi przestrzeniami
zajmowali sie nastepujacy matematycy: Filipéw, Flaskova, Jones, Kojman, Shelah, Shi. Wzmocni-
lismy wyniki Shi dotyczace przestrzeni réznicowo zwartych, zamieniajac zatozenie hipotezy con-
tinuum na aksjomat Martina. Zbadali§my w jaki spos6b za pomoca porzadku Katétova mozemy
rozr6zni¢ dane dwie klasy przestrzeni albo w jaki spos6b pokaza¢ zawieranie miedzy nimi. Ja-
ko zastosowanie og6lnych wynikéw pokazali§my, ze przy zatozeniu hipotezy continuum istnieje
przestrzen Hindmana, ktéra nie jest Z, -przestrzenia.

W ostatnim rozdziale wzieliér'ﬁy pod uwage ideaty z rozdziatu pierwszego i ich relacje
w porzadkach (dodali§my porzadki: Rudin-Keislera i Rudin-Blassa). SprawdziliSmy te relacje, kté-
rych nie dafto sie osiggna¢ przez poprzednie rozwazania i ktére nie byly dotad znane. Prace pod-
sumowuije tabela, w ktdrej zebraliSmy znane dotad wyniki i uzyskane w tej rozprawie. Przedstawi-
lismy tam, jak majg sie do siebie rozwazane przez nas ideaty w danych porzadkach.



ABSTRACT

In the dissertation, we dealt with thirteen selected ideals and investigated their basic pro-
perties. We also obtained general theorems characterizing all ideals with certain properties. We
were particularly interested in properties related to ideal convergence and the order structure of
ideals. The main theme of this dissertation is the Katétov order named after the Czech mathe-
matician Miroslav Katétov, which we used in the study of topological spaces and ultrafilters. Our
research was inspired by the work of Brendle, Fladkova and Kojman.

For several ideals related to combinatorial theorems (e.g., Hindman, van der Waerden,
Brown, Folkman), we considered ideal convergence by investigating the properties BW, hBW,
FinBW, hFinBW introduced in the paper [21] by Filipéw, Mrozek, Rectaw and Szuca. We then
examined whether the ideals we presented are homogeneous. The concept of homogeneity of
ideals was introduced by Kwela and Tryba and they gave a characterization of homogeneous ide-
als in the paper [54]. We used this characterization to show that some of the ideals we presented
are homogeneous. At the end of the second chapter, we presented a graph showing the inclusions
between the ideals in question (the only unknown remains the Erdés-Turan hypothesis).

In the third chapter, we were interested in the types of ultrafilters known so far, such as
selective ultrafilters, P-points, or Q-points. They were dealt with by such well-known mathemati-
cians as Baumgartner, Brendle, Hru$ak, among others. We have introduced a new order and two
cardinal coefficients, which were used to write the most important theorem in this chapter giving
a characterization by means of the Katétov order for the existence of an Z-ultrafilter which is not
a J-ultrafilter. We have also distinguished between some types of Z-ultrafilters. For example, we
have shown that consistently there is a Dy;,-ultrafilter, which is not a Q-point [53]. At the end of
the chapter, we use the obtained results to show that some ideals are not homogeneous.

The fourth chapter deals with topological spaces such as differentially compact, Hindman,
van der Waerden, Folkman. In the works [50, 49, 51, 24, 63, 27, 46] these spaces were dealt with
by the following mathematicians: Filipéw, Flaskova, Jones, Kojman, Shelah, Shi. We strengthened
Shi’s results on differentially compact spaces by replacing the assumption of the continuum hypo-
thesis by Martin’s axiom. We have investigated how, using the Katétov order, we can distinguish
given two classes of spaces or how to show inclusion between them. As an application of the
general results, we showed that, under the assumption of the continuum hypothesis, there exists
a Hindman space which is not an Z; -space.

In the last chapter, we consiaered the ideals from chapter one and their relations in orders
(we added the Rudin-Keisler and Rudin-Blass orders). We checked those relations that could
not be achieved by the previous considerations and that were not known before. The work is
summarized in a table in which we have gathered the results known so far and obtained in this
dissertation. There we presented how the ideals we considered relate to each other in the given
orders.
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1. WPROWADZENIE

W tym rozdziale podajemy kilka poje¢ i oznaczen, ktére wielokrotnie beda sie przewijac¢
w dalszej czesci pracy.

Przez w rozumiemy zbidr wszystkich liczb naturalnych tacznie z zerem. Dla zbioru A
symbolem [A]* ([A]<*) oznaczamy rodzine wszystkich podzbioréw A mocy x (mniejszej niz
), gdzie x jest liczbg kardynalng, a przez A% (A<%) - rodzine wszystkich ciagéw nieskonczo-
nych (skonczonych) o wyrazach ze zbioru A. Jeéli s € w<% (czyli istnieje k € w takie, ze
s = (s(0),...,s(k)) jest skonczonym ciagiem liczb naturalnych), to przez |s| oznaczamy jego
diugosc¢ (w tym przypadku k + 1). Zaktadamy, ze @ jest ciagiem dtugosci 0. Konkatenacja ciagéw
s, t € w<¥ jestciags™t = (s(0),...,s(|s| —1),t(0),...,t(|t| — 1)), gdzie s = (s(0),...,s(|]s|] — 1))
oraz t = (£(0),...,t(|t| = 1)). W przypadku, gdy t = (i) jest ciagiem dtugosci jeden, to zamiast
st bedziemy pisali s 1.

Definicja 1.1. /deafem na nieskonczonym zbiorze X jest rodzina Z C P(X), ktéra spetnia naste-
pujace warunki:
1. ABel = AUBeZ,

2. (ACBABeI)=— A€,
3. 7 zawiera wszystkie skonczone podzbiory X,
4. X ¢ T.

Bedziemy zakiadac, ze zbiér X, na ktérym okreslamy ideat, jest przeliczalny.

Filtrem dualnym do ideatu Z C P(X) nazywamy rodzing Z* = {A C X : X\ A € T},
podczas gdy koideatem T okre$lamy rodzine Z+ = {A C X : A ¢ Z}. Ideat jest maksymalny,
kiedy ZUZ* = P(X). Dla ideatbw maksymalnych otrzymujemy Z+ = Z*.

Przez obcigcie ideatu 7 do zbioru A C X rozumiemy rodzing Z;4 = {BNA : B € T}.
Zauwazmy, ze I, jest ideatem wtedy i tylko wtedy, gdy A ¢ 7.

Rodzina 7 generuje ideat Z, jezeli

n
I:{Agx: 3 AgUTl}.

To, T1,-.., Tu€T i—0

Ideat 7 jest gesty, gdy w kazdym nieskonczonym podzbiorze X mozemy znalez¢ nieskon-
czony podzbiér, ktéry nalezy do ideatu.

ldealy Z C P(X) i J C P(Y) saizomorficzne (Z = J), jezeli istnieje bijekcja f : X — Y
taka, ze dla kazdego A C X zachodzi

Ael = fl[Al e J.

Mowimy, ze 7 jest ponizej J w porzadku Katéetova (Z <k J), gdy istnieje funkcja f : Y — X taka,
ze dla kazdego zbioru A C X otrzymujemy: A € T = f~1[A] € J.

Ideat Z na X jest jednorodny, gdy 7,4 = Z dla kazdego A € Z*. Z jednorodnoscig
zwigzane jest nastepujgce pojecie rodziny jednorodnosci ideatu: H(Z) = {A C X : Zj4 = 1}.
Jesli ideat jest jednorodny, wtedy H(Z) = Z*. Ideaty jednorodne byty zdefiniowane i badane w
[54].

Ideat Z na zbiorze X jest:



1. P-ideatem (stabym P-ideatem), jezeli dla kazdej przeliczalnej rodziny A C 7 istnieje B € Z*
(B € T7)taki, ze AN B jest skonczony dla kazdego A € A.

2. Pt -ideatem (selektywnym ideatem), jezeli dla kazdego malejacego ciagu {A, : n € w} C
I+ istnieje A € TT, A C Ap taki, ze |[AN (A \ Ays1)| < w (JAN (A \ Apyr)] < 1) dla
kazdego n € w.

3. P -ideatem, jezeli dla kazdego malejacego ciagu {A, : n € w} C I+ takiego, ze dla
kazdego n € w mamy A, \ A1 € Z istnieje A € T taki, ze |A\ A,| < w dla kazdego
new.

Ideat na w jest nazywany F, (X9, borelowskim, analitycznym, itd.), jezeli jest F, (Z2, bo-
relowskim, analitycznym, itd.) podzbiorem P(w) z topologig indukowana z przestrzeni Cantora
{0,1}* przez utozsamienie podzbioréw w z ich funkcjami charakterystycznymi.

Definicja 1.2. Odwzorowanie ¢ : P(w) — [0, +c0] jest podmiarg na w, jezeli dla kazdych zbioréw
A,B C w mamy:

1. (@) =0,

2. ACB= ¢(A) < ¢(B),

3. (AUB) < 9(A) + ¢(B).
Podmiara jest pdfciagta z dotu (w skrécie Isc), gdy:

vV ¢(A)=lim ¢ (AN{0,1,...,n—1}).

ACw n—o0

Dla kazdej dolnie potciggtej podmiary ¢, definiujemy nastepujace rodziny:
Fin(¢) = {A Cw: ¢(A) < o},
Exh(g) = {A Cw: lim p(A\{0,1,...,n—1}) = 0}.

Twierdzenie 1.3 ([59, 1.2. Lemma] i [64, Theorem 3.1]). Niech Z bedzie ideatem.
1. 7 jest F, ideatem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dolnie potciagta podmiara ¢ taka, ze
Z = Fin(¢).

2. 7 jest analitycznym P-ideatem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dolnie poétciggta podmiara
¢ taka, ze 7 = Exh(¢).

3. T jest P-ideatem, ktéry jest F, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dolnie potciggta podmiara
¢ taka, ze T = Exh(¢) = Fin(¢).

W rozdziatach 3 i 4 bedziemy wykorzystywaé hipoteze continuum (w skrécie CH) lub
bardzo pomocne narzedzie jakim jest aksjomat Martina. Oto krotkie wprowadzenie do tego za-
gadnienia.

Niech (P, <p) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowanym.

Zbiér D C P jest:
a) gesty w IP, gdy

vV 3 q<pp.
pe]l’quq PP

b) antytaricuchem w IP, kiedy

v (P#q: <ﬁr€3ﬂj(r <ppAr<p q)))-

r.9€D



Zbioér czesciowo uporzgdkowany (IP, <p) ma ccc, gdy kazdy antytancuch w P jest przeliczalny.
Zbior G C P jest filtrem w P, jezeli
1.

V J(r<ppAr<pq).
pgeEG reg

V V(p<pq=q€0).
peG qelP

Zbiér B C P nazywamy scentrowanym, gdy

FZB <|P S@= qgleZFq <P p) '
Zbiér czesciowo uporzgdkowany (IP, <p) jest o-scentrowany, kiedy IP moze zosta¢ przedstawiony
jako przeliczalna suma zbioréw scentrowanych.

Zauwazmy, ze o-scentrowany zbiér czesciowo uporzadkowany ma ccc.

Aksjomat Martina (dla zbioru o-scentrowanego, dla zbioru przeliczalnego) w skrocie M A
(MAtrfscentrowanya MAprzeliczalny) jeSt stwierdzeniem:
Kiedy (IP, <p) jest niepustym czesciowo uporzgdkowanym zbiorem majacym ccc (o-scentrowanym,
przeliczalnym) i ID jest rodzing gestych podzbioréw zbioru P taka, ze |D| < ¢, wtedy istnieje filtr
G w P taki, ze

v GND #Q.
DeD

Aksjomat Martina jest niezalezny od aksjomatéow ZFC, to znaczy, nie mozna ani go udo-
wodnié, ani udowodni¢ jego zaprzeczenia na gruncie tych aksjomatow (o ile aksjomaty ZFC sg
niesprzeczne).



2. PODSTAWOWE WELASNOSCI IDEALOW

W tym rozdziale przedstawimy pojecia, z ktérych bedziemy korzysta¢ i zbadamy wtasno-
§ci wybranych ideatéw. Czes$¢ wynikéw z tego rozdziatu oraz nastepnego znajdujg sie w [53].
Nastepujace definicje pochodzg z pracy [21].

Definicja 2.1. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng Hausdorffa, a Z ideatem na w. Dla
A ¢ T ciag (xn)nca jest Z-zbiezny do x € X, gdy dla kazdego otwartego otoczenia U punktu
x otrzymujemy {n € A:x, ¢ U} € L.

Jedli X = IR, wtedy mozemy uzywac¢ réwnowaznej definicji, to znaczy ciag (x,),c4 liczb
rzeczywistych jest Z-zbiezny do x € R, gdy

vV {neA:|x,—x|>e} el
e>0

Definicja 2.2. Ideat Z ma wiasno$¢ BW, jezeli dla kazdego ograniczonego ciagu (x,)necw liczb
rzeczywistych istnieje A C w, A ¢ 7 taki, ze (x,),c4 jest Z-zbiezny.

Definicja 2.3. Ideat Z ma wtasno$é FinBW, jezeli dla kazdego ograniczonego ciggu (x,)necw liczb
rzeczywistych istnieje A C w, A ¢ 7 taki, ze (x,),c4 jest zbiezny.

Definicja 2.4. Ideat Z ma wlasnos¢ hBW, jezeli dla kazdego A ¢ Z i kazdego ograniczonego
ciagu (x,) e liczb rzeczywistych istnieje B C A, B ¢ 7 taki, ze (xy,),ep jest Z-zbiezny.

Definicja 2.5. Ideat Z ma wtasnosé hFinBW, jezeli dla kazdego A ¢ 7 i kazdego ograniczonego
ciagu (x,) e a liczb rzeczywistych istnieje B C A, B ¢ 7 taki, ze (x;,),cp jest zbiezny.

2.1. Wybrane idealy i ich wlasnosci

W tym podrozdziale zajmiemy sie wybranymi ideatami na w. Sprawdzimy takie wlasnosci
ideatéw jak: gestos¢, klasa borelowska, jednorodnosé, hFinBW, hBW, FinBW i BW (w przypadku,
kiedy te fakty sg znane, przypomnimy je wraz z cytowaniami). Przy okreslaniu klas borelowskich
ideatéw bedziemy wykorzystywaé fakt, ze jesli ideat nie ma wtasno$¢ hFinBW, wtedy nie jest P -
ideatem, a zatem nie jest typu F, (np. [1, Theorem 5.4, 8.1 i 8.2]). Zbadamy takze czy idealy sg
P-ideatami.

Zaczniemy od dobrze znanych ideatéw, ktérych powyzsze wtasnosci zostaly juz zbadane.

Definicja 2.6. Fin jest ideatem sktadajacym sie ze wszystkich skornczonych podzbioréw cw.

Ideat Fin jest niegestym P-ideatem typu F, (np. [55] na str. 13), ktéry jest jednorodny ([54, Exam-
ple 2.3]) i ma wtasnosci: hFinBW, hBW, FinBW, BW ([21, Prosposition 3.4]).

Definicja 2.7. Z, jest ideatem skfadajacym sie ze zbioréw o gestosci asymptotycznej zero, to

T,= {A C w: limsup [A0{0L,... n}] —0}.

znaczy

n—o0 n+1



Ideat Z; jest gestym P-ideatem typu F,;, nie jest typu F, (np. [55] na str. 13), nie jest jednorodny
([68, Wniosek 2.3.22 i Twierdzenie 2.3.28]), nie ma wiasnosci: BW, hBW, FinBW, hFinBW ([34,
Example 3]).

Definicja 2.8. Z, jest ideatem sktadajgcym sie ze zbioréw o gestosci jednostajnej zero, to znaczy

T, = {Agw: lim max [An{n, ..., n+h}| :0},
fi—sc0 NEW h+1

Ideat 7, jest gestym ideatem typu F,;, nie jest typu F,, nie jest P-ideatem i nie ma wtasnosci: BW,
hBW, FinBW, hFinBW ([3]).

W tym miejscu zadamy nastepujgce pytanie (wszystkie pytania pojawiajace sie w tej pracy
sg pytaniami otwartymi).

Problem 2.9. Czy ideat Z, jest jednorodny?

Definicja 2.10. Ideat sktadajacy sie ze wszystkich zbioréw, ktérych suma odwrotnosci elementéw
jest skonczona oznaczamy przez

1
= C N —_— .
I% {A_C(J n;n+1<oo}
Ideat Z, jest gestym P-ideatem typu F, (np. [55] na str. 13), ma wtasnosci: hFinBW, hBW, FinBW,
BW ([21, Prosposition 3.4]).
Pokazemy, ze 71 nie jest jednorodny. Wykorzystamy do tego nastepujgce twierdzenia
i definicje.

Definicja 2.11 ([68, Definicja 2.3.24]). Ideat Z nazywamy rosngco-niezmienniczym, jezeli dla
kazdego zbioru A € Z oraz dowolnego zbioru B C w spetniajacego |[AN{0,1,...,n}| > |BN
{0,1,...,n}| dla wszystkich n € w otrzymujemy B € Z.

Zauwazmy, ze ideat Z, jest ideatem rosnagco-niezmienniczym - wystarczy wykorzystac
n
kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregéw liczbowych.

Twierdzenie 2.12 ([68, Twierdzenie 2.3.25]). Niech Z bedzie ideatem rosngco-niezmienniczym.
Wtedy dla dowolnego A € H(Z), ktérego rosnacym ponumerowaniem elementéw jest zbiér {a,, :
n € w}, funkcja f : w — A dana wzorem f(n) = a, jest izomorfizmem miedzy Z;, a Z.

Definicja 2.13 ([2, str. 423]). Niech Z bedzie ideatem na w, a funkcja f : w — w bedzie injekcja.
Moéwimy, ze funkcja f jest bi-Z-niezmiennicza, jezeli f[A] € Z wtedy i tylko wtedy, gdy A € Z dla
kazdego zbioru A C w.

Twierdzenie 2.14 ([2, Corollary 20]). Niech f : w — w bedzie rosnacg injekcja. Nastepujace
warunki sg rownowazne:

1. f jest bi-Z;-niezmiennicza,

2.

el {01,
n—00 n-+1

>0,

3V f(n)<cn,

cewnew

10



4. f jest bi-I, -niezmiennicza.
n

Twierdzenie 2.15. Ideat Z: nie jest jednorodny.

Dowodd. Przypusémy, ze ideat 71 jest jednorodny. Wtedy H (Il) = Ij. Wiedzac, ze ideat 71
jest ideatem roanco-niezmiennigzym wykorzystujemy Twierdze?ﬂe 2.12 dla zbioru A S \IZ
(taki zbidr istnieje - zobacz, np. [57, Przykiad 6.2]), ktérego rosngcym ponumerowaniem elemenn-
tow jest zbioér {a, : n € w} i otrzymujemy funkcje f : w — A dang wzorem f(n) = ay, ktéra jest
izomorfizmem miedzy I% ! I%. Nastepnie zauwazamy, ze warunek 2. z Twierdzenia 2.14 nie
jest spetniony (poniewaz A € Z;), wiec funkcja f nie jest bi-Z; -niezmiennicza. Sprzeczno$é, bo
funkcja f byta izomorfizmem miedzy I% K I%. '

d

Nastepnie rozpatrzymy ideat van der Waerdena V. Do zdefiniowania go wprowadzimy
definicje AP-zbioru. Twierdzenie van der Waerdena z 1927 roku gwarantuje nam, ze WV jest ide-
atem.

Definicja 2.16 ([50, Definition 1]). Zbiér A C w jest AP-zbiorem, gdy A zawiera ciggi arytmetycz-
ne dowolnej skonczonej dtugosci.

Twierdzenie 2.17. (van der Waerden, [69]). Dla dowolnej partycji AP-zbioru na skohczenie wiele
czesci, co najmniej jedna czesc¢ jest AP-zbiorem.

Definicja 2.18. Ideat van der Waerdena WV jest rodzing zbiorow A C w takg, ze
W = {A C w: Aniejest AP-zbiorem} .

Ideat VW jest gestym ideatem typu F,, ktory nie jest P-ideatem [30], jest jednorodny [54, Example
2.6] i ma wiasnosci: hFinBW, hBW, FinBW, BW ([21, Prosposition 3.4]).

Ponizej przedstawimy ideat Dy, ktory pierwszy raz pojawit si¢ w pracy [52] oraz ideat D,
ktérym zajmowali sie¢ miedzy innymi Rafat Filipédw i Lingsheng Shi w pracach [24], [63]. Pierwszy
autor pokazal, ze D jest ideatem, wykorzystujac twierdzenie Ramsey’a. Zacznijmy od podania
definicji zbioréw DP i DP-rich.

Definicja 2.19 ([63, Definition 4.2.2]). Zbiér A C w jest DP-zbiorem, jezeli istnieje nieskohczony
zbiér S C w taki, ze D(S) C A, gdzie D(S) = {m —n:m >mn; m,n € S}.

Definicja 2.20 ([52, Example 4.3]). Zbi6r A jest zbiorem DP-rich, gdy dla kazdego n € w istnieje
zbiér S C w taki, ze |S| =n i D(S) C A.

Definicja 2.21. Ideat D jest zdefiniowany nastepujaco

D:{AQW:Y]MQQA}
Selw]v

Twierdzenie 2.22. D jest koanalitycznym ideatem.

Dowodd. Zauwazmy, ze

D+_{Aep@y 3 MQCA}_{AePWy ] (ADGC}_
Selw]w FeP(w)\Fin
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= pr1[C\ (P(w) x Fin)],
gdzie C = {(A,F) € P(w) x P(w) : D(F) C A}. Zauwazmy, ze zbiér P(w) x Fin jest borelowski.
Pokazemy, ze C jest zbiorem domknietym (uzasadniajgc, ze dopetnienie zbioru C jest zbiorem
otwartym). Wtedy C \ (P(w) x Fin) bedzie zbiorem borelowskim, wigc D" bedzie analityczny
jako rzut zbioru borelowskiego. Zauwazmy, ze

(AF)gCe=D(F) LA 3 (x>yAx—y¢A).
x,y€

Wtedy U = {BCw:x—y¢B} C Plw)iV ={H C w:xy e Hf C P(w) sa otwartymi
otoczeniami A € P(w) i F € P(w) \ Fin takimi, ze (A,F) e Ux V C (P(w) x P(w)) \ C. Zatem
zbiér (P(w) x P(w)) \ C jest zbiorem otwartym.

a

D jest gestym ideatem ([24, Proposition 4.3]), ktéry nie jest P-ideatem (wynika to z dowodu [52,
Theorem 2.1]). Nie ma wtasnosci: FinBW i hFinBW ([63, Theorem 4.2.1]). Ponizej pokazemy, ze
ideat D ma wtasno$¢ hBW, a co za tym idzie takze BW, poprawiajac przy tym fragment z pracy
([24, Theorem 4.4]), w ktérej jest btad.

W dowodzie wykorzystamy definicje zbioru D-rzadkiego oraz charakteryzacje wtasnosci
hBW. Je$li AAB C w,t0o A—B={a—-b:aec AbeBa>b},A+n={a+n:ae A}
iA—n={a—n:aec A} dladowolnego n € w.

Definicja 2.23 ([24, str. 2009]). Zbiér A C w jest D-rzadki, jezeli dla kazdego k € D(A) istnieje
jedynie jedna para n,m € A taka, ze k = m — n.

Stwierdzenie 2.24 ([24, Proposition 4.3]).
1. Jezeli A C wjest D-rzadkiin € w, wtedy A +n € D.
2. Dla kazdego nieskorniczonego A C w istnieje nieskonczony D-rzadki B C A.

3. Ideat D jest gesty.

Zauwazmy, ze w warunku 1. Stwierdzenia 2.24 otrzymamy réwniez (A —n) Nw € D, co
wynika z dowodu tego podpunktu podanego w [24, Proposition 4.3].

Stwierdzenie 2.25 ([22, Proposition 2.8 i 2.9]). Ideat Z ma wtasnos¢ BW (FinBW) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej rodziny {A; : s € {0,1}<“} C P(w) spetniajgcej warunki:

1. A@ = w,

2. As = As~o U Ag—1,

3. As~gN A1 =,
istniejg x € {0,1}* i B C w, B ¢ 7 takie, ze B\ Ax, €I (B \ Ay,, € Fin) dla wszystkich n € w.

Stwierdzenie 2.26 ([21, Proposition 3.3]). Ideat Z ma wtasno$¢ hBW (hFinBW) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego zbioru A ¢ 7 i kazdej rodziny {A; : s € {0,1}<“} C P(w) spetniajacej
warunki:

1. Ap = A,

2. As = As~o U Ag—1,
3. As~9N A1 =0,
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istniejg x € {0,1}* i B C A, B ¢ 7 takie, ze B\ Ax,, € L (B\ Ay, € Fin) dla wszystkich n € w.
Twierdzenie 2.27. Ideat D ma wiasno$¢ hBW.

Dowodd. Niech A C w bedzie taki, ze A ¢ D. Niech rodzina {A; : s € {0,1}<“} spetnia warunki
1., 2., 3. ze Stwierdzenia 2.26. Skonstruujemy zbiory E, C w i j, € {0,1} takie, ze dla kazdego
n € w mamy:
1. E, jest nieskonczonym zbiorem,
2. En+1 C E,,
8. D(En) € Aigju,.ju-r)"
Poniewaz A ¢ D, to wiemy, ze istnieje nieskonczony zbiér C C w taki, ze D(C) C A. Niech
Ey = C. Zatézmy, ze mamy skonstruowane E; dla k < n i ji dla k < n. Definiujemy kolorowanie
¢:[En)® — {0,1} przez
c({a,b}) =j <= la—bl € Ajj i, i)
Z twierdzenia Ramsey’a istniejg nieskonczony zbiér E,, 1 C E, i j, € {0,1} takie, ze c({a,b}) = ju
dla kazdych a,b € E,, 1 takich, ze a # b. To konczy konstrukcije.
Niech E C C bedzie nieskonczonym zbiorem takim, ze F, = E \ E, jest skonczony dla
kazdego n € w. Korzystajac ze Stwierdzenia 2.24 mozemy zatozy¢, ze E jest D-rzadki.
Niech B = D(E) € D(C) € Aix € {0,1}“ bedzie taki, ze x(n) = j, dla kazdego
n € w. Wtedy B ¢ D i twierdzimy, ze B\ Ay,, € D dla kazdego n € w (to zakonczy dowod przez
Stwierdzenie 2.26).
Niech n € w. Wtedy

B\ Ay, =D(F,U(ENE,))\ Ay, =
I I

= [D(F,)UD(ENE,)U((F, —(ENEy))Nw)U(((ENEy) —Fy) Nw)] \ Ay, C

[n

- D(Fn) U((Fn - (EﬁEn))ﬁw) U (((EmEn> _Fn)ﬂw)'

Zbiér D(F,) € D, gdyz jest zbiorem skonczonym. Zbior

(Fi—(ENE)Nw= |J (Fi—a)nweD,
acENE,

gdyz jest zbiorem skonczonym. Co wiecej

(ENEy) —F)Nw= |J(ENE,) —b)Nw
beF,

jest skonczong suma przesunie¢ zbioru D-rzadkiego, wiec przez Stwierdzenie 2.24 otrzymujemy
((ENEy) — Fu) Nw € D. Zatem B\ Ay, € D.

Problem 2.28. Czy ideat D jest jednorodny?

Definicja 2.29. Ideat Dy;, definiujemy nastepujaco:

Dfin—{Agw: 3 Vv D(S),@A}.

n€w Sefw]n

Stwierdzenie 2.30. Dy;, jest ideatem.
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Dowdd. Zauwazmy, ze Dy;, zawiera wszystkie skoficzone podzbiory w i w & Dy;,. Jezeli A C B
i B € Dy, wtedy A € Dy, wprost z definicji ideatu Dy;,,. Pozostaje do sprawdzenia nastepujacy
warunek: A, B € Dy, = AUB € Dyyy,.
Pokazemy, ze: AUB & Dy, = (A & Dy V B & D). Jezeli AUB & Dy, wtedy
z definicji ideatu Dy, otrzymujemy:
vy 3 D(E,) CAUB.

nEw E, Elw]n
Niech c,, : [E4]> — {0,1} bedzie takim kolorowaniem, ze dla kazdego n € w:

0, gdylj—il €A,

Cn ({lr]}) = { 1, gdy |j—i| € B.

Z twierdzenia Ramsey’a dostajemy:

vV 3 3 ¢ = const.
kew nEw er[Enk]k 03 [[Hk}z
Mamy dwa przypadki:
1. dla nieskonczenie wielu k € w otrzymujemy Cre [H 2 = 0. Wtedy D(H;) C A dla nieskon-
czenie wielu k € w. Zatem A ¢ Dyy,.

2. dla nieskonczenie wielu k € w otrzymujemy ¢y, p =1 Wtedy D(Hy) C B dla nieskon-

I [Hx
czenie wielu k € w. Zatem B ¢ Dy,

d

Ideat Dy;y, jest gesty (wynika to z [24, Proposition 4.3(2)]), nie jest P-ideatem (to wynika z do-
wodu [52, Theorem 2.1] po drobnej modyfikaciji), ma wtasnosci: hFinBW, hBW, FinBW, BW ([21,
Proposition 3.4]) oraz jest typu F,, poniewaz jego dopetnienie jest zbiorem Gg:

Dﬁn—{Agw:v 3 D(B)gA}—ﬂ U (1 {ACw:b—ac A} cG;.

k€w Bew]k kew Be|w]k a,beB, b>a

Pozostaje nastepujace pytanie.
Problem 2.31. Czy ideat Dy;, jest jednorodny?

Nastepnie zaprezentujemy ideaty F i H. Ideat Folkmana F byt rozpatrywany w [27], gdzie
autorka udowodnita, ze przy zatozeniu M Ay scentrowany iStnieje JF-przestrzen, ktéra nie jest 7, -
przestrzenig. Byt takze rozwazany w [54], gdzie autorzy postawili pytanie, czy jest on jednorodnny.
Ideat Hindmana H byt badany miedzy innymi w pracach [24] i [19]. To, ze s3 to ideaty, wynika z
twierdzen Folkmana i Hindmana.

Definicja 2.32 ([36, Definition 2.2]). Zbiér A C w jest IP-zbiorem, jezeli istnieje nieskohczony
zbiér D C w taki, ze FS(D) C A, gdzie FS(D) oznacza zbiér wszystkich skonczonych, niepustych
sum roznych elementéw ze zbioru D.

Definicja 2.33 ([27, str. 118]). Zbiér A C w jest zbiorem IP-rich, gdy dla kazdego n € w istnieje
zbiér D C A taki, ze |D| =ni FS(D) C A.

Twierdzenie 2.34 (Hindman, [39]). Dla dowolnej partycji IP-zbioru na skonczenie wiele czesci,
co najmniej jedna czes$é jest IP-zbiorem.
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Twierdzenie 2.35 ([7, uwaga przed Theorem 1.3 na str. 43]). Dla dowolnej partycji IP-rich-zbioru
na skonczenie wiele czgsci, co najmniej jedna czes¢ jest IP-rich-zbiorem.

Definicja 2.36. Ideatem Folkmana F nazywamy rodzine zbiorow A C w taka, ze

f—{Agw: 3 v FS(D),@_A}-

n€w pefwln

Ideat F jest gestym ideatem typu F;, ktory nie jest P-ideatem ([29]) i ma wiasnosci: hFinBW, hBW,
FinBW, BW ([21, Proposition 3.4]).
Ponizsze pytanie pochodzi z pracy [54, Problem 2.8].

Problem 2.37. Czy ideat F jest jednorodny?

Definicja 2.38. Ideatem Hindmana ‘H nazywamy rodzine zbioréw A C w taka, ze

’H:{Agw: v FS(D)ZA}.

Delw]v

Ideat H jest gestym ideatem, ktéry nie jest P-ideatem ([29]), jest koanalityczny (wyjasnienie jest
analogiczne do dowodu Twierdzenia 2.22), jednorodny ([54, Example 2.6]), ma wlasno$s¢ BW
([24, Theorem 3.3]) i hBW ([19, Theorem 4.5]), ale nie ma wtasnosci: FinBW i hFinBW ([63,
Theorem 4.2.1]).

Teraz przejdziemy do ideatéw L, 7, A. Wszystkimi tymi trzema ideatami zajmowata sie
Flaskova w swoim doktoracie ([33]). Wtasnos¢ FinBW dla ideatu £ sprawdzali Nowik i Klinga
w pracy [48, Lemma 3.2].

Definicja 2.39. Zbiér A C w nazywamy zbiorem lacunary (w skrécie Lac), jezeli

nlgl;lo(arh‘rl - ai’l) = 0o,

gdzie {a, : n € w} jest rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru A.

Definicja 2.40. Ideatem lacunary nazywamy ideat generowany przez zbiory lacunary i oznacza-
my symbolem L.

Ideat L jest gestym ideatem, ktéry nie jest P-ideatem ([33, Lemma 1.2.8]), nie jest jednorodny
(zostanie to pokazane w rozdziale 3., zobacz Twierdzenie 3.58), nie ma wtasnosci FinBW, hFinBW
([48, Lemma 3.2]), ale ma wtasnosci BW, hBW (Wniosek 3.57) oraz jest typu F,;,, poniewaz

L= U ﬂ U ﬂ{Ag(‘J:an+r+1_an>k}EFg§a

reEw kew MEW n>m

i nie jest typu F;, bo nie ma wtasnosci FinBW.

Definicja 2.41. Nieskonczony zbiér A C w jest zbiorem cienkim, jezeli

. a
lim — =0,
n—oo an+1

gdzie {a, : n € w} jest rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru A.
Nieskonczony zbiér A C w jest zbiorem prawie cienkim, jezeli

lim sup n <1,

n—oo  An41

gdzie {a, : n € w} jest rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru A.
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Definicja 2.42. Ideatem cienkim nazywamy ideat generowany przez zbiory cienkie i oznaczamy
symbolem 7.

Ideat 7 jest gestym ideatem typu F,s,, nie jest typu F, nie jest P-ideatem ([33, Lemma 1.1.5] i
[25, str. 48]) i nie jest jednorodny, ma wiasnosci: FinBW, BW (wynika z [21, Proposition 4.1], bo
ideat 7 rozszerza sie do ideatu VW ([33, Lemma 1.5.3 i str. 9]), ktéry ma wtasnos¢ FinBW), ale nie
ma wiasnosci: hBW, hFinBW (dowody wtasnos$ci ideatu 7 znajdziemy ponizej i w rozdziale 3).

Twierdzenie 2.43. Ideat 7 nie ma wtasnosci hFinBW.

Dowodd. Przypuscmy, ze ideat 7 ma wiasno$¢ hFinBW. Niech {A; :s € {0,1}<¢“} C P(w) be-
dzie rodzing dang wzorem

n—1
k-2lsl 4 Z 2's;
i=0

As =142 kewy,

gdzie s = (sg,s1,...,5,_1) dla kazdego n € w oraz A = {2 : k € w}. Zauwazmy, ze rodzina ta
spetnia zatozenia Stwierdzenia 2.26, to znaczy spetnia warunki:

1. Ap = A,

2. As = As“O U Asﬁls

3. Ay-gNAs1 = D.
Zatem Kkorzystajgc z tego stwierdzenia, otrzymujemy

3 Y B\ Ay, €Fin.
B¢T,BCAxe{0,1}w n€w

Skoro B = {b, : n € w} ¢ T, gdzie zbiér {b, : n € w} jest rosngcym ponumerowaniem zbioru
B, to

. by
limsup

n—o0 n+1

=q>0.

Wtedy istnieje k € w takie, ze 2% < q.Ztego, ze B\ Ay, € Fin, otrzymujemy:

. by,
= limsu < — <y,
1 n—>oop b1 22¢ 1

gdyz B\ (B\ Ax[k) = BN Ay, CAy,. Sprzeczno$é. Zatem T nie ma wtasnosci hFinBW.
O

Twierdzenie 2.44. Jezeli ideat 7 jest jednorodny i ma wtasno$¢ FinBW, wtedy Z ma witasnos¢
hFinBW.

Dowdd. Niech zbior A ¢ Z, funkcja f : w — A bedzie izomorfizmem migdzy 7 a Z;, oraz ciag
(xn)neca bedzie ograniczonym ciggiem liczb rzeczywistych. Mamy pokazag¢, ze istnieje C C A,
C ¢ T taki, ze (xy)rec jest zbiezny. Definiujemy ciag (yn)new Wzorem y, = xs(,). Skoro Z ma
wtasno$¢ FinBW, to istnieja B C w, B ¢ Zi L € R takie, ze:

vV {ne€B:|y,—L| > e} € Fin
e>0

Niech C = f[B] ¢ Z;4 i C C A. Twierdzimy, ze (x;)rcc jest zbiezny do L. Niech e > 0. Wtedy
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{keC:|xy—L|>e€}=f[{neB: |y, —L| > €}] € Fin.

Whiosek 2.45. Ideat 7 nie jest jednorodny.
Dowod. Teza wynika z faktu, ze ideat cienki ma wtasno$¢ FinBW oraz z Twierdzen 2.43 i 2.44.

a

Definicja 2.46. Ideatem prawie cienkim nazywamy ideat generowany przez zbiory prawie cienkie
i oznaczamy symbolem A.

Ideat A jest gestym ideatem, ktéry nie jest P-ideatem ([33, Lemma 1.1.5]), ma wtasnosci: hFinBW,
hBW, FinBW, BW ([21, Proposition 3.4]) oraz jest typu F,, poniewaz

AzUUUﬂ{AQw: o <1-11c}ea,.

rEW kew MEW n>m An+r+1

Zauwazmy, ze T # A, poniewaz T nie jest typu F, A jest typu F, a izomorfizm zachowuje
klasy borelowskie. Pozostaje ponizszy problem zwigzany z ideatem A.

Problem 2.47. Czy ideat A jest jednorodny?

Ostatnim ideatem rozpatrywanym w tym podrozdziale bedzie ideat piecewise syndetic
ZIps, ktéry ma zastosowanie w teorii uktadow dynamicznych. W definicjach ponizej przyjmujemy,
ze {an : n € w} jest rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru A C w.

Definicja 2.48. Zbiér A C w jest zbiorem piecewise syndetic, gdy

3 v 3 . Ag41 — a4 < b.
b>0N>0icw ke{i,...,i+N}

W 1968 r. Brown udowodnit, Ze kazde pokolorowanie w na skonczenie wiele czesci po-

siada jednokolorowy zbiér piecewise syndetic (zobacz [13]).

Twierdzenie 2.49 ([35, Theorem 1.4]). Dla dowolnej partycji zbioru piecewise syndetic na skon-
czenie wiele czesci, co najmniej jedna czes¢ jest zbiorem piecewise syndetic.

Definicja 2.50. Definiujemy ideat Zpg nastepujaco:
IpsZ{AgaJ:V 4 V 3 ak+1—ak>b}:
b>0 N>0icwke{i,...i+N}
= {A C w: A nie jest zbiorem piecewise syndetic}.

Ideat Zps jest gestym ideatem, ktéry nie jest P-ideatem, jest jednorodny, nie ma wtasnosci: FinBW,
hFinBW, hBW, BW (dowody ponizej) oraz jest typu F,s, poniewaz

P(CU)\IPS:{AQCU 4 VvV 3 \ ﬂk+1—ak<b}:
b>0 N>0icw ke{i,...i+N}

:UmU ﬂ {ACw:ay —ag <b} e Gy

b>0N>0icwke{i,...i+N}

i nie jest typu F5, bo nie ma wtasnosci FinBW.
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Lemat 2.51. Ideat Zpg nie jest P-ideatem.

Dowéd. Niech A, C w beda zbiorami postaci Ay = {2" + k : n € w} dla kazdego k € w. Wtedy
A € Ips dla kazdego k € w. Mamy pokazaé¢, ze dla kazdego zbioru B € Zpg istnieje zbior
Ay taki, ze |Ax \ B| = w. Przypusémy, ze istnieje zbiér B € Zps taki, ze dla kazdego zbioru Ay
otrzymujemy |Ax \ B| < w. Pokazemy, ze wtedy B ¢ Zps. Niech b = 1 i ustalmy dowolne N € w.
Poniewaz |A; \ B| < w, to istnieje j € w takie, ze j > max(A \ B) dla kazdego k < N + 1. Niech
n € w bedzie takie, ze 2" > j. Wtedy zbiér B zawiera caly przedziat {2",2" +1,...,2" + N + 1},
wiec B ¢ Zps. Sprzecznosé.

d

Do udowodnienia nastepnego twierdzenia skorzystamy z lematu oraz stwierdzenia, ktére
podajemy ponizej.

Lemat 2.52. Niech A = {a, : n € w} C w bedzie taki, ze a, < a,,, dla kazdego n € w.
Nastepujace warunki sg réwnowazne:
1. A ¢ Tps,

2.

3 3 YV V (in+n <ipp1 ANaj i1 — 3,1k < D).
b>0 (ip)pew Ew® NEW k<n

Dowdd. (2. = 1.) Niech b > 0i (in)ncw € w® beda takie, ze dla kazdych n € w, k < n
otrzymujemy i, +n < iyiq1 i a; 1r1 — i+ < b. Definivjemy I, = {a; ,a; +1,...,a;,} dla
kazdego n € w. Wtedy dlakazdychn e wil € {iy,in+1,...,iy +n} mamy a; 1 —a; < b. Zatem

U I.nA ¢ Ips,

new

wiec A ¢ Lps.

(1. = 2.) Zatézmy, ze A = {a, : n € w} ¢ Ipg. Istnieje b > 0 taki, ze dla kazdego
N > Oistnieje i € w, ze dla kazdego k < N otrzymujemy a;, 1 — a;.x < b. Konstruujemy ciag
(in)new € W¥. Zatbzmy, ze ij zostaly zdefiniowane dla j < n i spetniajg warunki: i; 4 j < ij1 dla
kazdego j < n —1 oraz Bii k1 — Ak < bdlakazdychj <nik < j.DlaN =2n+1i,_1 istnieje
i € wtaki, ze a;,;.1 —a;.; < bdlakazdego ! < N. Niech i, = max{i,i, 1 +n—1} + 1. Wtedy
iy—1+n—1<iy Niechk <nil=1i,—i+k.Ztego dostajemy! < N.Zatema; 41 —a; 1y <.

a

Stwierdzenie 2.53 ([54, Corollary 2.2]). Nastepujace warunki sg rownowazne dla kazdego ideatu
7 naw:
1. 7 jest jednorodny,

2. dla kazdego B ¢ T istnieje A C Btaki,2e A€ H(Z) = {C Cw : Z;c = T}.
Twierdzenie 2.54. |deat Zpg jest jednorodny.

Dowdd. Pokazemy, ze zachodzi podpunkt 2. w Stwierdzeniu 2.53. Niech A’ = {4}, : n € w} ¢
ZIpg, gdzie elementy zbioru A’ sg ponumerowane rosngco. Wtedy korzystajgc z Lematu 2.52
istnieja M > 0 oraz ciag (in)new € w® takie, ze dla kazdych n € w, k < n otrzymujemy: i, +n <
int1 i“§n+k+1 _“fﬁk < M. Definiujemy przedziaty I,, = {a;n,agn +1,.. .,agﬁn} dlakazdegon € w.
Wtedy odlegtosci miedzy kolejnymi elementami zbioru A’ sg w nich ograniczone przez M.
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Zdefiniujmy: A, = A’ N1, i
A= An

new
Niech f : w — A bedzie rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru A C w. Twierdzimy, ze
bijekcja f jest $wiadkiem na izomorfizm Zps,4 = Zps. Najpierw pokazemy, ze jezeli B’ ¢ Zps,
to f[B'] ¢ Zps. Niech B" = {b}, : n € w} ¢ Ips, gdzie elementy zbioru B’ sg ponumerowane
rosngco. Wtedy korzystajac z Lematu 2.52 istnieja N > 0 oraz ciag (ju)ncw € w® takie, ze dla
kazdych n € w, k < n otrzymujemy: j, +n < jy 41 i b;n+k+1 - b]f;l+k < N. Definiujemy przedziaty
In = {b’-n,b]’»n +1,. ..,b}ﬁn} dla kazdego n € w tak, ze odlegto$ci miedzy kolejnymi elementami
zbioru B’ sg w nich ograniczone przez N.
Zdefiniujmy: B, = B' N ], i

B= [ B

new
Bez straty og6Inosci zatézmy, Ze:
v 3 f[]k] - In-

kEw NEW
Mozemy tak zatozyC, bo funkcja f jest rosngcym ponumerowaniem zbioru A i kazdy A, jest za-
warty w przedziale I, (jezeli zachodzi taka koniecznos¢, to bierzemy wiekszg cze$¢ przedziatu,
ktéra jest zawarta w I,;). W zbiorze B;, wszystkie odlegtosci miedzy kolejnymi elementami w prze-
dziatach J; sa mniejsze niz N, wigc w zbiorze f[By] wszystkie odlegtosci migdzy kolejnymi ele-
mentami sg mniejsze niz N - M. Dlatego, ze moc zbioru f[Bi] dazy do nieskonczonosci, gdy moc
zbioru By dazy do nieskonczonosci, to

f[B] = U f[Bn] ¢ Ips.

new
WIQC f[B/} é Ips.
Teraz udowodnimy, ze jezeli B € Zpg, to f[B’] € Zps. Wiedzac, ze B’ € Zps i korzystajac
z definicji ideatu Zpg oraz z tego, ze funkcja jest rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru
f[B'] otrzymujemy, ze f[B] € Zps.

Pokazemy, ze ideat Zpgs nie ma wtasnosci BW.
Twierdzenie 2.55. Ideat Zps nie ma wtasnosci BW.

Dowodd. Przypuscmy, ze ideat Zps ma wtasno$¢ BW. Niech {A; : s € {0,1}<“} C P(w) bedzie
rodzing dang wzorem
n—=1
A = {2|S|k+ Y 25k e w},
i=0
gdzie s = (sg, s1,...,5,_1) dla kazdego n € w. Zauwazmy, ze rodzina ta spetnia zatozenia Stwier-
dzenia 2.25, to znaczy spetnia warunki:
1. A@ = w,
2. As = As~oU As~1,
3. Ay-gN A1 = D.
Zatem korzystajac z tego stwierdzenia, otrzymujemy

3 3V A\ Ay, € Ips.
AéIps XG{O,l}w new
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Skoro A = {a, : n € w} ¢ Ips, to z Lematu 2.52 istniejg b € w i ciag (in)ncw € w® takie,
ze dla kazdych n € w, k < n otrzymujemy: i, +n < i,4qia; 1j41 —aj, 1 < b.

Definiujemy przedziaty Iy = {a;,a;, +1,...,a;,} dla kazdego t € w. Niech ny € w
bedzie takie, ze 2"0 > 2b. Zdefiniujmy

A= J(ANL) ¢ Tps.

tew

Odejmujac od A’ zbior Axmo zabrali$my co najwyzej potowe elementéw zbioru A’, wiec odlegtosci
migedzy kolejnymi elementami zbioru A"\ A,%O beda mniejsze lub réwne 2b. Czyli A’ \ Axm0 ¢ Ipg.
Dlatego, ze A’\ Ay, € A\ Ay, ,t0 A\ Ay, ¢ Ips. Sprzeczno$c.

2.2. Zaleznosci miedzy ideatami

Pod diagramem (gdzie 7 — J oznacza Z C J) przedstawimy dowody na zawierania
(lub ich brak) miedzy ideatami rozwazanymi w poprzednim podrozdziale. Zaprezentujemy tylko
nietrywialne zawierania i takie, ktére nie zostaty udowodnione w innych pracach (np. w [33] lub
[24]). Na ponizszym diagramie, jezeli strzatki nie ma, to znaczy, ze nie ma zawierania miedzy
ideatami (by nie komplikowa¢ rysunku, autor przypuszcza, ze bedzie strzatka miedzy ideatem
W, aZ: inie dorysowuje strzatki od ideatu A do Z, (bo zawieranie migdzy tymi ideatami wynika
2 33, str. 13])). '

:
L

SN / N

f v / . /

Zawieranie W C 7,, wynika z twierdzenia Szemerédiego (zobacz [14, Theorem 1.1] lub [65]).
Ciagle otwartym pytaniem pozostaje, czy prawdziwe jest zawieranie W C 71, co w literaturze
nazywane jest hipotezg Erd6sa-Turana. Fakt, ze Z, ¢ H wynika z dowodunTwierdzenia 419,
ktére zostanie podane w dalszej czesci pracy. '

Stwierdzenie 2.56. 7, ¢ Zps.
Dowéd. Niech A = {10" +k : n € w, k < n}. Zauwazmy, ze
[e9) n [ee]
gz“ B ; ; O”+k+1 ;

czyli A € Z:1. Zbior A ¢ Tpg, gdyz spetnia definicje zbioru piecewise syndetic dla statej b = 1.
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Stwierdzenie 2.57. W ¢ H.

Dowdd. Zauwazmy, ze FS({10" : n € w}) € W ([57, Przyktad 6.19]) i FS({10" : n € w}) ¢ H.

O
Stwierdzenie 2.58. Zps ¢ 7.

Dowod. Pokazemy, ze SIF € Zps i SF ¢ 7, (gdzie SF jest zbiorem liczb bezkwadratowych, to
znaczy liczb, ktére nie sg podzielne przez kwadrat liczb wiekszych od 1).

Sprawdzimy, ze SFF nie jest zbiorem piecewise syndetic. Stosujac chinskie twierdzenie
o resztach (zobacz, np. [70, Twierdzenie na str. 31]) dla kazdego m € w mozemy znalez¢ x € w
taki, ze x = —k mod p? dla wszystkich k € {1,...,m}, gdzie p; jest k-tg liczbg pierwsza. Wtedy
x + k jest podzielne przez p%, wiec nie jest w zbiorze SIF. Zatem przedziat {x +1,...,x + m} jest
roztgczny ze zbiorem SIF, wiec SFF nie jest zbiorem piecewise syndetic.

Fakt, ze SFF ¢ Z; mozemy znalez¢ w [62, Uwaga na str. 43].

Stwierdzenie 2.59. F ¢ D.

Dowod. Niech )
A= {10"210i:k6w,n>2}.
i=0
Pokazemy, ze A € F. Twierdzimy, ze dla kazdego zbioru D C w takiego, ze |D| = 3 otrzymujemy
FS(D) € A. Przypu$émy, ze istnieje zbiér D C w taki, ze |D| = 3i FS(D) C A. Wezmy r6zne
elementy a,b,c € D takie, ze

k
a=10")_10,
i=0
Lo
b=10") 10,
i=0
r .
c=10")_10,

i=0
gdzieu >m >n>2orazk,l,r € w. Wtedy

k . 1 ) k  m—n+l
a+b=10") 10'+10") 10" =10" [ ) J10'+ ) 10'| € A,
= j= i=0

i=0 i=0 i=m—n
k ) r ) k _ou—nt+r
a+c=10") 10'+10") 10" =10" | ) 10'+ ) 10') € A,
i=0 i=0 i=0 i=u—n

b+c=10" Zl;10"+10” iloi = 10" (i 104 frlol’) €A
i=0 i=0 i=0 i=u—m
Zatemm—n=k+1l,u—n=k+1liu—m=1+1 Zauwazmy,zeu —n = (u—m)+ (m—n) =
I+14+k+1>k-+1. Sprzecznos¢.
Zbiér A ¢ D, poniewaz D(S) C A, gdzie elementami zbioru S C wsa:s; =1is, =

10" + Sp—1 dlan > 2.
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Stwierdzenie 2.60. £ ¢ F.

Dowdéd. Przypusémy, ze £ C F. Wtedy z [21, Proposition 4.1] ideat £ ma witasnos¢ FinBW.
Sprzecznoéc¢ z [48, Lemma 3.2].

Stwierdzenie 2.61. Dy;, C F.

Dowod. Niech A ¢ F, wtedy dla kazdego n € w istniejg liczby a1 < ap < ... < a, takie, ze
FS({ay,as,...,a,}) C A.Niech S, = {ay,a1 +ap,...,a1 + a2+ ... + a,}. Wtedy |S,| = n oraz
D(Syn) C A. Czyli A ¢ Dyjy,.

Stwierdzenie 2.62. £ C D.

Dowdd. Pokazemy, ze zbiory lacunary sa zawarte w ideale D, zatem £ C D. Niech A = {a, :
n € w}, gdzie {a, : n € w} jest rosngcym ponumerowaniem zbioru A. Zatézmy, ze A ¢ D. Wtedy
istnieje nieskonczony zbiér S C w taki, ze D(S) C A. W zbiorze A znajduja sie elementy s, — 51
i sy — sy dla kazdego n > 3. Wtedy (s, —s1) — (sy — s2) = sp — s1 dla kazdego n > 3. Zatem

}qlijgo(aﬂ-l-l - aﬂ) # 0,

czyli A nie jest zbiorem lacunary.

Stwierdzenie 2.63. 7, C Zps.

Dowdd. Niech A C w bedzie zbiorem piecewise syndetic. Wiedy istnieje stata b > 0 spetniajaca
definicje zbioru piecewise syndetic. Niech I,, bedg przedziatami dlugosci n, na ktérych odlegtosci
pomiedzy kolejnymi elementami zbioru A sa ograniczone z géry przez b. Zatem

An{kk+1,...k . ANI 1
lim max| {k e+ | >hmsup‘ n] > > 0.
n—00 kew n+1 H—s00 | L b+1

Czyli A ¢ 7,,.

Stwierdzenie 2.64. £ C 7,,.

Dowdd. Pokazemy, ze zbiory lacunary sg zawarte w ideale Z,, zatem £ C Z,. Niech A =
{ag,a1,ay, ...} € Lac, gdzie elementy zbioru A wystepuja w sposoéb rosnacy. Wtedy otrzymujemy

1
V 3 V ay1—ag>—.
e>0Ncwn>N €

Ustalmy e > 0. Dla § > O istnieje N € w takie, ze dla kazdego n > N otrzymujemy a,, .1 —a, > %
Niech hy € w bedzie takie, ze ;5 < §. Wtedy dla dowolnego > hg oraz przedziatu I diugosci

h+1 mamy:
|AﬂI|<(N+|I|§)_ N € N €
h+1 = h+1  h+1 2 " hy+1 2
Zatem A € Z,,. o

+ =< + - <e.
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Stwierdzenie 2.65. A C Dg;,.

Dowdd. Pokazemy, ze kazdy zbidr prawie cienki jest w ideale Dy;,. Niech A’ bedzie nieskon-
czonym zbiorem prawie cienkim. Po wyrzuceniu z niego odpowiedniej ilosci skonczenie wielu
elementdw otrzymujemy zbiér A = {a, : n € w}, ktérego elementy sg ponumerowane w sposéb
rosnacy i dla ktérego istnieje 4 € (0,1), ze dla wszystkich n € w mamy:

an

<g< 1l

An1 1
Zauwazmy, ze zbior A jest prawie cienki. Z tego otrzymujemy, ze 4,1 > %an dla kazdego n € w.
Przypuscmy, ze A ¢ Dy;,. Zatem dla kazdego n € w istnieje zbior S, taki, ze [S,| = n, D(Sy) C A
imax S, < min S, .1 (Mozemy tak zatozy¢ skoro D(S) = D(S + k) dla dowolnych S € Finik € w).
Niech

s= U Su

new

gdzie Sy = @,

Sn = {S n(n2+1) —(i’l—l), ey Sn(n2+1) _1/Sn(n2+1) }
dla kazdego n > 1 i elementy w kazdym zbiorze S,, sg ponumerowane w sposéb rosngcy. Skoro
D(S,) C A dlakazdego n € w, wiec istniejg t, < ... < I, < k, takie, ze:

Ak, = Snm+1) — Su(n+1) —(n-1)’

2 2

ap, = S@_l - S@_(V,_l)’

“ey

ap, =5 — Snin )
ty @,(n,z) %7(7171)

Otrzymujemy, ze ax, — ar, < Ak, —1, O a, —ap, = Suwst) = Suee)_(, ) € D(S,) C A. Niech
2 2
r= % > 1. Wtedy a,,,1 > r-a, dlakazdegon € w i

an, = (r—=1ag, 1 > (r=1)r "y,

Dzielac obustronnie przez a;, i przechodzac z n (a tym samym z k,,) do nieskorczonosci (zauwaz-
my, ze wtedy k, — t, tez dgzy do nieskonczonosci), otrzymujemy:
1> lim (r — 1)1t = oo,

n—oo

Sprzecznos¢. Zatem A € Dy, wige A' € Dy,
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3. Z-ULTRAFILTRY

W serii prac [28, 32, 25, 31] Flaskovéa skonstruowata Z-ultrafiltry, ktére nie sg J -ultrafiltrami
dla r6znych par ideatéw Z i J przy réznych zatozeniach teoriomnogosciowych. Po gtebszej ana-
lizie znalezlismy wspo6lng idee w Jej dowodach. Zdefiniowalismy nowe wspoétczynniki kardynalne
i pokazalismy jak ich uzy¢ do udowodnienia istnienia Z-ultrafiltrow, ktére nie sa J-ultrafiltrami.
W pierwszych podrozdziatach wprowadzimy narzedzia, ktére wykorzystamy przy przedstawieniu
najciekawszych wynikéw znajdujgcych sie w dalszej czesci pracy.

Wyniki zaprezentowane w tym rozdziale w wiekszos$ci pochodzg z artykutu [18] napisa-
nego wspdlnie z Filipowem i Kwelg oraz z mojego samodzielnego artykutu [53].

3.1. Wstep

Definicja 3.1. Filtr na nieskonczonym zbiorze X jest rodzing F C P(X), ktéra spetnia nastepu-
jace warunki:

1. ABe F = ANBe F,

2. (ACBNAE€F)=BeF,

3. F zawiera wszystkie koskonczone podzbiory X,

4. 0 ¢ F.

Ideatem dualnym do filtru 7 C P(X) nazywamy rodzing F* = {A C X : X\ A € F}.
Maksymalny filtr (w sensie inkluzji) nazywamy ultrafiltrem. Réwnowaznie, filtr I/ jest maksymalny,
jezeli dla kazdego zbioru M C X albo M € U, albo X \ M € U [45, Lemma 7.4].

Definicja 3.2. Niech X bedzie nieskofczonym zbiorem, a B C P(X) niepusta rodzing. Powiemy,
ze B jest baza filtra, gdy:

1. @ ¢ B,

2. B zawiera wszystkie koskonczone podzbiory X,

3.

\v 3 FCFHNE.
F,F,eBFeB

Filtrem Frécheta nazywac¢ bedziemy rodzine wszystkich koskofnczonych podzbioréw usta-
lonego zbioru.

W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy wykorzystywac nastepujace dwa wspotczynniki
kardynalne add " (Z) i cov(M).

Niech 7 bedzie ideatem, wtedy

dd’(Z) = mi A:ACTA A\B| = U +).
add’(7) m1n<{| [tACIA(Y 3 [A\B w)} {c"}
Zauwazmy, ze add (Z) = w dla ideatéw, ktére nie sg P-ideatami i add"(Z) > w, dla P-ideatéw.

Definiujemy
cov(M) :min{|.A| A C M/\UA:IR},
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gdzie M jest rodzing wszystkich zbiorow pierwszej kategorii na R.
Dalej bedziemy rozwaza¢ dodatkowe idealy, ktére przedstawiamy ponizej. Niech A,y =
{k € w: (n,k) € A} oznacza przekréj pionowy zbioru A C w x w w punkcie n € w. Wtedy:

Finzz{Agwxw: 3 v |A(n)|<w}.

kew n>k

ED—{ACa)xw: 3 3 v|A(n)|<m}.

mew kew n>k

SDFin—{AgA: 3 Vv |A(n)<m},

mew new
gdzie A = {(n,k) € w?: n > k}. Przypomnijmy, ze £Dgip, = EDp ([43, str. 834]).
e conv={A CQnNJ0,1] : A maco najwyzej skonczenie wiele punktéw skupienia na [0,1]}.
Myslimy o wszystkich powyzszych ideatach jak o ideatach na zbiorze w poprzez utozsa-
mienie dziedzin ideatéw (np. w x w lub Q N [0,1]) z w przez ustalong bijekcje.

3.2. Porzadek Katétova

Przez YX oznaczamy rodzing wszystkich funkcji z X w Y. Funkcja f € YX jest Fin-1, jezeli
przeciwobraz f~![{y}] jest skorczony dla kazdego y € Y.
Niech Z, J bedg ideatami na X i Y odpowiednio. Dla F C YX napiszemy J <r Z, jezeli
istnieje funkcja f € F taka, ze f~![B] € Z dla kazdego B € J. W szczeg6Inosci:
1. J <k I, 9dy J <r Z dla F = YX (porzadek Katétova),
2. J <kp Z,9dy J <r T dla F bedacej rodzing wszystkich Fin-1 funkcji z X do Y (porzadek
Katétova-Blassa),

3. J <pZ,gdy J <r I dla F bedacej rodzing wszystkich réznowarto$ciowych funkcji z X do
Y,

4. J C7,9dy J <r Z dla F bedacej rodzing wszystkich bijekcji z X do Y (w tym przypadku
powiemy, ze Z zawiera izomorficzng kopig 7).
W dalszej czesci pracy bedziemy szczegolnie zainteresowani trzema rodzajami funkgji:
e w* - rodzina wszystkich funkcji f : w — w,

e Fin — 1 - rodzina wszystkich Fin-1 funkcji f : w — w,

e 1 —1 - rodzina wszystkich ré6znowartosciowych funkcji f : w — w.
Co wiecej, skoro mozemy mysle¢ o ideatach na przeliczalnych zbiorach jak o ideatach na w,
czasami napiszemy Z <, v J, Z <pin—1 J lub Z <11 J wtedy, gdy 7 i J sg zdefiniowane na
innych przeliczalnych zbiorach.

Stwierdzenie 3.3.
1. SDFin ?(K Fil‘lz.

2. Fin? £ 7T dla kazdego P-ideatu .

3. Fin? £k 7 dla kazdego P+-ideatu Z.

4. £D Lk T dla kazdego selektywnego ideatu 7.
5. T %k Fin? dla kazdego gestego P-ideatu Z.
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6. Z L£x £Drin dla kazdego gestego P-ideatu 7.

Dowdd. 1. Zobacz [43, str. 837].
2. Zobacz [11, Observation 2.3].
3. Teza wynika z [12, Corollary 6.7] wykorzystujac fakt, ze conv <y Fin? ([43, str. 836]).
4. Wezmy dowolna funkcje f : w — w x w i zdefiniujmy A, = f~1[(w\ {0,1,...,n—1}) x
w] dla kazdego n € w. Jezeli A, € T dla jakiego$ n € w, wtedy f~1[{0,1,...,n —1} xw] ¢ T
i dowod jest zakonczony. Zatézmy, ze A, ¢ 7 dla kazdego n € w. Skoro Z jest selektywny,
to istnieje A ¢ T taki, ze |AN (An \ Ans1)|] < 1dla kazdego n € w. Wtedy B = f[A] € ED
i f~1[B] ¢ Z, co konczy dowdd.
5. Przypusémy, ze Z <x Fin® dla jakiego$ gestego P-ideatu. Niech f 1w xw — wbedzie
taka, ze f~1[B] € Fin? dla kazdego B € Z. Mamy dwa przypadki:
e Zbioér f[{n} x w] jest skonczony dla nieskonczenie wielu n € w. Niech C = {n € w :
fl{n} x w] jest skonczony}. Wtedy dla kazdego n € C istnieje k, € f[{n} x w] taki, ze
(f "' [{kn}) () jest nieskonczony. Niech A = {ko, ki, ...}. Skoro f~'[A] ¢ Fin?, to otrzymu-
jemy A ¢ T (bo 7 <x Fin?). W szczegdlnosci A jest nieskofczony. Dlatego, ze 7 jest gesty,
to istnieje nieskonczony zbiér B € 7 taki, ze B C A. Wtedy f~'[B] ¢ Fin%, zatem mamy
sprzecznose.

e Zbidr f[{n} x w] jest nieskonczony dla wszystkich n € w poza skoriczong iloscig. Niech C =
{n € w: f[{n} x w] jest nieskonczony}. Skoro Z jest gesty, to dla kazdego n € C istnieje
nieskoriczony zbiér B, € 7 taki, ze B, C f[{n} x w]. Zauwazmy, ze zbior (f~'[B,]) . jest
nieskonczony dla kazdego n € C.
Z zalozenia, ze 7 jest P-ideatem, istnieje B € 7 taki, ze B, \ B jest skonczony dla kazdego
ne w.
Skoro f~1[B] € Fin?, to zbior (f~1[B]),, jest skofczony dla wszystkich n € w poza skon-
czong iloscig (powiedzmy dla wszystkich n € D).
Zbior (f~'[Bu\ Bl)(wy = (f ' [Bal)(u) \ (f 1[B])( Jest nieskoriczony dla wszystkich n €
CnD.
Dlatego, ze B, \ B jest skofczony (i niepusty, co wynika z linijki wyzej) dla kazdego n €
CN D, toistnieje c, € By, \ B taki, ze (f'[{ca}])(n) jest nieskoriczony.
Niech A = {c, : n € CN D}. Zauwazmy, ze C N D jest nieskonczony. Zatem f~1[A] ¢ Fin?
i w konsekwencji A ¢ Z (bo Z <y Fin?). W szczegdInosci A jest nieskonczony. Skoro 7 jest
gesty, to istnieje nieskonczony zbiér A’ € T taki, ze A’ C A. Wtedy f~1[A’] ¢ Fin%. Zatem
otrzymujemy sprzecznosc¢.
6. Ustalmy f : A — w, gdzie A = {(i,j) € w?: j < i} (to znaczy, EDpn = ED|a).
Przypu$émy, dazac do sprzecznosci, ze funkcja f Swiadczy o tym, ze 7 <k EDrin.
Zauwazmy, ze dla kazdego n € w i nieskonczonego zbioru A C w mozemy znalez¢
k > n taki, ze f[(A x {k}) N A] jest nieskoficzony. W przeciwnym wypadku mogliby$my wybra¢
indukeyjnie zbiory D; € [w]? i punkty x; € w, dlai > n, takie ze:
® Diyq € Dy
o D; x {i} CA;

e f[D; x {i}] = {x;} dla jakiego$ x; € w.
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Wtedy albo {x;: i >n} € Fin C T i
ffl[{xi Di> I’IH D) U D; x {Z} ¢ EDgin
i>n

albo uzywajac gestosci Z mozemy znalezé nieskonczony zbiér C C {x;: i > n}, C € 7 taki, ze
FHCI 2 UDi x {i} : xi € C} & EDgin.

Sprzecznoéc¢ z zatozeniem, ze Z <k &£ DFin.

Indukcyjnie definiujemy ciagi {k, : n € w} Cwi{E,:n € w} C [w]¥ tak, ze dla kazdego
ne w.
En+1 C En;

kni1 > ku;

Ey x {kn} CA;

® fiE,x{k,} jest réznowartosciowa;

o fIEwx {ka}] €T.

Zaczynamy od wyboru kg € w takiego, ze f[(w x {ko}) N A] jest nieskonczony (taki k istnieje po-
przez drugi akapit) i jakiego$ nieskoficzonego zbioru Ej, C w takiego, ze E| x {ko} C Ai f“géx{ko}
jest réznowarto$ciowa. Skoro Z jest gesty, to istnieje Ey C Ej taki, ze f[Ey x {ko}] € Z. W kroku
n + 1 znajdziemy k1 > ky taki, ze f[(E, x {ky,41}) N A] jest nieskonczony (taki k, istnie-
je przez obserwacje z drugiego akapitu dowodu) i wybieramy nieskonczony E1,1+1 C E, taki, ze
E 1 x{kns1} C A FiEL (ko } JESE réznowarto$ciowa. Ponownie uzywajgc gestosci Z znaj-
dziemy E, 1 C E; , taki, ze f[E, 41 % {ky11}] € T.

Indukcja zostata zakonczona. Skoro Z jest P-ideatem, to istnieje B € Z taki, ze f[E, x
{kn}] \ B jest skonczony dla wszystkich n € w. Wtedy F, = E, \ {i € E, : f(i,k,) € B} € Fin, bo
fiEqx {k,) j€st roznowartosciowa. Zatem

B2 U ((Ea\Fa) x {kn}) = \J ({i € En+ f(i,kn) € B} x {kn}) & EDFin,

new new

bo dla kazdego m € w mamy

{I} xw)n |J {i € En: f(i,ka) € B} x {kn})

new

I=min | E,\ |J F |-
j<m

= m,

gdzie

3.3. Ultrafiltry i Z-ultrafiltry
Ultrafiltr &/ na w jest:
1. P-punktem, jezeli U* jest P-ideatem (rownowaznie, jezeli U/* jest PT-ideatem),
2. selektywnym ultrafiltrem (ultrafiltrem Ramsey’a), jezeli U* jest selektywnym ideatem,

3. Q-punktem, jezeli dla kazdej partycji { A, : n € w} zbioru w na skonczone zbiory, istnieje
A € U taki, ze |A, N A| =1 dlakazdego n € w.
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Ultrafiltr jest selektywny wtedy i tylko wtedy, gdy jest P-punktem i Q-punktem (np. [9, 9.24 Re-
mark]).
Baumgartner, Brendle i Flaskova w pracach [6, 11] dla ideatu Z na w napisali, ze ultrafiltr
U na w jest
1. Z-ultrafiltrem, jezeli T £x U*, to znaczy: nie istnieje funkcja f : w — w taka, ze f~1[B] € U*
dla kazdego B € T (lub rownowaznie: dla kazdej funkcji f : w — w istnieje C € U taki, ze
fa[Cl € 1),

2. stabym I-ultrafiltrem, jezeliZ £xp U*, to znaczy: nie istnieje Fin — 1 funkcja f : w — w taka,
ze f~1[B] € U* dla kazdego B € Z (lub réwnowaznie: dla kazdej Fin — 1 funkcji f : v — w
istnieje C € U taki, ze f,[C] € I),

3. I-punktem, jezeli Z £p U*, to znaczy: nie istnieje roznowartoéciowa funkcja f : w — w
taka, ze f~1[B] € U* dla kazdego B € T (lub réwnowaznie: dla kazdej roznowartosciowej
funkcji f : w — w istnieje C € U taki, ze f,[C] € I).

Jezeli 7 jest gesty, wtedy uzywajac [4, Lemma 3.3], zauwazmy, ze w definicji Z-punktu
mozemy rozwazac jedynie bijekcje zamiast r6znowarto$ciowych funkcji, to znaczy: 7 «p
U — IZZU*.

Jezeli istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie jest 7 -ultrafiltrem, wtedy koniecznie Z Lx J (gdyby
7T <k J oraz U nie byt J-ultrafiltrem, to Z <g J <x U*, wiec U nie mogtby by¢ tez Z-ultrafiltrem).
Podobnie, gdy istnieje Z-ultrafiltr (staby Z-ultrafiltr lub Z-punkt), ktéry nie jest J-punktem, wtedy
TELkJ (L £k T Wb £Lp J).

Twierdzenie 3.4 (zobacz, np. [11, Observation 2.1]i [26, Theorem 3.4]). W ponizszych punktach
nastepujgce warunki sg réwnowazne:
1. a) U jest P-punktem,

b) U jest Fin?-ultrafiltrem,

c) U jest stabym FinZ-ultrafiltrem,
d) U jest Fin?-punktem,

e) U jest conv-ultrafiltrem,

f) U jest stabym conv-ultrafiltrem,

g) U jest conv-punktem.

2. a) U jest Q-punktem,
b) U jest stabym EDg;,-ultrafiltrem,
c) U jest EDgin-punktem,
d) U jest stabym T -ultrafiltrem,
e) U jest T-punktem,
f) U jest stabym A-ultrafiltrem,

g) U jest A-punktem.

3. a) U jest selektywnym ultrafiltrem,
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b) U jest £D-ultrafiltrem,
c) U jest stabym ED-ultrafiltrem,

d) U jest ED-punktem.

3.4. Idealy jednorodne i Pt (Z)-ideaty

Ideat 7 jest nazywany ideatem < r-jednorodnym, jezeli ;4 =5 T (to znaczy 7,4 <r L
i Z <y Ij,) dla kazdego A € Z". Idealy <k-jednorodne byty badane w [42, 60], gdzie autorzy
nazywajq te idealy K-jednostajnymi.

Jednorodnos¢ implikuje <p-jednorodnos¢, co implikuje <kg-jednorodnos$é, co z kolei im-
plikuje <k-jednorodnosc. Co wiecej, jezeli dla kazdego zbioru nieskonczonego A rodzina F za-
wiera identycznos¢ na A, wtedy Z jest <r-jednorodny wtedy i tylko wtedy, gdy Z;4 <7 Z dla
kazdego A € Z+.

Stwierdzenie 3.5. Idealy £EDpi,, Fin? i W sa jednorodne.

Dowod. Zobacz [54, Example 2.4, Remark na str. 145, Example 2.6].

a

Niech Z bedzie ideatem na X. Napiszemy B C? A, kiedy B\ A € T (jezeli T = Fin,
wtedy zapiszemy B C* A zamiast B CFin A). Zbiér B € T jest Z-pseudoprzekrojem rodziny
A, jezeli B CT A dla kazdego A € A (gdy Z = Fin, wtedy bedziemy méwié o pseudoprzekroju).
Ideat 7 jest Pt (Z)-ideatem, gdy dla kazdego malejacego ciggu zbiorow {A, : n € w} C I,
istnieje Z*-pseudoprzekrdj rodziny {A, : n € w}. Jezeli T jest P*-ideatem, wtedy jest takze
P*(Z)-ideatem.

Stwierdzenie 3.6.
1. Kazdy F, ideat jest P -ideatem.

2. Fin? jest P* (Fin2>-idea+em, ale nie jest P*-ideatem.

Dowod. 1. Zobacz [60, Lemma 3.2.4].

2. Fin? nie jest P*-ideatem, poniewaz cigg zbioréw A, = (w\{0,1,...,n}) x w nie ma
FinT-pseudoprzekroju. Pokazemy, ze Fin? jest P* (PinZ)-ideaiem.

Niech A, € (13in2)Jr dla kazdego n € w bedzie malejgcym ciggiem. Wybieramy ky <
ki < ...takie, ze By = (An)(x,) = {t € w: (kn,t) € Ay} jest nieskonczony dla kazdego n € w.
Witedy otrzymujemy

B= | {ku} x By € (Fin2)+

new

i B\ A, € Fin? dla kazdego 1 € w.

d

Niepusta rodzina A C P(w) ma ZT-FIP, jezeli NF € Z* dla kazdego skonczonego
F C A (jezeli Z = Fin, wtedy powiemy o SFIP-ie zamiast o Fin"-FIP-ie). Liczba pseudoprzekroju
jest zdefiniowana nastepujaco:

p = min{|A| : A ma SFIP, ale A nie ma pseudoprzekroju}.
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Dla ideatu Z na w liczba pseudoprzekroju jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:
p(Z) = min({|A| : AmaZ*-FIP, ale A nie maZ"-pseudoprzekroju} U {c*}).
Ponizsze stwierdzenie podsumowuije kilka podstawowych wtasnosci p(Z).

Stwierdzenie 3.7.
1. p(Fin) = p.
2. p(Z) = ¢ dla kazdego maksymalnego ideatu 7.
3. p(Z) 2wy < ZTjest P*(Z)-ideatem.

Dowéd. 1. Teza wynika z definicji liczb p i p(Z) dla Z = Fin.

2. Przypuscmy, ze istnieje ideat maksymalny 7 taki, ze p(Z) < ¢. Niech A bedzie rodzing
majgca ZT-FIP, ale nie majacg Z-pseudoprzekroju. Wtedy dla kazdego B € Z7 istnieje A € A
taki, ze B\ A ¢ Z. Z maksymalnosci ideatu Z wiemy, ze 7+ = 7*, zatem w \ (B\ A) = (w \ B) U
(wNA) = (w\B)UA € Z. Sprzecznos¢, bo A jest rodzing majaca Z*-FIP, wiec A ¢ 7.

3. (=) Zatézmy, ze T nie jest P™ (Z)-ideatem. Wtedy istnieje przeliczalna rodzina A zbio-
row nalezacych do ZT majgca ZT-FIP, ale nie majgca Z*-pseudoprzekroju. Czyli uzyskujemy
p(Z) < w.

(<=) Niech 7 bedzie P* (Z)-ideatem. Wtedy przeliczalna rodzina .A sktadajaca sie z ma-
lejacego ciagu zbioréw z definicji P™(Z)-ideatu ma Z*-pseudoprzekrdj. Zatem p(Z) > wy.

Twierdzenie 3.8 (wynika z [66] lub [42, Proposition 8.19] lub [10, str. 897]). p(Finz) = wy.

W dalszej czesci pracy bedziemy wykorzystywac twierdzenie Bella piszgc zamiennie
MAU—scentrowany ip=c

Twierdzenie 3.9 ([8], zobacz takze [9, Theorem 7.12] lub [5, Theorem 1.4.22]). MAs—scentrowany
jest rbwnowazny p = c.

Twierdzenie 3.10. p < p(Z) dla kazdego F, ideatu Z.

Dowod. Niech ¢ bedzie dolnie pétciagta podmiarg taka, ze Z = Fin(¢) (Twierdzenie 1.3). Ustal-
my x < pi.A € [ZT]* majagcg Z"-FIP. Korzystajac z Twierdzenia 3.9 znajdziemy zbiér B € Z+
taki, ze B\ A € 7 dla kazdego A € A.

Definiujemy zbiér cze$ciowo uporzadkowany (IP, <) nastepujaco: P = [w]<“ x [A]<¢ i

(s, F)<(,G) <= s2tAF2GAs\tC[)G.

Pokazemy, ze jest to czeSciowy porzgdek. Sprawdzamy przechodnios¢ (mozna zauwa-
zy¢, ze zwrotno$¢ i antysymetryczno$¢ zachodza). Niech (s, F), (¢, G), (u, H) € P beda takie, ze
(s,F) < (t,G)i(t,G) < (u,H). Chcemy, by (s, F) < (u, H). Zauwazmy,ze:s DOt Du, F OGO H
is\u=(s\tH)u(t\u) CNGUNHCNH.

Pokazemy, ze P jest o-scentrowany. Niech s € [w]<%“. Jezeli F,..., F. € [A]<Y, wtedy

dla kazdego i < k mamy:
k

(s, UF) < (s, F).

i=0
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Zatem zbiér Ps = {(s,F) € [w]<% x [A]<¥ : F € [A]<“} jest scentrowany. Z tego

P= [J s
selw]<w
jest o-scentrowany.
Definiujemy podzbiory zbioru IP:
1. Do ={(s,F) €P: A € F} dlakazdego A € A,

2. E,={(s,F) €P: ¢(s) > n} dlakazdego n € w.

Pokazemy, ze te zbiory sg geste.

Zacznijmy od gestosci zbioru D 4. Niech (s, F) € P. Wtedy istnieje (s, FU{A}) € D4 taki,
ze (s, FU{A}) < (s,F).

Nastepnie pokazemy gestos¢ zbioru E,. Niech (s, F) € IP. Z dolnej pétciagtosci podmiary
i ztego, ze A ma Z*-FIP znajdziemy skonczony zbiér t C (N F taki, ze: ¢(t) > n. Zatem (sUt, F) €
E,i(sUt F) < (s, F).

NiechlD = {Dj : A € A} U{E, : n € w}. Skoro P jest o-scentrowany i |D| < p, wtedy
uzywajgc Twierdzenia 3.9, znajdziemy filir G C IP taki, ze G N D # @ dla kazdego D € D.

Definiujemy B = U {s € [w]|<¥ : (s, F) € G dla jakiego$ skonczonego F C A}. Wtedy B €
I+, poniewaz dla kazdego n € w istnieje (s, F) € G N E,, wiec ¢(B) = ¢(s) > n.

Zobaczmy, ze B\ A jest skonczony dla kazdego A € A. Jezeli A € A, wtedy istnieje
(s,F) € GNDy. Pokazemy, ze B\ A Cs.

Dla k € B\ A znajdziemy (s/,F') € G taki, ze k € s'. Skoro G jest filtrem, to istnieje
(s",F") € G taka, ze (s”,F") < (s,F)i(s",F") < (s¢/,F'). Wtedy s" \s CNF C Aik ¢ A, wiec
k ¢ s" \ s. Biorac pod uwage, ze k € s’ C s”, uzyskujemy k € s.

3.5. Charakterystyka kardynalna i porzadek zwigzany z 7 -ultrafiltrami

W tej czesci opracujemy narzedzia, ktére postuzg nam w dalszych rozwazaniach - wpro-
wadzimy dwa niezmienniki kardynalne zwigzane z parami ideatéw i rodzinami funkcji oraz poka-
zemy, jak mozna je wykorzystaé w naszych badaniach.

Definicja 3.11. Dla ideatéw Z, 7 C P(w) i rodziny F C w® definiujemy

fip(Z,J,F) = min <{|A : Ama Jt-FIPi - < v 3 AU{f![B]} ma j*-FIP) } U {c*}) .
feF BeT

Nastepujace twierdzenie dostarcza nam podstawowego narzedzia do konstruowania Z-
ultrafiltréw, ktére nie sg 7 -ultrafiltrami.

Twierdzenie 3.12. Jezeli fip(Z, J, F) > |F|, wtedy istnieje ultrafiltr I/ taki, ze Z € U* i J C
Uu*. W szczegolnosci, jezeli F = w® (F jest rodzing funkcji Fin — 1 lub F jest rodzing funkgciji
ré6znowartosciowych), to uzyskujemy Z-ultrafiltr (staby Z-ultrafiltr lub Z-punkt), ktéry nie jest -
punktem.

Dowédd. Niech F = {f, : « < |F|}. Konstruujemy {A, : « < |F|} C P(w) taki, ze dla kazdego
« otrzymujemy:
1. {Ag: B <a} maJ"-FIP,
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2. fulAd €T

Zatozmy, ze Ag zostaly skonstruowane dla g < «. Mamy dwa przypadki.

Przypadek 1. Jezeli istnieje F € [a]~“ taki, ze fu[N{Ap : B € F}] € Z, wtedy bierzemy
Ay =N{Ap: B € F}.

Przypadek 2. Zatozmy, ze fu[{Ap : B € F}| ¢ T dla kazdego F € [a]=“. Skoro |a| <
|F| < fip(Z,T,F) i A= {Ag: B < a} maJ*-FIP, wtedy istnieje B € 7 taki, ze AU {f, [B]}
ma J*-FIP. Bierzemy A, = f;'[B], bo fu[As] = fulfi'[B]] C B € T.

Konstrukcja { A, : « < |F|} zostata zakonczona.

Skoro {Ay i a < |F|} ma JT-FIP to J* U{A,: a < |F|} ma J*t-FIP (w szczegdlnosci
ma SFIP). Zatem istnieje ultrafiltr ¢/ taki, ze 7* U {A, : « < |F|} C U (poniewaz rodzina J* U
{Ay : a < |F|} ma SFIP). Czyli U jest zadanym ultrafiltrem.

Dlaideatu Z na w i A C P(w) definiujemy

I(A)= {B gw:FG[i]<wB\UF€I}.

Zauwazmy, ze albo Z(A) = P(w) albo Z(A) jest ideatem generowanym przez Z U A. Drugi
przypadek zachodzi doktadnie, gdy w ¢ Z(.A). Ponizszy lemat pokaze, ze Z(.A) jest ideatem
generowanym przez 7 U A tez wtedy, kiedy rodzina {w\ A: A € A} ma Z"-FIP.

Lemat 3.13. Niech A C P(w). Rodzina {w\ A : A € A} ma Z*-FIP wtedy i tylko wtedy, gdy
w¢I(A).

Dowod. (=) Zatézmy, ze rodzina {w\ A : A € A} ma Z"-FIP. Wtedy dla kazdego n € w i
dowolnych Ag, A4, ..., A, € A dostajemy

N\ 4) =\ A ¢T

Zatem w ¢ Z(A).
(<) Zatdézmy, ze w ¢ Z(.A). Wtedy dla kazdego F € [A]<% otrzymujemy w \UF ¢ Z.
Wiec rodzina {w\ A: A€ A} maZ*-FIP.

O

Definicja 3.14. Niech F,G C w®, A < coraz Z, J bedg ideatami na w. Ponizej przez 7' ozna-
czaé bedziemy ideat.
1. Wprowadzamy

I<’},gj<:>< v (Jégj’:>< 3 (wQJ’(A)AISIJ’(A))>>>-
J'CP(w) A€[P(w)] <

2. Definiujemy
w(Z,F,J,G) = min ({A <c¢: 7 f/\]:,g j} U {c*}) _

Nastepujace twierdzenie dostarcza nam podstawowego narzedzia do udowodnienia (przy
zatozeniu CH), kiedy istnienie Z-ultrafiltrow, ktére nie sg J-ultrafiltrami jest rownowazne Z £k 7.
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Twierdzenie 3.15. Ponizej przez U oznaczamy ultrafiltr. Jezeli G zawiera identyczno$¢, wiedy

WZ,F,J,6)>|F| <= 3 I&rU'ANT<gU".
UCP(

w)

Dowod. (<) Jezeli U jest ultrafiltrem takim, ze T £r U* | J <g U*, wtedy J' = U* jest
maksymalnym ideatem <g-powyzej J, ktéry jest Swiadkiem na 7 ﬁ}/g J dla kazdego A < ¢
(skoro J' jest maksymalny i jezeli w ¢ J'(A), to otrzymujemy A C J’/, wiec J' = J'(A)).
Zatem u(Z, F,J,G) = ¢t > | F|.

(=) Jezeli w(Z,F,J,G) > |Fl, to T £, J. Wiec istnieje ideat 7' taki, ze J <g J’
iZ &7 J'(A) dla kazdego A € [P(w)]</! takiego, ze w ¢ J'(A) .

Niech F = {f, : « < |F|}. Konstruujemy ciag (A, : « < |F|) podzbioréw w taki, ze dla
kazdego « mamy:

1. {w\ Ag: B <a}ma(J)"-FIP,
2. falw\ A4] € T.

Zatozmy, ze Ag zostaly skonstruowane dla B < «. Niech A = {Agz : B < a}. Skoro
{w\ Ag : B < a} ma (J')"-FIP, wigc w ¢ J'(A). Z tego, ze |A| < |a| < |F|, otrzymujemy
T £7x J'(A). Zatem istnieje B € (J'(A))" taki, ze fy[B] € Z. Wtedy bierzemy A, = w \ B
i konstrukcja (A, : & < | F|) zostata ukonczona.

Skoro {w\ Ay : a < |F|} ma (J’)*-FIP, torodzina (7')* U{w\ Ay : & < |F|} ma (J')"-
FIP (w szczegdlnosci ma SFIP). Zatem istnieje ultrafiltr I taki, ze (J')* U{w \ Ap: & < |F|} CU
(poniewaz rodzina (J')* U{w \ As : &« < |F|} ma SFIP). Wtedy U jest zadanym ultrafiltrem.

Whiosek 3.16. Niech Z i 7 bedg ideatami na w.
1.2 Abw o T (L Aigwpinq J UD T Al 4 J) wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje Z-ultrafiltr,
ktéry nie jest 7 -ultrafilirem (stabym 7-ultrafiltrem lub J-punktem).

2. T Afin-1fin1 J (T Zfin_11-1 J) Wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje staby Z-ultrafiltr, ktory
nie jest stabym 7 -ultrafiltrem (7 -punktem).

3. T A{_ 1,1 J wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje Z-punkt, ktory nie jest J-punktem.

Dowdd. Niech F,G C w®. Na poczatku zauwazmy, ze moc zbioru wszystkich funkcji (dowolnych,
Fin — 1, r6znowartos$ciowych) wynosi c i jezeli Z j},g J dla liczby kardynalnej A, wtedy dla kazdej
k takiej, ze A < x < ¢ mamy 7 <% - J. Udowodnimy podpunkt 1. - dowody podpunktow 2. i 3. sa
analogiczne.

(=) Zaktadamy, ze 7 ﬁfuw/ww J ﬁfow,Fiml J lub 7 ﬁfaw,kl J). Wtedy z aka-
pitu powyzej wiemy, ze T Alw o J (T Alwping J Wb T A}u | J)da A < c Zatem
w(Z,F,J,G) = ¢t > ¢ dla odpowiednich rodzin F i G. Stosujac Twierdzenie 3.15, otrzymuje-
my Z-ultrafiltr, ktéry nie jest J-ultrafiltrem (stabym 7 -ultrafiltrem lub 7 -punktem).

(<) Zatézmy, ze istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie jest J-ultrafiltrem (stabym J-ultrafiltrem
lub J7-punktem). Stosujac Twierdzenie 3.15 dostajemy, ze u(Z, F,J,G) > ¢ dla odpowiednich
rodzin F i G. Zatem u(Z, F,J,G) = ¢, wiec z definicji liczby uw(Z, F, J,G) dla odpowiednich
rodzin 7 i G, uzyskujemy Z Afw o J (L Aiwpin1 J WD L Afwq 1 T
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Uwaga 3.17. Zauwazmy, ze 7 <g J implikuje Z <{. o J. Jakkolwiek, odwrotna implikacja nie
zachodzi w ogélnoéci. Wiemy, ze Fin? £k conv [43, str. 837], ale Fin?
FinZ-ultrafiltry, conv-ultrafiltry i P-punkty sa tym samym pojeciem (Twierdzenie 3.4(1.)).

= ow o conv zachodzi, bo

Twierdzenie, ktore teraz podamy bedzie tgczyto dwa niezmienniki kardynalne wprowadzo-
ne powyzej.

Twierdzenie 3.18. Jezeli G zawiera identyczno$¢, wtedy albo fip(Z, 7, F) = w(Z, F,J,G) = ¢t
albo
flp(I/j/‘F) < U(I,.F,j,g).

Dowod. Zatozmy, ze fip(Z, J, F) < c*. Pokazemy, ze T £*¢"7) 7. Niech 7' = 7. Bierzemy
dowolng rodzing A C P(w) taka, ze |A| < fip(Z, T, F)iw ¢ J'(A). Definivjemy B = {w\ A :
A € A}. Wiedy B ma J+-FIP i |B| < fip(Z, 7, F), wiec dla kazdego f € F istnieje C € 7 taki,
ze BU{f![C]} ma J*-FIP. W szczegolnosci f1[C] & J'(A). Zatem Z £ J'(A).

Jezeli fip(Z,J,F) =ct,t0 T ﬁ}g J dla kazdego A < ¢, wigc u(Z, F, J,G) = ¢*.

d

Twierdzenie 3.19. Niech F C w® i Z, J bedg ideatami na w takimi, ze Z jest gesty oraz Z £ r
Jpa dla wszystkich A ¢ 7. Wtedy:

1. p(J) <fip(Z, 7, F).

2. add’(7) < fip(Z, T, F).

Dowdd. 1. Niech A bedzie rodzing majaca J " -FIP i taka, ze | A| < p(J). Wtedy istnieje C ¢ J
taki, ze C C7 A dla kazdego A € A. W szczegélnoéci C C7 NF dla kazdego F € [A]<.
Niech f € F. Skoro T £ Jjc, to istnieje D C C, D ¢ J taki, ze f[D] € 7. WeZmy B = f[D]
i zauwazmy, ze dla kazdego F € [A]<¢ otrzymujemy NFN f~'[B] 2 NFND ¢ J (poniewaz
D\NF C C\NFe JiD = (D\NF)U(DNNF) ¢ J). To znaczy, ze AU {f1[B]} ma
JT-FIP, wiec |A| < fip(Z, T, F).

2. Niech A bedzie rodzing majaca J*-FIP i taka, ze | A| < add"(Z). Ustalmy f € F.

Jezeli istnieje n € w taki, ze {f1[{n}] }UA ma J*-FIP, wtedy |A| < fip(Z, T, F)
i dowod jest zakoriczony. W przeciwnym przypadku { f~1[{n}]} U .A nie ma J "-FIP dla kazdego
n € w. Dla kazdego F € [A]<% definiujemy

Yf={new: fmInNFeT} i ¥f=w\Yf.

Wybieramy zbiér B € 7 w nastepujacy sposob:
o Jezeli {f1[Yf]}uAma J-FIPwtedy A = f 1 [Yf]NNF & J.Skoro Z €5 Jja, to
istnieje Br € T taki, ze

Br gf[f*l {Yﬂ mﬂp} c Yfmf[ﬂF}

FUBen (Y] 0N F) 2 g

o Jezeli {f~1 [YF]} UA maJ"-FIP, wtedy Y} jest nieskoriczony (poniewaz { f~1[{n}]} U A
nie ma JT-FIP dla kazdego n € w), wiec istnieje nieskonczony zbiér B C Y2P taki, ze
Br € T (gdyz T jest gesty).
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Te dwa przypadki wyczerpujg wszystkie mozliwosci. Jezeli nie zachodzi pierwszy przy-
padek, to istnieje skonczony zbior G C A taki, ze NG N f~! [Yf] € J. Wtedy dla kazdego
skonczonego zbioru H C A otrzymujemy

NHNf! [Yﬂ SOHNOGNf! {Yﬂ ¢J,

poniewaz

(NENNG)\ [ cne\ ] =Nenf [w\Y]|=Nenft[¥f] e,
wiec
(NHANG)\f [ ea

oraz

NHANG = ((NENNG)\ T [M])u((NENNG) nf [Y]) 2 7.

CzyliNHNf1[Yf] ¢ 7, zatem {f~1 [YS]} UA ma J*-FIP.

Skoro |[A]<“| < add(Z), to istnieje B € T taki, ze B \ B jest skonczony dla kazdego
F € [A]=“. Twierdzimy, ze {f![B]} U.A ma JT-FIP (jezeli tak jest, to [A| < fip(Z, T, F’)
i dowdd bedzie zakonczony).

Bierzemy F € [A]<“. Mamy dwa przypadki.

Przypadek 1. Rodzina {f~! [Y{]} U.A ma J-FIP,

Wtedy f~'[Bg] "N F ¢ J. Co wigcej, Br \ B jest skonczony i f~1[{n}]NNF € J da
kazdego n € B\ B (gdyz B C f [f [YF]] € Y{), wiec f1[Br\ BN NF € J. Zatem

fUBINOF2 f ' BenBIN(F¢J,

bo
FUBEINF=f'[(Be\B)U (BeNB)|N(F =

= (FBe\BINOF) U (F I BrnBINE) £ T

f'Br\BIN(FeJ.

Przypadek 2. Rodzina {f~! [Yf]} U.A ma J-FIP,

Wtedy Br jest nieskonczony, wiec Br N B # @, poniewaz Br \ B jest skonczony. Bierzemy
n € BpN B. Dostajemy f~![{n}]NNF & J (bon € B CYL)if Bl 2 f'[{n}] (gdyz n € B).
Zatem f~'[B]NNF ¢ J, poniewaz f'[BJNNF 2 f'[{n}]NNF ¢ J.

Jako prosty wniosek uzyskujemy wynik z pracy [25].

Whiosek 3.20 ([25, Proposition 2.3]). Zat6zmy, ze p = c. Istnieje Z-ultrafiltr dla kazdego gestego
ideatu 7.

Dowdd. Skoro p(Fin) = p (ze Stwierdzenia 3.7(1.)) i Z £k Fin = Fin; 4 dla kazdego A ¢ Fin (bo
ideat 7 jest gesty), to wystarczy zastosowac Twierdzenia 3.12i 3.19(1.).
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3.6. Zwigzek porzadku z poprzedniego podrozdziatu z porzadkiem Katétova

W tym podrozdziale sprawdzimy, co wspdlnego maja: porzadek Katétova, porzadek zdefi-
niowany w poprzednim podrozdziale i Z-ultrafiltry. Nastepujacy wynik przy zatozeniu CH dostarcza
warunkow wystarczajgcych dla niektérych ideatéw do uzyskania rownowaznoéci: Z £x J wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje Z-ultrafiltr, ktéry nie jest 7 -ultrafiltrem.

Twierdzenie 3.21. Zat6zmy, ze zachodzi CH. Niech Z bedzie gestym ideatem i J bedzie P* (7 )-
ideatem.
1. Jezeli J jest <k-jednorodny, wtedy nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) &k J.
b) T Al o J-
¢) I 24w pin—1J-
d) T Ay 1 J-
e) Istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie jest J-punktem.
f) Istnieje Z-ultrafiltr, ktéry nie jest stabym 7 -ultrafiltrem.
g) Istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie jest J-ultrafiltrem.

2. Jezeli J jest <gp-jednorodny, wtedy nastepujgce warunki sg rbwnowazne:
a) Z &g J-
b) T Afin—1,pin-1 J-
) Z Afin101 7
d) Istnieje staby Z-ultrafiltr, ktory nie jest J-punktem.
e) lIstnieje staby Z-ultrafiltr, ktory nie jest stabym 7-ultrafiltrem.

3. Jezeli J jest <p-jednorodny, wtedy nastepujace warunki sg rownowazne:
a) Z£pJ.
b) TA1 1117
c) Istnieje Z-punkt, ktéry nie jest J-punktem.

Jezeli J jest F, ideatem, to CH moze zosta¢ zastgpione zatozeniemp = cw 1., 2. i 3..

Dowdd. 1. Zauwazmy, ze rbwnowaznosci: e) <= d), f) < ¢), g§) < b) i implikacje: d) —-
¢), ¢) = b), b) = a) otrzymujemy, uzywajac Wniosku 3.16 i Uwagi 3.17. Dowdd zostanie
zakonczony poprzez pokazanie, ze Z «x J implikuje istnienie Z-ultrafiltru, ktory nie jest J-
punktem.

Zatozmy, ze T £x J. Skoro J jest <i-jednorodny, to uzyskujemy Z £k J;4 dla wszyst-
kich A ¢ J. Twierdzenie 3.19 daje nam fip(Z, 7, w®) > p(J). Dlatego, ze 7 jest P* (7 )-ideatem,
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to p(J) = wy (przez Stwierdzenie 3.7(3.)). Zatem uzywajac CH i stosujac Twierdzenie 3.12, uzy-
skujemy Z-ultrafiltr, ktéry nie jest 7-punktem.

Dowody punktdéw 2. i 3. sg bardzo podobne do dowodu poprzedniego punktu, gdyz mo-
zemy sprawdzi¢, ze 7 ﬁlginfl,Finfl JZ ﬁLMfl J) implikuje Z €xg J (Z £p J).

Dla J bedacego F, ideatem teza wynika z dowodéw 1., 2., 3. i faktu, ze p(J) > p dla
F, ideatéw (Twierdzenie 3.10).

3.7. Maksymalne ideaty
W tej czesci przedstawimy nastepujgcy wynik dla ideatow maksymalnych.

Twierdzenie 3.22. Niech 7 bedzie maksymalnym ideatem na w. Jezeli F C w® zawiera iden-
tyczno$¢, wiedy
fip(Z, Fin, F) = x(Z7),
gdzie
X(Z*) :min{|B| :BCI*A ¥V 3 BCY A}.
A€l* BeB

Dowéd. Na poczatku pokazemy, ze fip(Z, Fin, F) > x(Z*). WeZmy rodzine .A majaca SFIP i ta-
ka, ze |A| < x(Z*). Niech f € F. Mamy dwa przypadki.

Przypadek 1. Istnieje F € [A]<“ taki, ze f [ F] € Z. Wtedy wezmy B = f [ F| i zauwaz-
my, ze NG N f~1[B] 2 NGNNF ¢ Fin dla kazdego G € [A]<“. Zatem fip(Z, Fin, F) > | A|.

Przypadek 2. Dla kazdego F € [A]<“ mamy f [N F] ¢ Z. Z tego, ze T jest maksymalny,
dostajemy f [N F] € Z* dla kazdego F € [A]<“. Zauwazmy, ze x(Z*) jest nieskoficzona. Skoro
Al < x(Z%), to |[A]=¥| < x(Z*). Zatem istnieje C € Z* taki, ze f[NF] £* C dla kazdego
F € [A]<“. Wtedy bierzemy B = w \ C. Dlatego, ze NFN f~1[B] = NF\ f![C] dla kazdego
Fe A< o [NENfBI = [f[NF\fC | > |f [NF]\ C| = w. Wigc fip(Z, Fin, F) > | Al.

Zatem fip(Z, Fin, F) > x(Z%).

Teraz pokazemy, ze fip(Z,Fin, F) < x(Z*). Ustalmy G C Z* taki, ze |G| < fip(Z, Fin, F).
Skoro G ma SFIP i |G| < fip(Z,Fin, F), to dla identycznosci f € F mozemy znalez¢ B € 7 taki,
ze GU{B} = GU{f![B]} ma SFIP. Niech C = w \ B. Wtedy C € Z* i dla kazdego G € G mamy
|G\ C| =|GNB| =w,wiec G £* C. Zatem x(Z*) > |G|. Z tego fip(Z, Fin, F) < x(Z*).

Ponownie jako prosty wniosek otrzymujemy inny wynik z pracy [25].

Whiosek 3.23 ([25, Proposition 2.1]). Istnieje Z-ultrafilir dla kazdego maksymalnego ideatu 7 ta-
kiego, ze x(Z*) = «.

Dowdd. Teza wynika z Twierdzen 3.12i 3.22.
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3.8. P-punkty, ktore nie sg 7 -ultrafiltrami

Zwrécimy teraz uwage na takie ideaty 7, dla ktérych istniejg P-punkty, ktére nie sa J-
ultrafiltrami. Zaczynamy od natychmiastowych konsekwencji naszych poprzednich wynikéw.

Stwierdzenie 3.24. Zat6zmy, ze zachodzi CH. Niech 7 bedzie P* (7)-ideatem, ktéry jest <x-
jednorodny. Wtedy nastepujace warunki sg rownowazne.
1. Fin? £x J.

2. Istnieje P-punkt, ktéry nie jest 7-punktem.
3. Istnieje P-punkt, ktéry nie jest stabym 7 -ultrafiltrem.

4. Istnieje P-punkt, ktéry nie jest 7 -ultrafiltrem.
Jezeli J jest F;, wtedy warunek CH moze by¢ zastapiony przez zatozenie p = .

Dowdd. Teza wynika z Twierdzen 3.21 i 3.4(1.).

d

Chociaz zatozenia o ideale J w powyzszym wniosku wydajg sie mocne, to wniosek ma
zastosowanie, na przykltad dla ideatow J = EDgn i J = W (przez Stwierdzenia 3.6(1.), 3.5
i 3.3(3.)). Jakkolwiek, nie mozemy usunaé zatozen o ideale 7 w ogélnosci. Wiadomo, ze Fin? £k
conv ([43, str. 837]), ale wszystkie P-punkty (to znaczy Fin?-ultrafiltry) sg conv-ultrafiltrami przez
Twierdzenie 3.4(1.). Niemniej jednak w Twierdzeniu 3.26 pokazemy, ze zatozenia o ideale J moga
zostaé usuniete, jezeli zamienimy porzgdek Katétova <x na wtasno$¢, ze J moze by¢ rozszerzo-
ny do PT-ideatu. Aby to pokaza¢, bedziemy potrzebowaé nastepujgcego wyniku o PT-ideatach.

Lemat 3.25. Niech Z i J bedg ideatami na w.
1. Jezeli T <x J i J jest PT-ideatem, wtedy Z moze by¢ rozszerzony do PT-ideatu.

2. Jezeli J jest PT-ideatem i A C P(w) jest przeliczalng rodzing taka, ze w ¢ J(A), wtedy
J(A) jest P*-ideatem.

3. Jezeli J nie jest P*-ideatem, wtedy istnieje przeliczalna rodzina A C P(w) taka, ze w ¢
J(A)iFin® <x J(A).

Dowod. 1. Niech f : w — w bedzie taka, ze f~![B] € J dla kazdego B € Z. Niech K = {B C
w: f~1B] € J}. Zauwazmy, ze K jest ideatem i Z C K. Pokazemy, ze K jest P*-ideatem. Niech
{By:n€w} CK"iB, DB, dlakazdegon € w. Wtedy f1[B,] € J" i f1[Bs] 2 f ![By11]
dla kazdego n € w. Skoro J jest P*-ideatem, to istnieje A ¢ J taki, ze zbiér A\ f~1[B,] jest
skonczony dla kazdego n € w. Dostajemy B = f[A] ¢ K (bo J+ > A C f~1[f[A]] = f'[B])
i B\ By jest skoficzony dla kazdego n € w (albowiem B\ B, = f[A]\ B, C f[A\ f![By]] € Fin,
gdyz A\ f~1[B,] € Fin).

2. Niech A = {A, : n € w} bedzie taka, ze w ¢ J(A). Wezmy {B, : n € w} C J(A)™,
B, 2O B,41 dla kazdego n € w i definiujemy Cyp = w i

Cnt1 = By \ U Aj
i<n

dlan € w. Wtedy C,, ¢ J (A) (wiec réwniezC, ¢ J)iC, 2 C,,1 dlakazdego n € w. Skoro J jest

P*-ideatem, to istnieje C’' ¢ J taki, ze C’ \ C, jest skonczony dla kazdego n € w. Zdefiniujmy
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C=C'NCizauwazmy, ze C ¢ J, gdyz C'\ C = C’\ C; jest skonczony (bo C" = (C'\ C)UC
iC' ¢ J). Pokazujac, ze C ¢ J (A), zakonczymy dowéd (gdyz C \ B, C C\ C, € Fin dla kazdego
n € w). Przypusémy, ze C € J(A). Wtedy istnieje n € w taki, ze

C\ U A e J.
i<n
Co wiecej
Cn | A; € Fin,
i<n
bo

cn UAi CC\Cyi1 CC'\Cyy € Fin.
<n
Zatem C € 7, wiec otrzymujemy sprzecznosé.
3. Skoro 7 nie jest P*-ideatem, to istnieje malejacy ciag (B )ne zbiordw nienalezacych
do 7 taki, ze jezeli X \ B, € Fin dla kazdego n € w, wtedy X € J. Niech Ag = w\ Bpi A, 1 =
By \ B,1 dla wszystkich n € w. Zauwazmy, ze

UAi:w\Bngj*/

i<n

wiec w ¢ J ({Ay : n € w}). Co wigcej, réznowartosciowa funkcja f : w — w? taka, ze f[A,] C
{n} x w éwiadczy o Fin? <x J ({A, : n € w}) - wykorzystujac fakt, ze ciag (B,,)ncw jest wiad-
kiem na to, ze J nie jest PT-ideatem.

Twierdzenie 3.26. Niech J bedzie ideatem na w.
1. Nastepujace warunki sg rownowazne:

a) J jest rozszerzalny do P*-ideatu.
b) Fin® Aok, 1 J.
c) Fin? ﬁﬂd,ﬁnq J.
d) Fin® 27 o J.
2. Zakitadajac, ze zachodzi CH, powyzsze warunki sg réwnowazne nastepujacym warunkom:
e) lIstnieje P-punkt, ktory nie jest J-punktem.
f) Istnieje P-punkt, ktdry nie jest stabym 7 -ultrafilirem.
g) Istnieje P-punkt, ktéry nie jest J-ultrafiltrem.

3. Jezeli J jest borelowskim ideatem, wtedy zatozenie, ze zachodzi CH w 2., moze zosta¢
zastgpione zatozeniem p = c.

Dowdd. 1. (a) = b)) Niech 7' 2> J i J’' bedzie P*-ideatem. Z Lematu 3.25(2.), J'(A) jest
P*-ideatem dla kazdej przeliczalnej rodziny A C P(w) takiej, ze w ¢ J'(A). Przez Stwierdzenie
3.3(3.) otrzymujemy Fin® £x J'(A). Zatem Fin® A.%, | | J.

Mozna zauwazy¢, ze implikacje (b) = ¢)) i (c) = d)) zachodza.
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w®
dla kazdej przeliczalnej rodziny A C P(w) takiej, ze w ¢ J'(A). J' jest PT-ideatem przez
Lemat 3.25(3.), zatem J moze by¢ rozszerzony do PT-ideatu, co wynika z Lematu 3.25(1.).

2. (b) = e)) Zaktadajac CH, teza wynika z Wniosku 3.16(1.) i Twierdzenia 3.4.

Mozna zauwazy¢, ze implikacje (e) = f)) i (f) = g)) zachodza w ZFC.

(g9) = a)) Bierzemy P-punkt U, ktéry nie jest J-ultrafiltrem (to znaczy J <x U¥).
Wtedy U/* jest PT-ideatem (bo U jest P-punktem), wiec J moze by¢ rozszerzony do P*-ideatu

(d) = a)) Skoro Fin® AL . J, to istnieje J' taki, ze J <x J'iFin®> £x J'(A)

przez Lemat 3.25(1.). (Zauwazmy, ze ten argument dziata w ZFC).

3. Biorgc pod uwage, ze jedynie dowod implikacji (b) = e€)) nie zostat przedstawio-
ny w ZFC i (a) <= b)) zachodzi w ZFC, potrzebujemy pokaza¢ (a) = e€)) zaktadajac p = ¢
z J bedacym ideatem borelowskim.

Zatozmy, ze p = c i J jest borelowskim ideatem, ktéry moze by¢ rozszerzony do P*-
ideatu. Wiemy, ze jezeli borelowski ideat moze by¢ rozszerzony do PT-ideatu, wtedy moze byé
rozszerzony do F, ideatu (zobacz [60, Theorem 3.2.7] lub [44, Corollary 3.7]). Niech J bedzie
F, ideatem takim, ze 7 C J. Ideat J), jest F, ideatem dla kazdego A ¢ J. Zatem Fin? i
jrA dla kazdego A ¢ T przez Stwierdzenie 3.3(3.). Z Twierdzen 3.19, 3.18 i 3.10, otrzymujemy
u(Fin%, w®, 7,1 —1) > ¢ = |w®|. Z Twierdzenia 3.15, uzyskujemy Fin?-ultrafiltr (zatem P-punkt
przez Twierdzenie 3.4(1.)), ktory nie jest 7-punktem (wiec nie jest 7-punktem).

a

Stwierdzenie 3.27. Jezeli J ¢ FinBW, wtedy kazdy P-punkt jest J-ultrafiltrem. W szczegdl-
nosci, kazdy P-punkt jest Z;-ultrafiltrem, Z,,-ultrafiltrem i L-ultrafiltrem (zauwazmy, ze przypadki
Z,; i L byly wcze$niej udowodnione w inny sposob w [33, Proposition 2.3.3 i str. 25]).

Dowdd. Niech U/ bedzie P-punktem i zatézmy, ze U nie jest J-ultrafiltrem, to znaczy J <y U*.
Skoro J ¢ FinBW, wtedy conv <x J ([60, Section 2.7], zobacz takze [4, Proposition 6.4]). Zatem
conv <g U*, wiec U nie jest P-punktem z Twierdzenia 3.4(1.). Sprzecznosc¢.

d

Wiadomo z [21, Proposition 3.4 i 4.1], ze dla kazdego ideatu 7, ktéry moze by¢ rozsze-
rzony do F; ideatu mamy 7 € FinBW . Dla analitycznych P-ideatéw 7 € FinBW jest rownowazne
rozszerzalnosci J do F, ideatu ([4, Proposition 6.5]). HruSak zapytat w [42, Question 5.16] czy
to samo zachodzi dla wszystkich borelowskich ideatéw, ale odpowiedz na jego pytanie jest nega-
tywna, jak pokazat Kwela ([56, Theorem 3.4]).

W dalszej czesci pracy bedziemy wykorzystywac ponizsze twierdzenie piszgc zamiennie
MAprzeliczulny icov(M) =

Twierdzenie 3.28 ([9, Theorem 7.13]). MAzcticzainy j€St rownowazny cov(M) = c.
Twierdzenie 3.29. Jezeli J jest F, ideatem i Z nie jest stabym P-ideatem, wtedy
cov(M) < fip(Z, T, F)
dla kazdego F C wv.
Dowodd. Niech ¢ bedzie dolnie poéiciagta podmiarg taka, ze J = Fin(¢), a A bedzie rodzing

majaca J *-FIP i taka, ze | A| < cov(M). Ustalmy f € F.
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Skoro Z nie jest stabym P-ideatem, to istnieje rodzina {B], : n € w} C 7 taka, ze dla
kazdego B ¢ 7 istnieje n € w takie, ze |B], N B| = w. Definiujemy zbiory B, dla kazdego n € w
w nastepujacy sposob: By = B U {0},

Buy1= (B U{n+1})\ U B.
k<n

Zbiory B, dla kazdego n € w nalezg do ideatu Z oraz tworzg partycje zbioru w (kiedy B, = @,
to nie bierzemy go pod uwage i przenumerowujemy wszystkie niepuste B,). Jezeli B ¢ Z, to
|BN B),| = w dla pewnego n € w, wiec w = [BNB),| < |BNBy|+ |BNBy|+ ...+ |BNBy,| (bo
B;, € ByU...UBy), czyli istnieje k < n takie, ze |[BN By| = w.

Dla kazdego n € w definiujemy C, = f~'[B,]. Mamy dwa przypadki.

Przypadek 1. Istnieje n € w takie, ze N\FNC, ¢ J dla kazdego skonczonego zbioru
F C A. Bierzemy C = B,. Skoro C € Zi AU {f![C]} ma J*-FIP, to |A| < fip(Z, T, F), wigc
dowdd jest zakonczony w tym przypadku.

Przypadek 2. Dla kazdego n € w istnieje skonczony zbiér F C A taki,ze N\FNC, € J.

Definiujemy zbiér czesciowo uporzadkowany (IP, <) w nastepujacy sposob:

P = {(H,n) €w*“xw:HC C,}
i<n
i (H1,n1) < (Hp,np) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzg warunki:
1. Hy 2 Hp,
2. ny = ny,
3. max Hy < min(H; \ Hy) [przyjmujemy, ze max® = —1i min® = w],

4.
(HH\H)n |J G =2.
i<np
Pokazemy, ze zbiér P jest czeSciowo uporzgdkowany. Sprawdzamy przechodnios¢ (mozna za-
uwazyé, ze zwrotno$¢ i antysymetryczno$¢ zachodza). Niech (Hy,n1), (Ha, n2), (Hs, n3) € P be-
da takie, ze (Hy,n1) < (Ha,n2), (Ha,n2) < (Hs,n3). Mamy pokazaé, ze (Hy,n1) < (Hs, ns).
Otrzymujemy:
e Hy 2 Hy O Hs,

e 11 = Ny = N3,

e max H3 < min(H; \ H3), bo max H3 < max H, < min(H; \ Hp), max H3 < min(H, \ H3)
i H; \Hg = (Hl \Hz) U (Hz \ H3), WiQC min(H1 \Hg) = min {min(H1 \ Hz), min(Hz \ Hg)},

(Hi\H3)N |J Ci=((H\H)U(H\H3))n |J Ci =

i<ng i<ng

=((H1\H2)ﬂ U Ci)U((Hz\H3)ﬁ U Ci):@u@:@

i<ng i<ng

Definiujemy zbiory
1. Dpny = {(H,n) € P: ¢ (NFNH) > N} dla kazdego skonczonego zbioru F C Ai N € w,

2. Ex ={(H,n) € P:n >k} dlakazdego k € w.
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Sprawdzimy, ze te zbiory sg geste w (P, <).
Na poczatku pokazemy, ze zbiory Dr n sa geste. Bierzemy (H,n) € P. Wiemy, ze dla
kazdego i < n istnieje skofnczony zbior F; C A taki, ze NF,NC; € J. Skoro A ma J*-FIP, to

X=(NENNF¢J.

i<n
Zauwazmy, ze
X\ <U CiU{O,l,...,maxH}> ¢J,
i<n
poniewaz od X ¢ J odejmujemy zbiér skonczony i skofnczong sume zbiorow C;, dla ktérych
mamy
CNXC CiﬂﬂFi eJ.

Zatem istnieje skonczony zbiér

H C X\ <U G U {0,1,...,maxH}>
i<n

taki, ze p(H') > N.Bierzemy G=HUH'im =max ({i € w: GNC; # @} U {n}) (m jest dobrze

zdefiniowane, bo zbiory C; tworzg partycje). Zauwazmy, ze (G,m) € P. Takze (G,m) € Drn,

gdyz ¢ (NFNG) > ¢ (NFNH') = ¢(H') > N, poniewaz

H' C X\ <U CiU{O,l,...,maxH}> .
1<n
Skoro (G,m) € Dpn i (G,m) < (H,n), wiec zbiory Dr v sa geste.
Teraz pokazemy, ze zbiory E; sg geste. Bierzemy (H,n) € P. Niech G = Him =
max{n,k+ 1}. Skoro (G,m) € P, (G,m) € Ei (G,m) < (H,n), to zbiory E; sa geste.
NiechID = {Dp N : |F| <00, FC A N € w}U{E:k € w}.
Z tego, ze P jest przeliczalny i |D| < cov(M), dostajemy filtr G C P taki, ze GN D # @
dla kazdego D € ID (wykorzystujgc Twierdzenie 3.28).
Definiujemy B = f[A], gdzie

A:U{He[w]<‘*’: 3 (H,n)eg}.

new

Jezeli pokazemy, ze B € Zi AU {f'[B]} ma J*-FIP, wtedy |A| < fip(Z, T, F), czyli dowdd
bedzie zakonczony.

Na poczatku pokazemy, ze AU {f~1[B]} ma J*-FIP. Wezmy skonczony zbiér F C A.
Niech N € w. Skoro G przecina kazdy zbiér gesty z ID niepusto, to istnieje (H,n) € G N Dg .
W szczegolnosci H C Ai ¢ (NFNH) > N.Ztego,ze A C f~'[B], mamy ¢ (N\FN f~1[B]) > N.
Poniewaz N byto dowolne, otrzymujemy ¢ (N F N f~1[B]) = oo, wiec N\FN f~1[B] ¢ J.

Na koniec pokazemy, ze B € Z. Jezeli udowodnimy, ze A N C; jest skohczony dla kaz-
dego k € w, wtedy B N B, bedzie skohczony dla kazdego k € w. Zatem B € Z (bo (By)new byt
Swiadkiem na to, ze Z nie jest stabym P-ideatem).

Bierzemy k € w. Skoro G przecina kazdy zbiér gesty z ID niepusto, to istnieje (H,n) €
G N Ei. Twierdzimy, ze AN C, C H (w szczegolnosci A N Cy. jest skonczony).

Bierzemy a € AN Cy. Wtedy istnieje (G, m) € G taki, ze a € G. Skoro G jest filtrem, to
istnieje (K, 1) € G taki, ze (K,I) < (H,n) i (K,1) < (G,m). Mamy dwa przypadki.
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Przypadek 1. Zatézmy, ze m < k. Z tego, ze (G, m) € P dostajemy

G g U Ci/
i<m
zatem a ¢ C; (bo zbiory C; tworzg partycje). Sprzecznos$é, wiec ten przypadek jest niemozliwy.
Przypadek 2. Zat6zmy, ze m > k. Skoro (K,I) < (H,n), to

(K\H)nJ G =2.
i<n
Wiedzac, ze (H,n) € Ei, otrzymujemy n > k. Zatem (K\ H) N C, = @. Przypu$cmy, ze a ¢ H.
Skoroa € G C K,toa € K\ H. Z tego, ze a € Ci, otrzymujemy a € (K\ H) N C,. Sprzecznos¢.

|

Nastepujacy wniosek stanowi rozszerzenie [25, Theorem 3.1], gdzie autorka udowodnita,
ze zaktadajac cov(M) = ¢ istnieje P-punkt, ktéry nie jest 7-ultrafiltrem dla kazdego F, ideatu 7.

Whniosek 3.30. Zatézmy, ze cov(M) = c. Jezeli ideat J moze by¢ rozszerzony do F, ideatu
(w szczegolnosci, jezeli J jest analitycznym P-ideatem z wlasnos$cig FinBW) i Z nie jest stabym
P-ideatem, wtedy istnieje Z-ultrafiltr, ktéry nie jest J-punktem. W szczegblnosci istnieje P-punkt,
ktory nie jest J-punktem.

Dowod. Niech K bedzie F, ideatem takim, ze J C K. Z Twierdzen 3.12 i 3.29, wiemy, ze istnieje
ultrafiltr U taki, ze Z £x U* i K C U*. Wtedy J C U*, wiec U nie jest J-punktem. Pierwsza
czes¢ ,w szczegolnosci” wynika z faktu, ze kazdy analityczny P-ideat z wlasnoscig FinBW moze
by¢ rozszerzony do F, ideatu (zobacz [21, Theorem 4.2]). Druga cze$¢ ,w szczegodlnosci” wynika
z tego, ze ideat Fin? nie jest stabym P-ideatem i Fin?-ultrafiltry sg tym samym co P-punkty (zobacz
Twierdzenie 3.4(1.)).

d

Uzywajac powyzszego wniosku, widzimy, ze istnieja P-punkty, ktore nie sg 7 -punktami
(zauwazmy, ze ten konkretny przyktad powyzszego wniosku dla 7 -ultrafiltru byt wczesniej udo-
wodniony w [25, Theorem 3.4]).

3.9. Z-ultrafiltry, ktore nie sq P-punktami

W tym podrozdziale interesujg nas takie ideaty Z, dla ktérych istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie
jest P-punktem. Okaze sie, ze takie ideaty mozna scharakteryzowaé za pomocg porzadku Katéto-
va. Jednak zaczniemy ten rozdziat od kilku warunkéw wystarczajgcych na istnienie Z-ultrafiltru,
ktory nie jest P-punktem. Wyniki z tego podrozdziatu w potgczeniu z wynikami z poprzedniego
podrozdziatu dadzg nam charakteryzacje ideatéw borelowskich Z, dla ktérych pojecia P-punktu
i Z-ultrafiltru sg tym samym.

Twierdzenie 3.31. Niech F C w* i T bedzie ideatem na w. Jezeli Z £ Fin’ i T jest gestym
ideatem (w szczegolnosci, jezeli Z jest gestym P-ideatem), wtedy

max{add’(Z),w;} < fip(Z, Fin?, F).
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Dowod. Teza wynika z Twierdzen 3.8, 3.19 i Stwierdzenia 3.5. Czg$¢ ,w szczegdlnosci” dodat-
kowo wykorzystuje Stwierdzenie 3.3(5.).

Whiosek 3.32. Niech 7 bedzie ideatem na w. Zatézmy, ze max{add (Z),w;} = c.
1. Jezeli T g Fin? (I £xp Fin? lub Z £p Fin?), wtedy istnieje Z-ultrafiltr (staby Z-ultrafiltr lub
Z-punkt), ktéry nie jest P-punktem.

2. Jezeli 7 jest gestym P-ideatem, wtedy istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie jest P-punktem.

Dowod. Zauwazmy, ze gdy ideat Z nie jest gesty, to 7 <x Fin?, wiec teza wynika z Twier-
dzen 3.31, 3.12i 3.4(1.).

O

Nastepujacy wynik charakteryzuje ideaty Z, dla ktérych istnieje Z-ultrafiltr, ktéry nie jest
P-punktem.

Twierdzenie 3.33. Niech Z bedzie ideatem na w. Zaktadajgc CH, nastepujgce warunki sg réw-
nowazne.
1. T £k Fin? (Z %xg Fin? lub Z £p Fin?).

2. Istnieje Z-ultrafiltr (staby Z-ultrafiltr lub Z-punkt), ktéry nie jest P-punktem.

Dowdd. (1. = 2.) Z Twierdzenia 3.8 wiemy, ze p(Fin?) = ¢ zaktadajgc CH. Zatem Whio-
sek 3.32 konczy dowod.
(2. = 1.) Teza wynika z Twierdzenia 3.4(1.).

O

W tym momencie jestesmy juz gotowi scharakteryzowac ideaty borelowskie Z, dla ktérych
pojecia P-punktu i Z-ultrafiltru sg tym samym.

Twierdzenie 3.34. Zat6zmy CH. Niech Z bedzie ideatem borelowskim. Nastepujgce warunki sg
rownowazne:
1. Pojecia P-punktu i Z-ultrafiltru sg tym samym (tzn. kazdy P-punkt jest Z-ultrafiltrem i kazdy
Z-ultrafiltr jest P-punktem),

2. T <x Fin?i 7 nie jest rozszerzalny do F, ideatu.
Dowdd. Przez [60, Theorem 3.2.7] borelowski ideat Z moze byé rozszerzony do P+ -ideatu wtedy

i tylko wtedy, gdy moze by¢ rozszerzony do ideatu typu F,. Zatem wystarczy zastosowac Twier-
dzenia 3.26 i 3.33.

a

Kolejne dwa wnioski nie sg nowe, jednak przedstawiamy je, aby pokaza¢, w jaki sposéb
mozna te wnioski wyprowadzi¢ z naszych wynikow. Pierwszy wniosek zaktadajac MA ;eliczainy
mozemy znalez¢ np. w pracy [47, Theorem 19.34].

Whiosek 3.35. Zat6zmy, ze zachodzi CH. Istnieje staby £ Dg;,-ultrafiltr, ktéry nie jest P-punktem
(istnieje Q-punkt, kt6ry nie jest P-punktem).
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Dowod. Teza wynika z Twierdzen 3.33, 3.4(2.) i Stwierdzenia 3.3(1.).

d

Whiosek 3.36 ([33, Proposition 2.1.14]). Zaté6zmy, ze zachodzi CH. Jezeli 7 jest gestym P-
ideatem, wtedy istnieje Z-ultrafiltr, ktéry nie jest P-punktem.

Dowéd. Teza wynika z Twierdzenia 3.33 i Stwierdzenia 3.3(5.).

d

W [25, Theorem 3.2] Flaskova wzmocnita Wniosek 3.36 zamieniajgc zatozenie o CH na
p = ¢. Jednak sposéb udowodnienia jej silniejszego wyniku rézni sie od dowodow, ktére prébowa-
lismy uchwyci¢ we wspdtczynniku kardynalnym fip(Z, 7, F). Ponizsze pytanie moze dziata¢ jako
test, czy liczba kardynalna fip(Z, 7, F) moze obja¢ wiecej przypadkéw, niz to do czego zostata
przygotowana.

Problem 3.37. Czy p = ¢ implikuje fip(Z, Fin?, w®) = ¢ dla kazdego gestego P-ideatu?

Z drugiej strony nasze wyniki dostarczajg innego wniosku, ktéry nie wynika z powyzszego
wniosku Flagkovej, bo jest niesprzeczne, ze add (Z1) = ¢ > w; ([38, Theorem 2.2]).

Whiosek 3.38. Jezeli 7 jest gestym P-ideatem i add*(I) = ¢, wtedy istnieje Z-ultrafiltr, ktéry nie
jest P-punktem.

Dowod. Teza wynika z Wniosku 3.32 i Stwierdzenia 3.3(5.).

3.10.  Q-punkty i Z-ultrafiltry

Ten podrozdziat jest odpowiednikiem poprzednich dwoch podrozdziatéw - zamiast P-
punktéw badamy Q-punkty.

W przypadku scharakteryzowania ideatéw Z takich, ze istnieje Z-ultrafiltr, kt6ry nie jest
Q-punktem, ponownie okaze sig, ze porzadek Katétova jest wtasciwym narzedziem. Zaczynamy
od warunkow wystarczajgcych na istnienie Z-ultrafiltru, ktéry nie jest Q-punktem.

Twierdzenie 3.39. Niech 7 C w® i Z bedzie ideatem na w. Jezeli T £ r EDgn i T jest gestym
ideatem (w szczegolnosci, jezeli Z jest gestym P-ideatem), wtedy

max{add (Z), p(£Dgin)} < fip(Z, EDgin, F).

Dowod. Teza wynika z Twierdzenia 3.19(1.) i Stwierdzenia 3.5. Czes¢ ,w szczegolnosci” dodat-
kowo wykorzystuje Stwierdzenie 3.3(6.).

Whiosek 3.40. Niech Z bedzie ideatem na w. Zatézmy, ze max{add (Z), p(Dgin)} = ¢.
1. JezeliZ €x EDgin (T €LxB EDFin lUb I Lp EDxip), Wiedy istnieje Z-ultrafiltr (staby Z-ultrafiltr
lub Z-punkt), ktéry nie jest Q-punktem.

2. Jezeli 7 jest gestym P-ideatem, wtedy istnieje Z-ultrafiltr, ktory nie jest Q-punktem.
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Dowod. Zauwazmy, ze gdy ideat Z nie jest gesty, to Z <x EDrin, Wiec teza wynika z Twier-
dzen 3.39, 3.121i 3.4(2.).

a

Kolejny wynik charakteryzuje za pomoca porzadku Katétova ideaty Z, dla ktérych istnieje
Z-ultrafiltr, ktory nie jest Q-punktem.

Twierdzenie 3.41. Zakladamy, ze p = ¢. Niech Z bedzie ideatem na w. Wtedy nastepujace wa-
runki sg réwnowazne:
1. T £k EDFin (Z LkB EDFin Ub T Lp EDpin).

2. Istnieje Z-ultrafiltr (staby Z-ultrafiltr lub Z-punkt), ktéry nie jest Q-punktem.

Dowod. (1. = 2.) Skoro ideat Dy, jest F, ideatem, to z Twierdzenia 3.10 otrzymujemy
p(EDpin) = p . Wiedy Wniosek 3.40 konczy dowdd.
(2. = 1.) Teza wynika z Twierdzenia 3.4(2.).

a

Whiosek 3.42. Zat6zmy, ze p = c. Wtedy istnieje Fin?-ultrafiltr, ktéry nie jest Q-punktem (istnieje
P-punkt, ktéry nie jest Q-punktem).

Dowdd. Teza wynika z Twierdzen 3.41, 3.4(1.) i Stwierdzenia 3.3(3.), poniewaz £Dp;, jest Fs
ideatem, wiec jest P*-ideatem przez Stwierdzenie 3.6(1.).

O

Teraz przejdziemy do zagadnienia dotyczgcego istnienia Q-punktéw niebedacych 7 -
ultrafiltrami.

Twierdzenie 3.43. Niech 7 bedzie P™ (7 )-ideatem, ktory jest <xg-jednorodny.
1. Zatézmy, ze zachodzi CH. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) EDpin £xB J-
b) Istnieje Q-punkt, ktory nie jest J-punktem.
c) Istnieje Q-punkt, ktdry nie jest stabym 7-ultrafiltrem.
2. Jezeli J jest F, ideatem, wtedy zatozenie o CH moze zosta¢ zastgpione zatozeniem p = .
Dowdd. Teza wynika z Twierdzen 3.21 i 3.4(2.).

d

Q-punkty nie moga zosta¢ scharakteryzowane jako J-ultrafiltry dla zadnego ideatu J -
do uzyskania Q-punktu, ktéry nie jest 7-ultrafiltrem nie trzeba niczego zaktadac o ideale 7 jak
pokazuje nastepujacy wynik Flaskove;j.

Stwierdzenie 3.44 ([33, Proposition 2.4.7]). Zatézmy, ze cov(M) = c¢. Dla kazdego ideatu J
istnieje Q-punkt, ktéry nie jest J-ultrafiltrem.
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Na koniec tego podrozdziatu pokazemy, ze przy zatozeniu cov(M) = c istnieje Dy;y,-
ultrafiltr, ktdry nie jest Q-punktem (Twierdzenie 3.49). Zatem istnieje Dy;,-ultrafiltr, ktdry nie jest
T-ultrafiltrem (ED;,-ultrafiltrem), co wynika z [33, Proposition 2.4.1] (i dodatkowo z przypisu w
pracy [11, str. 210]). Dzigki temu wykorzystujac [33, Corollary 2.1.9] otrzymujemy Dy;, Lx T
(Dfin £k EDyiy). Do pokazania, ze istnieje Dy;,-ultrafiltr, ktdry nie jest Q-punktem wykorzystamy
stwierdzenia i lemat, ktére podajemy ponize;.

Stwierdzenie 3.45. Jesli B jest bazg filtra oraz G C w jest takim zbiorem, ze GNF # @ dla
kazdego F € B, to rodzina B(G) = BU{FNG : F € B} jest baza filtra, ktérg bedziemy nazywaé
bazg filtra utworzong przez B i G.

Dowéd. Zauwazmy, ze @ ¢ B(G) i B(G) zawiera wszystkie zbiory koskonczone. Niech Fi, F, €
B(G). Jezeli F;,F, € {FNG : F € B},to F = FfNG, i, = F;,NG, gdzie F|,F; € B oraz
ENFE =FNGNENG = FNENG. Wtedy istnieje F; € B C B(G) taki, ze F; C F{ N Fj.
Zatem F;NG C F{NF, NG = FyNF. Czyliistnieje F3 = F;NG € B(G) taki, ze F3 C F; N F,.
Analogicznie w pozostatych przypadkach.

Definicja 3.46. Rodzina A C P(w) ma wtasnosé (JF), gdy

v v 3 JANn{2"—1,2",...,2"" _2}| >k
AcAkewnew

Stwierdzenie 3.47. Zatézmy, ze zachodzi cov(M) = ¢ i B jest baza filtra, ktéra jest mocy mniej-
szej niz ¢ i ma wtasnos¢ (JF). Niech f : w — w. Wtedy istnieje G € [w]“ taki, ze f[G] € Dy, oraz
baza filtra B(G) utworzona przez B i G ma wtasno$¢ (JF).

Dowod. Niech f : w — w. Jezeli istnieje F € B taki, ze f[F] € Dy;,, wtedy niech G = F i
teza jest prawdziwa. Zaktadamy, ze dla kazdego F € B dostajemy f[F| ¢ Dy;,. Jezeli istnieje
K € [w]<v taki, ze FN f~1[K] # @ dla kazdego F € B oraz baza filtra utworzona przez B i
K] ma wtasnos¢ (JF) (co implikuje, ze f~1[K] jest nieskonczony), to bierzemy G = f~1[K]. W
dalszej czesci bedziemy zaktadac, ze takie K nie istnieje. Z tego zatozenia wynika, ze dla kazdego
K € [w]= istniejg Fx € Bimg € w takie, ze dla kazdego n € w otrzymujemy

IF UK N Een {2 —1,2",...,2" —2}] < my.

Zatem dla kazdego K € [w]<% istnieje Fx € B taki, ze dla kazdych F € Bik € w istnieje n € w
takie, ze
I(F\ (f UK NF))n{2" —1,2",...,2" —2}| > k.

Konstruujemy zadany zbior G, wykorzystujac MA y;zeliczainy-
Powiemy, ze zbiér A C w ma wtasnos¢ (KK), gdy

V (a<b<c=(b—agAVc—ag AVc—b¢gA)).

ab,cew

Rozwazmy zbior
P = {K € [w]<“ : f[K] ma wlasnos¢ (KK)},

wyposazony w czesciowy porzadek <p zdefiniowany w nastepujacy sposob:

K<pL<= (K=LV(KDLAmMin(K\L)>maxL)).
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Zauwazmy, ze (P, <p) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym i IP jest zbiorem przeliczalnym.
Dla F € B ik € w definiujemy zbiory

Dpy = {KG]P: 3 [FNKN{2" —1,2%,...,2"1 —2}| >k}.
new

Pokazemy, ze zbiory D sg gestymi podzbiorami (P, <p) dla kazdych F € Bik € w.

Niech L € IP bedzie dowolnym zbiorem. Chcemy znalez¢ K € Dr taki, ze K <p L. Niech
ng =max{n € w:LN{2"—1,2",...,2"1 2} £ @}

Przypadek 1. Zaktadamy, ze

sup |f[FN{2" —1,2",...,2""1 —2}]| = m < co.

new

Dla N = {i € w:i < 3max f[L]} istnieje n(N) > ny taki, ze
I(F\ (f YN]NEy)) N {2"N) —1,20(N) 0 on(N)H1 _ oY) > k(m 4 1).
Zgodnie z zatozeniem przypadku 1. otrzymujemy
|f[EN{2"0N) —1,20(N) - on(N)F1 o)) o,
Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze istnieje

lef[FN {2”(N) —1,20(N)  on(N)+1 2}]

L' C (F\ (f'N]NEy))n{2"N) —1,20(N) - on(N)+1 _ o1

taki, ze |[L'| > k, f[L'] = {I} i1 > 3max f[L]. Bierzemy K = LU L'. Pozostaje sprawdzi¢, ze K jest
zbiorem spetniajacym wszystkie wymagane warunki:

e Zauwazmy, ze K € P. Przypusémy, ze K ¢ IP. Niechc¢ > b >aia,b,c € w. Wtedyc —a =1
lubc—b = 11lub b—a = I (inaczej wszystkie te trzy liczby nalezatyby do f[L], co jest
sprzeczne z zatozeniem L € IP). Poniewaz c —a > c—b,c—a > b—ail > 3maxf[L],
toc—a =1 Woéwczas b —a,c—b € f[L]iotrzymujemy ! =c—a = (c—b)+ (b—a) <
max f[L] + max f[L] = 2max f[L]. Sprzecznos¢, poniewaz I > 3max f[L].

e K € Dry, poniewaz
[FAKN{2"0N) —1,20(N) | on(N)+1 _ o) >
IL'nKN{2"N) —1,2m(N) | on(N)+1 gy >k,
e Zauwazmy, ze K <p L, gdyz n(N) > ng i w konsekwenciji

min(K \ L) = min L’ > maxL.

Przypadek 2. Zaktadamy, ze

sup |f[FN{2" —1,2",...,2"" —2}]| = co.

new

Witedy istnieje ny > ng taki, ze

IfIEN{2™m —1,2™,...,2" 1 —21]| > 3max f[L] + 2(|L| 4 k)>.
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Niech
Ag={me fI[Fn{2m —1,2™,...,2" —21]:m > 3max f[L]}.

Wtedy |Ag| > 2(|L| + k)2. Wybieramy I; € Ag dlai € {0,1,...,k — 1} tak, ze f[L]U{l; : i < k}
ma wtasnos¢ (KK). To moze by¢ zrobione przez indukcje na i w nastepujacy sposob.

Dla i = 0 niech lj = min Ay. Niech By = f[L]U{lp},c > b > aia,b,c € w. Gdyby
c—a,c—bb—a€B,toc—a=1Ilgic—bb—ac f[L] boc—a >c—b,c—a >b—aoraz
lyp > 3max f[L]), wiec otrzymalibySmy Iy = c—a = (c —b) + (b —a) < max f[L] + max f[L] =
2max f[L]. Sprzeczno$¢, poniewaz Iy > 3 max f[L].

Jezeli0 <i<k—1il; € Agdlaj < izostaly utworzone tak, ze B; = f[L]U{l;: ] < i}
ma witasnos¢ (KK), to definiujemy

Ai—{meAO: 3 3 (a<b<c/\d—b—a/\e—c—b/\m—c—a)}.
a,b,cew d,e€B;

Skoro |B;| < |L| +1, to zbiér A; ma co najwyzej 3 (|L| +i)(|L| +i— 1) elementow (elementy d, e ze
|L|+i
2

i e mozemy na jeden sposéb dobra¢ element m). Zatem Ay \ A; # @ i mozemy zdefiniowaé
I; = min((Ao \ A;) \ {lo,...,li_1}). Z konstrukcji wynika, ze B;,1 = B; U {l;} ma wtasno$¢ (KK)
oraz l; > I;_1.

Niech

zbioru B; mozemy wybra¢ na co najwyzej ( ) sposobdw, wtedy do kazdych tak wybranych d

L'=Fn{2m—1,2m,. .., 2" v {0 i < k)

i bierzemy K = LU L'. Pozostaje sprawdzi¢, ze K jest zbiorem spetniajgcym wszystkie wymagane
warunki:
e Zauwazmy, ze K € P, poniewaz f[K] C f[L]U{l; : i < k} izbior fI[L]U{l; : i < k} ma
witasnos¢ (KK).

e K € Dry, poniewaz

IFNKN{2" —1,2M,.. . ,2m+ 2} > |L'| > k.

e Zauwazmy, ze K <p L, poniewaz n; > ng i w konsekwenciji

min(K \ L) = min L' > maxL.

SkororodzinalD = {Dpy : F € B, k € w} sktada sie z gestych podzbioréw przeliczalnego
zbioru czesciowo uporzadkowanego P i |ID| < ¢, to wynika z aksjomatu Martina dla przeliczalnego
zbioru czesciowo uporzadkowanego, ze istnieje filtr G taki, ze G N D # @ dla wszystkich F € B,
k€ w.

Niech G = U{K € P : K € G}. Pozostaje sprawdzi¢, ze G jest zbiorem spetniajagcym
wszystkie wymagane warunki, to znaczy:

a) f[G] ma wtasno$¢ (KK), w szczegoinosci f[G] € Dy,

b) B(G) ma wtasnos¢ (JF):

Vv VvV 3 |FnGn{2"—1,2%,... 2"t 2} >k
FeBkewnew

(w szczegodlnosci zbidr G jest nieskonczony i GN F # @ dla kazdego F € B).
Uzasadnienie dla podpunktu a).
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Rozwazmy dowolne e, g, i € f[G]. Wtedy istniejg K., K¢, K, € G takie, ze e € f[K,],
g € fIKg], h € f[Ky]. Skoro G jest filtrem, to istnieje Ky € G, ktdry jest ponizej wszystkich trzech
zbioréw K., K, K, w porzadku <p. Zatem e,g,h € f[Ko]. Poniewaz Kj jest elementem z IP, to
zbiér f[Ko] ma wtasnos¢ (KK). W szczegdlnosci zbiér {e, g,h} ma wtasnos¢ (KK). Z dowolnosci
elementéw ¢, g, h € f[G] wynika, ze f[G] ma wtasnos¢ (KK).

Uzasadnienie dla podpunktu b).

Bierzemy F € Bik € w. Dlakazdego K € G N Dg; mamy G 2 Ki

IFNGN{2"—1,2",...,2" 2} > [FNnKN{2" —1,2",...,2""1 —2}| >k
dla jakiego$ n € w.

O

Lemat 3.48. Kazda baza filtra B, ktéra ma witasno$¢ (JF) moze by¢ rozszerzona do ultrafiltru,
ktéry nie jest Q-punktem.

Dowod. Rodzina {{2" —1,2",...,2"*1 —2} : n € w} jest partycjg w na skonczone zbiory $wiad-
czacy o fakcie, ze ultrafiltr z wiasnoscia (JF) nie jest Q-punktem. Niech P(w) = {Ay4q @ a0 < ¢}
Pokazemy, ze kazda baza filtra B z wtasnoscig (JF) moze by¢ rozszerzona do ultrafiltru z wtasno-
$cig (JF). Przez indukcje pozaskonczong na a < ¢ skonstruujemy bazy filtra B, tak, ze ponizsze
warunki bedg spetnione:

1. By =5,

2. By C Bg, gdy a < B,
3. B, jest baza filtra utworzong przez B, i Ayyq lub By i w \ A, dla kazdej o <,

4. dla granicznej liczby v mamy
By = U B,
a<y
5. B, posiada wlasnos$¢ (JF) dla kazdej « < «.

Warunek 1. rozpoczyna indukcje, a warunek 4. pozwala na kontynuacje indukcji na kro-
kach granicznych (jezeli bazy majg wlasnosé (JF), to ich suma réwniez ma wtasnos¢ (JF)), wiec
pozostaje pokazaé, ze etapy nastepnikowe takze zachodza.

Krok nastepnikowy. Niech « = B + 1 i zatdzmy, ze mamy skonstruowane 5., dla y < B.
Jezeli

V.V 3 [FNAgn{2"—12"... 2" -2} >k,

FeBy kew new
to baza filtra B, utworzona przez Bg oraz zbior Ag ;1 posiada wtasnosc (JF).
Zatézmy, ze

3 3 Vv [RnAgan{2"—12"...,2"" -2} < k.
Fo€By kgEw NEW

Wtedy skoro B ma wiasnosc (JF), to dla kazdych F € Bg i k € w istnieje ng € w taki, ze
IFNFyn{2"0 —1,2™,. .., 2"0%1 21| > k + k.

Poniewaz
IFNFyNAgiN{2"0 —1,2%, .., 2% — 2} <k,
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wiec
FN(w\ Agpq)N{2m —1,2M0, 20+l 2} >
B+

IFNFN (w\ Agpr) N{2"0 —1,2%, .20+t 2} > k.

Zatem baza filtra B, utworzona przez By oraz zbior w \ Ag 1 posiada wtasnosc (JF).
To konczy konstrukcje indukeyjna rodziny {B, : a < c}.
Wtedy

U= B

a<c

jest ultrafiltrem zawierajgcym B, ktéry nie jest Q-punktem.

a

Twierdzenie 3.49. Zatozmy, ze zachodzi cov(M) = ¢. Wtedy istnieje Dy;,-ultrafiltr, kiory nie jest
Q-punktem.

Dowodd. Ponumerujmy wszystkie funkcje f : w — w w nastepujacy sposéb {f, : « < ¢}. Przez
indukcje pozaskonczong na a < ¢ skonstruujemy bazy filtra B, tak, ze ponizsze warunki beda
spetnione:

1. By jest filtrem Frécheta,

2. By C B, gdy a < B,

3. dla granicznej liczby v mamy
87 = U le,

a<y
4. |By| < (Jo| + 1)w dla kazdej a < ¢,
5. B, posiada wtasnos$¢ (JF) dla kazdej « < ¢,

6.
azc FGZE3|,H.1 fa [F] < Dfin-

Warunek 1. rozpoczyna indukcje, a warunek 3. pozwala na kontynuacje indukcji na kro-
kach granicznych (jezeli bazy majg wlasnosé (JF), to ich suma réwniez ma wtasnos¢ (JF)), wiec
pozostaje pokazaé, ze etapy nastepnikowe takze zachodza.

Krok nastegpnikowy. Zat6zmy, ze mamy skonstruowane Bg dla g < « + 1. Stosujemy
Stwierdzenie 3.47 do bazy filtra B, i fy. Dostajemy zbior G € [w]“ taki, ze f[G] € Dy, oraz
baza filtra utworzona przez 5, i G ma wtasno$¢ (JF). Niech B, bedzie bazg filtra utworzong
przez B, i G.

To konczy konstrukcje indukeyjna rodziny {B, : a < c}.

Definiujemy

B= U By.

a<c
Wtedy B jest bazg filtra majgcg wtasnos¢ (JF), wiec moze by¢ rozszerzona do ultrafiltru, ktdry
nie jest Q-punktem wedtug Lematu 3.48. Zatem istnieje Dy;,-ultrafiltr, ktory nie jest Q-punktem,
poniewaz kazdy ultrafiltr, ktory rozszerza B z warunku 6. jest Dg;,-ultrafiltrem.
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3.11.  Selektywne ultrafiltry i Z-ultrafiltry

W tym podrozdziale zajmiemy sie selektywnymi ultrafiltrami i ich zwigzkiem z Z-ultrafiltrami.

Stwierdzenie 3.50. Niech 7 bedzie P* (7 )-ideatem, ktéry jest <x-jednorodny.
1. Zatézmy, ze zachodzi CH. Nastepujace warunki sg rownowazne:

a) ED £k J.
b) Istnieje selektywny ultrafiltr, ktory nie jest J-punktem.
c) Istnieje selektywny ultrafiltr, ktéry nie jest stabym 7 -ultrafiltrem.

d) Istnieje selektywny ultrafiltr, ktéry nie jest 7-ultrafiltrem.
2. Jezeli J jest F, ideatem, wtedy zatozenie o CH moze zosta¢ zastgpione zatozeniem p = .

Dowdd. Teza wynika z Twierdzen 3.21 i 3.4(3.).

d

W Twierdzeniu 3.52 pokazemy, ze zatozenia ze Stwierdzenia 3.50 o ideale 7 moga zostac
usuniete, jezeli zamienimy porzadek Katétova na wtasnos¢, ze J moze zosta¢ rozszerzony do
selektywnego ideatu.

Lemat 3.51. Niech Z i J bedg ideatami na w.
1. Jezeli T <x J i J jest selektywnym ideatem, wtedy 7 mozna rozszerzy¢ do selektywnego
ideatu.

2. Jezeli J jest selektywnym ideatem i A C P(w) jest przeliczalng rodzing taka, ze w ¢ J(.A),
wtedy J (A) jest selektywnym ideatem.

3. Jezeli J nie jest selektywnym ideatem, wtedy istnieje przeliczalna rodzina A C P(w) taka,
zew g J(A)IED <k TJ(A).

Dowéd. 1. Niech f : w — w bedzie taka, ze f~![B] € J dla kazdego B € Z. Definiujemy
K = {B: fl[B] € J}. Zauwazmy, ze K jest ideatem i Z C K. Pokazemy, ze K jest selektyw-
nym ideatem. Niech {B, : n € w} C K i (By)ncw bedzie malejacym ciggiem zbioréw. Wtedy
fYUBy) € Tt i f~YBy] D f1B,,1] dia kazdego n € w. Skoro J jest selektywnym ideatem, to
istnieje zbior A € J taki, ze |[AN (f'[Bu] \ f![B,s1])| < 1dla kazdego n € w. Otrzymujemy
B=fl[A]e Kt (bo Tt 2> AC flf[A]] = fYB])i|BN(By\ Bys1)| < 1dlakazdego n € w.

2. Niech A = {A, : n € w} bedzie taka, ze w ¢ J(A). Bierzemy malejacy ciag zbioréw
B, e J(A)T.Niech Cy = wii

Cuy1 = Ba \ | A
<n

Witedy C, € J(A)"T i C, 2 C, 1 dla kazdego n € w. Skoro C, € J* i J jest selektywnym
ideatem, to istnieje C' € J* taki, ze |C' N (C, \ Cyy1)| < 1 dla kazdego n € w. Definiujemy
C=C'NC.Wtedy C € JT,gdyz |C’'\C| = |C' N (Co\C1)| < 1(boC' = (C'\C)UCiC & J).
Zauwazmy, ze C \ B, 1 jest skonczony dla kazdego n € w, poniewaz

C\Bn-i-l ccn (CO\Cn—H) - C\Cn-H - c'n (CO\CH-H)/
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wiec ma co najwyzej n elementéw. Definiujemy zbiory: Ey = w i E,0q = CN B, (czyli Ey =
CNBy = C,bo C C C; = By). Wtedy E,,; C E, (bo B,.1 C By) oraz E,,; € J+ (gdyz
C=(CNB,)U(C\By),aCe JtiC\B, € Fin).

Skoro ideat 7 jest selektywny, to istnieje B’ € J* taki, ze |B' N (E, \ E,11)| < 1dla
kazdego n € w. Niech B = B'NC. Wtedy B € J* (bo B® = BU(B'\ B) oraz |B'\ B| =
|B'\ (BPNC)| =|B"\C|=|B"\ (CNBy)| =|B"\E1| = |B'N(Ey\ E1)| < 1). Ponadto,

BN (Bu\ Bys1) = (B'NC) N (B \ Bys1) € B N (Eps1 \ Ens2),

wiec [BN (B, \ Byy1)| < 1.
Pokazemy, ze B € J(A)", wtedy dowdd zostanie zakonczony. Przypusémy, ze B €
J(A). Z tego istnieje n € w takie, ze
B\ U AeJ.
i<n
Ale
BnlJA;ccnlJAiccn(G)\Ca)
i<n i<n
i zbiér C N (Cy \ C,11) Ma co najwyzej n elementdw, wiec
BN A
i<n
ma co najwyzej n elementéw. Zatem B € J. Sprzecznos¢.
3. Skoro J nie jest selektywnym ideatem, to istnieje malejgcy cigg zbiordéw B, € J+
taki, ze jezeli |X N (B, \ By+1)| < 1 dla wszystkich n € w, wtedy X € 7. Niech Ap = w \ By
i Ayi1 = By \ Byyq dlawszystkich n € w. Zauwazmy, ze

UAi=w\B, & T,

i<n

wiec w ¢ J({A : n € w}). Co wigcej, réznowartosciowa funkcja f : w — w? taka, ze f[A,] C
{n} x w $wiadczy o tym, ze ED <x J({A. : n € w}) - wykorzystujac fakt, ze J nie jest
selektywnym ideatem.

Twierdzenie 3.52. Niech J bedzie ideatem na w.
1. Nastepujace warunki sg rownowazne:
a) J jestrozszerzalny do selektywnego ideatu.

b) €D ﬁib,lfl J.
€) €D Ao gin_1 J-
d) €D ﬁib,ww J.
2. Zaktadajgc CH, powyzsze warunki sg rownowazne nastepujgcym:
e) Istnieje selektywny ultrafiltr, kt6ry nie jest J-punktem.
f) Istnieje selektywny ultrafiltr, ktéry nie jest stabym J-ultrafiltrem.

g) Istnieje selektywny ultrafiltr, ktéry nie jest J-ultrafiltrem.
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Dowdd. 1. (a) = b)) Niech J’ bedzie selektywnym ideatem takim, ze J' O J. Z Lema-
tu 3.51(2.) dostajemy, ze 7'(A) jest selektywnym ideatem dla kazdej przeliczalnej rodziny A C
P(w) takiej, ze w ¢ J'(A). Zatem ED £x J'(A) przez Stwierdzenie 3.3(4.). Z tego mamy
ED Ahy 4 J.

Implikacje (b) = c)) i (¢) = d)) zachodzg poprzez definicje porzadku.

(d) = a)) Skoro €D ﬁzl’,ww J, toistnieje ideat 7' taki, ze 7 <x J' i ED £x J'(A) dla
kazdej przeliczalnej rodziny A C P(w) takiej, ze w ¢ J'(A). J' jest selektywnym ideatem przez
Lemat 3.51(3.), zatem 7 moze by¢ rozszerzony do selektywnego ideatu poprzez Lemat 3.51(1.).

2. (b) = e)) Zaktadajac CH, teza wynika z Wniosku 3.16(1.) i Twierdzenia 3.4(3.).

Implikacje () = f)) i (f) = g)) zachodzg w ZFC.

(g) = a)) Wezmy selektywny ultrafiltr I/, ktéry nie jest J-ultrafiltrem (to znaczy J <k
U*). Wtedy U* jest selektywnym ideatem, wiec 7 moze by¢ rozszerzony do selektywnego ideatu
z Lematu 3.51(1.). (Zauwazmy, ze ten argument dziata w ZFC).

a

Charakteryzacja ideatéw Z, dla ktorych istnieje Z-ultrafiltr, ktéry nie jest selektywnym ul-
trafiltrem, okazuje sie konsekwencja naszych poprzednich rozwazan.

Twierdzenie 3.53. Niech 7 bedzie ideatem na w. Zaktadajac, ze zachodzi CH, nastepujace wa-
runki sg réwnowazne:
1. (T €k Fin? lub T £x EDrin) (Z £k Fin? lub Z Lxp EDrin), (T £p Fin? lub Z £p EDpin))-

2. Istnieje Z-ultrafiltr (staby Z-ultrafiltr, Z-punkt), ktéry nie jest selektywnym ultrafiltrem.

Dowod. Teza wynika z Twierdzen 3.33, 3.41 i z faktu, ze ultrafilir jest selektywny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest P-punktem i Q-punktem.

3.12. Niektore wiasnosci ideatow L i T

Wykorzystujac rzeczy, ktére udowodniliSmy w tym rozdziale, pokazemy, ze: ideat T nie
ma wiasnosci hBW oraz ideat £ nie jest <g-jednorodny, a wiec takze nie jest jednorodny.

Twierdzenie 3.54. Jezeliideat Z jest P~ -ideatem i ma wtasno$é BW (hBW), wtedy Z ma wtasno$é
FinBW (hFinBW).

Dowod. Pokazemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla Z majacego witasnos¢ BW - w analogiczny
sposéb dowdd przebiega dla ideatu Z majacego wtasnos¢ hBW. Niech {A; : s € {0,1}<¥} C
P(w) bedzie rodzing spetniajacag warunki Stwierdzenia 2.25. Skoro Z ma wiasno$¢ BW, to uzy-
wajac Stwierdzenia 2.25 otrzymujemy, ze
3 Vv A\ Ay, €T
A¢T xe{01}w n€w

Z faktu, ze 7 jest P~-ideatem dla malejacego ciagu {A N Ay, i1 € w} C IT takiego, ze dla
kazdego n € w mamy (AN Ay, )\ (ANAy, ) €Z(bo (ANAx,)\(ANAx, ) CA\(AN
Ax,.,) = A\ Ay, € ) otrzymujemy zbiér B € Z™ taki, ze B\ (AN Ay,,) € Fin dla kazdego
n € w. Zatem B\ Ay,, € Fin dla kazdego n € w. Czyli Z ma wtasno$¢ FinBW. O
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Whiosek 3.55. Ideat 7 nie ma wiasnosci hBW.

Dowodd. W [26, Lemma 3.3] Flaskova pokazata, ze 7 <gp £Drin. Po drobnej modyfikaciji tego
lematu otrzymujemy, ze T;4 <kp £DFin dla kazdego A € 7. Zatem T;4 <k £Drin dla kazdego
A € T*. Ze Stwierdzenia 3.3(3.) otrzymujemy, ze Fin? £x &Drin, Wiec Fin? £k T;4 dla kazdego
A € T'. Wtedy [44, Theorem 3.8(4)] daje nam, ze ideat cienki jest P~ -ideatem. Z Twierdzen 2.43
i 3.54 otrzymujemy, ze 7 nie ma wtasnosci hBW.

Stwierdzenie 3.56. Ideat L jest P*(L)-ideatem.

Dowdd. Uzyjemy nastepujgcej charakteryzacii ideatu £ ([33, Lemma 1.2.7]):

A¢L <= v 3 VYV 3 (JAn[kk+d]|=n).
new dew Kew k=K

Niech A, ¢ Li A, O A,11 dla kazdego n € w. Uzywajgc charakteryzacji dla kazdego
zbioru A, oddzielnie, znajdziemy d, € w taki, ze dla kazdego K € w istnieje k > K taki, ze
|An N [k, k +dy]| > n. Zatem dla kazdego n € w, wybieramy rosnacy ciag kjj < ki < ... taki, ze
|An O [k K 4 dy]| > n dla kazdego i € w. Z faktu, ze ideat £ jest gesty, bez straty ogdlnosci
mozemy zatozy¢, ze {k :i € w} € L. Definiujemy

A= <U Anﬂ[kf‘,kf’+dn]>.

new \iew

Uzywajac wspomnianej charakteryzacji, zauwazmy, ze A ¢ L. Ponizej pokazemy, ze
A\ A, € L dlakazdego n € w.

Po pierwsze dla kazdego n € w zbiér

Bn = U An ﬁ [k;l,k;/l +d1’l]
icw
jest suma d,, + 1 zbioréw nalezacych do ideatu L (przesuniecie zbioru z £ jest zbiorem nalezacym
do L), wiec B, € L. Wtedy biorgc pod uwage, ze Ay 2 A; 2 ... otrzymujemy
A\ A, C U Bie L.

i<n

Whiosek 3.57. Ideat £ ma wiasnos¢ hBW.

Dowdd. Teza wynika ze Stwierdzenia 3.56, bo £ jest P*(L£)-ideatem, a to implikuje, ze ma wia-
snos¢ hBW (co otrzymujemy z dowodu [20, Proposition 5.5]).

Twierdzenie 3.58. Ideat L nie jest <k-jednorodny (w szczegdlnosci, nie jest jednorodny).

Dowodd. Przypuscmy, ze ideat £ jest <g-jednorodny, wtedy dla kazdego A ¢ L otrzymujemy
Lig =k L, zatem L4 <x L. Z Wniosku 3.57 oraz [48, Lemma 3.2] wiemy, ze £ ma wtasnos¢
hBW, ale nie ma wtasnosci hFinBW. Wtedy ze Stwierdzenia 3.54 ideat £ nie jest P~ -ideatem.
Zatem z [44, Theorem 3.8(4)] istnieje zbior B ¢ L taki, ze Fin? <x L5, wiec Fin? <g L. Skoro
L C T, ([33, Lemma 1.4.4] i Fin? £x Z, (przez Stwierdzenie 3.3(2.) i fakt, ze Z, jest P-ideatem),

uzyskujemy, ze Fin? £k L. Sprzeczno$é. Zatem L nie jest <x-jednorodny. :
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4. PRZESTRZENIE TOPOLOGICZNE

W 2002 roku Kojman i Shelah pokazali przy zatozeniu hipotezy continuum, ze istnie-
je przestrzen van der Waerdena, ktéra nie jest przestrzenig Hindmana ([51, Theorem 3]). Rok
pdzniej, Shi w swoim doktoracie skonstruowat przestrzen van der Waerdena, ktéra nie byta prze-
strzenig réznicowo zwartg ([63, Theorem 4.2.2]). W kolejnym roku Jones zamienit zatozenie CH
na p = ¢ w konstrukcji Kojmana i Shelaha ([46, Corollary 5]).

W tym rozdziale pokazemy, jaki jest zwigzek przestrzeni topologicznych z porzadkiem
Katétova. Sprawdzimy jakie warunki powinny zosta¢ spetnione, by rozrézni¢ dane dwie klasy
przestrzeni i dla jakich warunkéw jedna klasa przestrzeni jest zawarta w drugiej. Wyniki w tym
rozdziale pochodza z prac [52] i [23]. Na poczatku podajemy szereg definicji, ktére zostang wy-
korzystane w dalszej czesci pracy.

Definicja 4.1 ([27]). Niech Z bedzie ideatem na w. Przestrzen topologiczng X nazywamy Z-
przestrzenig, jezeli dla kazdego ciagu (x;, ) W X istnieje zbiezny podciag (x;),c4, gdzie A ¢ T.

W-przestrzenie nazywaé bedziemy przestrzeniami van der Waerdena, a F-przestrzenie
- przestrzeniami Folkmana. Kojman zauwazyt, ze H-przestrzenie sg przestrzeniami skonczony-
mi (zobacz [49, Theorem 3]), wiec wprowadzit przestrzenie Hindmana. Z kolei Shi zauwazyt, ze
D-przestrzenie sg przestrzeniami skonczonymi (zobacz [63, Theorem 4.2.1]) i zdefiniowat prze-
strzenie réznicowo zwarte.

IP-cigg (DP-ciag) w X jest ciagiem indeksowanym przez zbiér FS(K) (D(K)) dla jakiego$
nieskonczonego zbioru K C w.

Definicja 4.2 ([36, Definition 2.2]). Niech zbior D C w bedzie nieskoficzony. IP-ciag (xn),crs(p)
w przestrzeni topologicznej X, IP-zbiega do punktu x € X, jezeli dla kazdego otoczenia U punktu
x, istnieje m € w takie, ze {x, : n € FS(D\ {0,1,...,m —1})} C U (punkt x jest nazywany
IP-granica ciagu).

Definicja 4.3 ([49, Definition 4]). Przestrzen topologiczng X nazywamy przestrzenig Hindma-
na, jezeli dla kazdego ciagu (x,)ncw W X istnieje nieskoficzony zbiér D C w taki, ze podciag
(Xn)ners(p) [P-zbiega do jakiegos x € X.

Definicja 4.4 ([63, Definition 4.2.2]). Niech S C w bedzie nieskonczonym zbiorem. DP-cigg
(Xn)nep(s) W przestrzeni topologicznej X, DP-zbiega do punkiu x € X, jezeli dla kazdego oto-
czenia U punktu x istnieje m € w takie, ze {x, : n € D(S\ {0,1,...,m —1})} C U (punkt x jest
nazywany DP-granicg ciggu).

Definicja 4.5 ([63, Definition 4.2.4]). Przestrzen topologiczng X nazywamy przestrzenig rézni-
cowo zwarlg, jezeli dla kazdego ciagu (x,)new W X istnieje nieskohczony zbiér S C w taki, ze
podciag (xn),cp(sy DP-zbiega do jakiegos x € X.

Przykladem przestrzeni, ktora odréznia jedng z powyzej zdefiniowanych klas przestrzeni
od drugiej, jest czesto jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni Mrowki.
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Powiemy, ze zbiory A i B sg prawie roztgczne, gdy |A N B| < w. Rodzina A jest prawie
roztgczna, gdy dla kazdych zbioréw A, B € A, jezeli A # B, to A i B sg prawie roztaczne.

Niech A bedzie nieskonczona, maksymalng, prawie roztgczng rodzing nieskonczonych
podzbioréw w (w skrécie: rodzina mad). Przestrzen topologiczna ¥(.A) byta wprowadzona w
[61]. Nazwana zostata przestrzenia Mrowki i zdefiniowana jest nastepujaco: ¥(A) = w U A,
gdzie punkty z w sg izolowane i bazowe otoczenie A € A ma postaé {A} U (A \ F), gdzie F jest
skonczonym zbiorem.

Niech ®(A) = ¥Y(A) U {co} = w U AU {0} bedzie jednopunktowym uzwarceniem Alek-
sandrowa przestrzeni Mrowki. Bazowym otoczeniem oo jest ®(.A) \ K, gdzie K bedzie zwartym
podzbiorem ¥ (.A). Jesli K jest zwartym podzbiorem ¥(.A), to KN A jest zbiorem skonczonym.

4.1. Przestrzen ®(.A) nie jest przestrzenig réznicowo zwartg

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze jezeli A jest nieskofnczong, maksymalna, prawie
roztaczna rodzing nieskonczonych podzbioréow w, wiedy przestrzen ®(.A) nie moze by¢ prze-
strzenig réznicowo zwartg (a co za tym idzie, nie moze by¢ przestrzenig Hindmana przez [24,
Proposition 4.6]).

Twierdzenie 4.6. Niech A bedzie nieskofnczona, maksymalna, prawie roztaczng rodzing nieskon-
czonych podzbioréw w. Wtedy ®(.A) nie jest przestrzenig réznicowo zwarta.

Dowéd. Niech ®(.A) bedzie jednopunktowym uzwarceniem Aleksandrowa przestrzeni Mréwki.
Dla kazdego k € w zdefiniujmy zbiér P, = {n2*t1 + 2k . n € w} i zauwazmy, ze dla
kazdego nieskonczonego K C w zachodzi:

1.
3 |ID(K)NP| =w,

kew

v [D(K)\ Pi| = w.

kew

Aby wykazac pierwszy podpunkt, rozpatrzmy trzy podprzypadki.

a) Zbiér K ma nieskonczenie wiele liczb nieparzystych i skonczenie wiele liczb parzystych.
Jezeli zbiér K ma co najmniej jedng liczbe parzysta, wtedy warunek jest spetniony dla k = 0.
Gdy nie ma liczb parzystych w K, wtedy K C P,. Dla kazdych x,y € K takich, ze x > y niech
ay,ay € w beda takie, ze: x = 2ay +1, y = 2a, + 1. Zauwazmy, ze dla x,y € K otrzymujemy
x —y =2(ax —ay).

Jezeli istnieje I € w i nieskonczenie wiele par {x,y} € [K]? takich, ze a, — ay € Py, wtedy
dla kazdej takiej pary mamy x —y = 2(2"*1d +2!) = 2!+24 4 2!+1 ¢ p 4, gdzie d € w. Liczba
k =1+ 1 spetnia warunek.

W innym przypadku bierzemy | € w takie, ze ay —a, € P; dla jakichs x,y € K. Istnieje
nieskonczenie wiele ¢ € K i nieskonczenie wiele I. € w takich, ze a, —a, € P;_. Bez straty
ogélnosci, zatézmy, ze | < I, dla wszystkich ¢ € K. Wtedy istnieje nieskonczenie wiele ¢ takich,
ze ac —ay = (ac —ay) + (ax —ay) € P+ P C P (zawieranie zachodzi, poniewaz jezeli z €
P+ Py, wtedy z = n2/*1 + 2! 4 g2letl 4 ole = (4 g2le=1 4 2le=I=1)2l+1 4 ol € Py, gdzie n, t € w).
Sprzecznos$¢, gdyz jest to poprzedni przypadek.
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b) Zbiér K ma skonczenie wiele liczb nieparzystych i nieskonczenie wiele liczb parzystych.
Jezeli zbiér K ma co najmniej jedng liczbe nieparzysta, wtedy warunek jest spetniony dla k = 0.
Gdy nie ma liczb nieparzystych w K, to postepujemy jak w podpunkcie a).

¢) Zbior K ma nieskonczenie wiele liczb nieparzystych i nieskonczenie wiele liczb parzy-
stych. Wtedy k = 0 spetnia warunek.

Aby wykazac¢ drugi podpunkt, zauwazmy, ze

3 J a—-be Pk~
k€w a,beK

Dla wszystkichc € Kic >amamy:c—a ¢ Py lubc—b & Pr. Jezelic—a € P, wtedy c — b =
(c—a)+(a—b) ¢ P.Gdyc—beP,toc—a=(c—b)—(a—0b) ¢ D.

Teraz pokazemy, ze ®(.A) nie jest przestrzenig réznicowo zwarta. Niech Ay, A, ... be-
dzie ciggiem r6znych zbioréw z rodziny A, a f : w — ®(.A) bedzie ciggiem takim, ze

f[kaPk%Ak\UAl‘
i<k
jest bijekcjg dla kazdego k € w. Twierdzimy, ze f nie ma DP-zbieznego DP-podciagu.

Wezmy nieskoniczony zbiér K C w i pokazemy, ze fip k) nie jest DP-zbiezny do zadnego
x e D(A).

Jezeli x € w, wtedy fp k) nie jest DP-zbiezny do x, skoro w jest dyskretng przestrzenig
w ®(A) i f jest roznowartosciowa.

Zatozmy, ze x = co. Pokazemy, ze fip k) nie jest DP-zbiezny do co. Niech By, = f[D(K'\
{0,1,...,m —1})] dla kazdego m € w. Zbiory B,, sa nieskoiczone dla kazdego m € w i tworzg
zstepujacy ciag. Niech B C w bedzie nieskohczonym zbiorem takim, ze B\ B,, jest skonczony dla
kazdego m € w.Z maksymalnosci rodziny A istnieje zbiér A € A taki, ze | AN B| = w. Zauwazmy,
ze {A} U A jest zbiorem zwartym. Niech U = ®(A) \ ({A} U A) bedzie otwartym otoczeniem co.
Jezeli fip k) jest DP-zbiezny do oo, wtedy istnieje m € w taki, ze f[D(K\{0,1,..., m—1})|NA =
@. Zatem B, N A = @. Otrzymujemy |A N B| < w i dostajemy sprzecznos¢, bo |A N B| = w.
Zatem fp k) hie jest DP-zbiezny do co.

Zatézmy, ze x € A. Mamy dwa przypadki:

a) x # A; dla kazdego k € w,

b) x = Ay, dla jakiego$ ko € w.

W pierwszym przypadku U = {x} U x jest otwartym otoczeniem x takim, ze f[D(K\
{0,1,...,n—1})] \ U jest nieskonczony dla kazdego n € w (bo korzystajac z podpunktu 1. dla
kazdego n € w istnieje k € w takie, ze f[D(K\{0,1,...,n—1})] N A, jest nieskofczony), wiec
fip(k) nie jest DP-zbiezny do x.

W drugim przypadku U = {Ay,} U A, jest otwartym otoczeniem x takim, ze f[D(K\
{0,1,...,n—1})] \ U jest nieskonczony dla kazdego n € w (bo korzystajac z podpunktu 2. zbidr
fID(K\{0,1,...,n —1})] \ Ay, jest nieskonczony dla kazdego n € w). Zatem fp k) nie jest
DP-zbiezny do x.

4.2. 71-przestrzen nie bedaca przestrzenig roznicowo zwartg

Trzy ponizsze lematy przygotowuja nas do pokazania, ze przy pewnych zatozeniach ist-
nieje Z-przestrzen, ktéra nie jest przestrzenig ré6znicowo zwartg. Jezeli Z-przestrzen nie bedzie
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przestrzenig roznicowo zwartg, wtedy nie bedzie takze przestrzenig Hindmana (klasa przestrzeni
Hindmana jest zawarta w klasie przestrzeni réznicowo zwartych [24, Proposition 4.6)).

Lemat 4.7. Niech Z bedzie P*-ideatemna w, A € Z i f : w — w. Istnieje zbior CC AiCe I*
taki, ze albo f jest stata na C, albo f jest Fin — 1 na C.

Dowdd. Jezeli istnieje skonczony zbidr K C w taki, ze f1[K]NA € I+, to f1[{k}]NA €Tt
dla jakiego$ k € K (poniewaz, gdy wszystkie zbiory f~1[{k}]N A € Z, wtedy f'[K|NA € T -
przez definicje ideatu). Zatem funkcja jest stata na zbiorze f~'[{k}]N A € Z*.

Jezeli f~1[K] N A € T dla kazdego skorczonego zbioru K C w, wtedy konstruujemy zbior
C tak, by funkcja na tym zbiorze byta Fin — 1. Niech D, = {0,1,...,n} i E, = AN f~'[D,]. Wtedy
E, € T dla wszystkich n € w. Zauwazmy, ze

UJE. =4

new
iA\Eg 2 A\E; 2 A\ E; D....Dlawszystkich n € w otrzymujemy A\ E, € Z+. Z faktu, ze 7
jest P*-ideatem dostajemy:

3 v C\(A\E,) =CNE, € Fin.
CeIt+,CCANncEw

Zbidr C jest poszukiwanym zbiorem spetniajgcym warunek lematu. Zatem funkcja f jest Fin — 1
na zbiorze C.

d

Lemat 4.8. Zatézmy, ze zachodzi CH. Niech Z bedzie P'-ideatem. Istnieje nieskonczona, mak-
symalna, prawie roztgczna rodzina A C [w]¥ taka, ze dla kazdego Z*-zbioru B C w i kazdej
Fin — 1 funkcji f : B — w istniejg Z*-zbiér C C Bi A € A takie, ze f[C] C A.

Dowod. Ustalmy liste {(H, fa) : w < a < ¢} wszystkich par zbioréw H, ¢ Z i Fin — 1 funkcji
fa + Hye — w. Przez indukcje pozaskonczong na a < ¢ konstruujemy prawie roztgczng rodzine
A ={A,:a < c}taka, ze f,[C] C A, dla jakiego$ C € Zt. Ponumerowanie {A, : « < ¢} moze
zawiera¢ powtérzenia. Niech { A, : n € w} bedzie rodzing nieskonczonych i parami roztagcznych
podzbioréw w.

Zatozmy, ze w < a < ¢ i Ag zostaty wybrane dla wszystkich g < a. Jezeli istnieje skon-
czony zbiér {Bo, B1,- .-, B} C « taki, ze
€I,

fﬂ?l UA.Bi

i<l

wtedy niech A, = Ap, dlategoi € {0,1,...,1} dla ktérego zachodzi f;l[Aﬁi] e Zt.DlaC =
fi '[Ap] € It mamy f,[C] C A,

W innym przypadku ponumerujmy zbiér « jako {B; : i € w}. Teraz dla wszystkich n € w
dostajemy

U 4| €T
i<n
Z tego otrzymujemy
Ho\ fi' | Ap | € T7.
i<n
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Z faktu, ze T jest P"-ideatem, istnieje B’ € ZT taki, ze B’ C H, i

U Ap; U Ap;

i<n i<n

€ Fin

(HIX \fa

)zB’ﬂfﬁ

dla wszystkich n € w. Zatem f,[B'] jest nieskonczony (poniewaz f, jest Fin — 1) i |fy[B'] N Ag| <
w dla wszystkich g < a. Definiujemy A, = f[B’]. Wtedy dla C = B’ € Z+ mamy f,[C] C A,.

Rodzina A = {A, : « < ¢} jest prawie rozlgczna rodzing nieskonczonych zbioréw. Spraw-
dzimy, ze A jest maksymalna. Niech dane beda: nieskonczony zbiér D C w i funkcja f : w — D,
ktéra jest rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru D. Skoro istniejga C € Z7 i A € A takie,
ze f[C] C A, to DN A jest nieskonczony.

a

Lemat 4.9. Zatézmy p = ¢. Niech Z bedzie F, ideatem. Istnieje nieskonczona, maksymalna pra-
wie roztgczna rodzina A C [w]® taka, ze dla kazdego Z+-zbioru B C w i kazdej Fin — 1 funkcji
f: B — wistnieja Z*-zbiér C C Bi A € A takie, ze f[C] C A

Dowéd. Niech Z = Fin(¢) = {A C w: ¢(A) < oo}, gdzie ¢ jest dolnie péiciagta podmiara.
Ustalmy liste {(H,, fa) : w < a < ¢} wszystkich par zbioréw H, ¢ Z i Fin — 1 funkcji
fa : Hy — w. Przez indukcje pozaskoriczong na a < ¢ konstruujemy prawie roztgczng rodzine
A ={Ay:a < ¢} taka, ze f,[C] C A, dla jakiego$ C € Z". Ponumerowanie {A, : « < ¢} moze
zawiera¢ powtdrzenia. Niech {A, : n € w} bedzie rodzing nieskonczonych, parami roztagcznych
podzbioréw w.
Zatozmy, ze w < a < ¢ i Ag zostaty wybrane dla wszystkich g < a. Jezeli istnieje skon-
czony zbiér {Bo, B1, ..., B} C a taki, ze
€I,

U Aﬁi

i<l

wtedy niech A, = Ag, dlatego i € {0,1,...,I} dla ktérego zachodzi f, '[Ag] € Z". Dla C =
fa'lAp] € I mamy f[C] C As.
W innym przypadku, uzywajac MAg—scentrowany (Twierdzenie 3.9), stworzymy It -zbidr
C C Hy, dla ktérego zbioér A, = f4[C] jest prawie roztaczny z poprzednio wybranymi Ag.
Zdefiniujmy nastepujacy zbiér czesciowo uporzgdkowany IP.
Elementy IP sg parami
p = (Bp, Fp) € [Ha] = x [a]=¢.

Dla p,q € P definiujemy porzadek:

9<p<= (By2ByAF; 2 F AB\ By C Ho\ fi' [UlAg: BEF}]).

Zauwazmy, ze H, \ f, '[U{Ag : B € F}] jest Z*-zbiorem dla wszystkich skonczonych F C a.
Pokazemy, ze dla kazdego n € w, zbiér A, = {p € P : ¢(B,) > n} jest gesty w IP.
Niech p = (Bp, F,) bedzie dowolnym elementem z P i n € w. Wiemy, ze E, = H, \
fo ' [U{Ap : B € F,}] jest I -zbiorem, wigc zawiera skonczony zbior K C E,, taki, ze ¢(K) > n
(poniewaz ¢ jest dolnie péiciggta). Definiujemy g = (B, UK, F,). Wtedy g < p i ¢(B;) > n. Zatem
A, jest gesty w P.
Pokazemy, ze dla kazdego B < a, zbiér Bg = {p € IP: B € F,} jest gesty w IP.
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Niech p = (B, F,) bedzie dowolnym elementem z P. Definiujemy q = (B, F, U {B}).
Wtedy g < p. Zatem By jest gesty w IP.

Pokazemy, ze IP jest o-scentrowany.

Zauwazmy, ze

P= |J {peP:B, =T}
T€[Hy] <

Wezmy p,q € PiT € [Hy]~“ z B, = B; = T. Otrzymujemy (T,F, UF;) < pi(T,F,UF;) <q.

Zatem mozemy uzyC MAg—scentrowany dO znalezienia filtra G C P, ktdry jednoczesnie
przecina kazdy A, dla n € w i kazdy Bg dla B < a. Po znalezieniu takiego filtra niech C =
U{Bp : p € G}. Dzigki temu, ze G przecina A, dla kazdego n € w otrzymujemy, ze C jest
Z+t-zbiorem. Dla kazdego B < a mamy G N Bg # ©, wigc istnieje p € G N By. Pokazemy, ze
Cn f'[Ag] C B, € Fin. Niech x € Cn f~1[Ag] i przypuscmy, ze x ¢ B,,. Wtedy istnieje g € G
takie, ze x € B;. Poniewaz G jest filtrem, to znajdziemy r € G takie, ze r < p ir < g. Wtedy
x € B;\ B, C B, \ B, C Hy \ f; ![Ap]. Sprzecznosc.

Do zobaczenia, ze A jest maksymalng prawie roztaczng rodzina, zatézmy, ze N € [w]®.
Niech f : w — N bedzie rosngcym ponumerowaniem elementéw zbioru N. Istnieje Z*-zbiér
CiAe Az f[C] C A. Zatem N N A jest nieskofczony.

d

Teraz mozemy udowodni¢, ze przestrzen ®(.A) jest rozrézniajaca przestrzenia, to znaczy
T-przestrzenia, ktéra nie jest przestrzenig ré6znicowo zwarta.

Twierdzenie 4.10. Zatézmy, ze zachodzip = ¢ (CH). Jezeli T jest F, ideatem (P -ideatem), wtedy
istnieje przestrzen ®(A), ktdra jest Z-przestrzenig, ale nie jest przestrzenig réznicowo zwarta.

Dowéd. Niech A bedzie rodzing skonstruowang w Lemacie 4.9 (Lemacie 4.8), a ®(.A) bedzie
jednopunktowym uzwarceniem Aleksandrowa przestrzeni Mréwki.

Z Twierdzenia 4.6 wiemy, ze przestrzen ®(.A) nie jest przestrzenig réznicowo zwarta.

Teraz pokazemy, ze ®(.A) jest Z-przestrzenig. Zatézmy, ze f : w — P(A) jest dana.
Niech ¢ : flw] — w bedzie réznowarto$ciowa. Z Lematu 4.7 mozemy znalezé B€ 77 i B C w
taki, ze (g o f)p jest stata lub Fin — 1. W pierwszym przypadku cigg (f(n))cp jest staty i zatem
zbiezny. Zat6zmy, ze fp jest Fin — 1. Skoro f'{w]NB € Z* lub B\ f![w] € I, to mozemy
zatozy¢ przez zmniejszenie B do jakiego$ Z ' -podzbioru, ze f[B] C w lub f[B] C ®(A)\ (wU
{e0}).

W pierwszym przypadku, z Lematu 4.9 (Lematu 4.8) istnieja A € A i Zt-zbiér C C B
takie, ze f[C] C A. Skoro fip jest Fin — 1, to (f(n)),cc zbiega do A. W drugim przypadku twier-
dzimy, ze ciag (f(n)),cp jest zbiezny do co. Do zobaczenia tego, niech K bedzie zwartym pod-
zbiorem ¥ (.A) takim, ze ®(A) \ K jest bazowym otoczeniem co. Wtedy K \ w jest skonczony (bo
KN A jest zbiorem skonczonym), wiec dlatego, ze fip jest Fin — 1, to (f(n)),cp jest od pewnego
miejscaw ®(A) \ K.

4.3. Przestrzen roznicowo zwarta i Hindmana bedgca 7 -przestrzenia

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze przy zatozeniu pewnych warunkéw kazda przestrzen
roznicowo zwarta (Hindmana) jest Z-przestrzenia.

61



Twierdzenie 4.11.

1. Jezeli T <x D i T jest P'-ideatem, wtedy kazda przestrzen réznicowo zwarta jest Z-
przestrzenig. W szczegoélnosci, jezeli 7 jest F, ideatem i Z <g D, wtedy kazda przestrzen
réznicowo zwarta jest Z-przestrzenia.

2. Jezeli T <x H iZ jest P*-ideatem, wtedy kazda przestrzen Hindmana jest Z-przestrzenia.
W szczeg6lnosci, jezeli 7 jest F, ideatem i Z <x H, wtedy kazda przestrzen Hindmana jest
I-przestrzenia.

Dowod. Udowodnimy tylko podpunkt 1., poniewaz podpunkt 2. dowodzi sie analogicznie.

Kazdy F, ideat jest PT-ideatem, wiec udowadniajgc twierdzenie dla P*-ideatu dostajemy
wynik dla F, ideatu.

Niech X bedzie przestrzenig r6znicowo zwartg. Ustalmy {x, : n € w} C X. Niech f :
w — w bedzie $wiadkiem dla Z <k D. Definiujemy y,, = Xf(n) dla kazdego n € w. Wtedy istniejg
nieskonczony A C w i x € X takie, ze dla kazdego otwartego zbioru U > x istnieje m € w takie,
ze {yn : n € D(A\{0,1,...,m—1})} C U. Otrzymujemy f[D(A\{0,1,...,n—1})] ¢ Z dla
kazdego n € w. Rozwazmy malejacy ciag Z " -zbioréw dany przez: A; = f[D(A\{0,1,...,i—1})]
dla kazdego i € w. Skoro T jest P*-ideatem, to istnieje B ¢ Z taki, ze B\ A; € Fin dla kazdego
i € w. Twierdzimy, ze (x,),cp jest zbiezny do x. Do zobaczenia tego, niech U > x bedzie zbiorem
otwartym. Wtedy istnieje k € w takie, ze {x, : n € f[D(A\{0,1,...,k—1})]} = {yn : n € D(A\
{0,1,...,k—=1})} CU.Zatem{n € B:x, ¢ U} C B\ f[D(A\{0,1,...,k—1})] = B\ A € Fin.

O

4.4. Przestrzen Hindmana nie bedaca Z-przestrzenia

W tym podrozdziale podamy definicje zbioru rzadkiego i bardzo rzadkiego oraz szereg
lematéw, ktére postuzg nam do pokazania, ze przy zatozeniu hipotezy continuum i jeszcze jed-
nego warunku zwigzanego z porzadkiem Katétova istnieje przestrzenh Hindmana, ktéra nie jest
ZI-przestrzenig (Twierdzenie 4.17).

Definicja 4.12 ([49, str. 1598]). Nieskonczony zbiér D C w jest rzadki, jezeli dla kazdego x €
FS(D) istnieje jedyny, skohczony zbiér F C D taki, ze
x=Y i
ieF

Rzadki zbiér D jest bardzo rzadki, gdy

v (an’ AQ=) i+) i¢ FS(D)) .
F,F'e[D]<w

icF icF!
Dowod ponizszego lematu znajduje sie w pracy [40, Lemma 2.3], ale przedstawimy inny
dowod, ktéry autorowi wydaje sie tatwiejszy.

Lemat 4.13. Dla kazdego nieskonczonego zbioru D C w istnieje nieskohczony bardzo rzadki
zbiér D' C D.

Dowdd. Niech D C w bedzie nieskonczonym zbiorem. Indukcyjnie wybieramy d; € D w taki
sposob, ze
dy >2 2 d;.

i<n
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Definiujemy D’ = {d; : i € w}. Zatem D’ C D. Pokazemy, ze D’ jest rzadki. Niech x € FS(D)
i F,F' € [D]~“. Zaktadamy, dazac do sprzecznosci, ze F # F/, ale
x=Y)i=) i
ieF  icF
Wtedy
Y i= ) i
ieF\F' i€F'\F
Skoro (F\ F') N (F'\ F) = @, to bez straty ogdlnos$ci mozemy zatozy¢, ze d,, = max(F\ F') >
max(F"\ F). Zauwazmy, ze
Y. i<) di<d,< ) i
ieF'\F i<n ieF\F'
Zatem F = F'.
Nastepnie pokazemy indukcyjnie, ze D’ jest bardzo rzadki. Dla pierwszego kroku induk-
cyjnego, kiedy F,F' C {do} iIFNF #Q,to F=F = {dp}i
Y i+ ) i=2dy<d.
icF ieF’
Otrzymujemy

Yi+ ) i¢ FS(D).

ieF icF’
Zalézmy teraz, ze dla jakiego$ n € w, jezeli F,F' C {d; :i <n} i FNF # @, wtedy
Y i+ ) i¢FS(D').
ieF ieF’
Ustalmy F,F’ C {d; : i < n} takie, ze FNF' # @.
Istniejg dwie mozliwosci: albo max(F U F') < d, i przez zatozenie indukcyjne
Y i+ ) i¢ FS(D'),
ieF  ieF
albo max(F U F') = d,,. W drugim przypadku zauwazmy, ze
Yi+ ) i<2) di <dyy.
ieF iceF’ i<n
Co wiecej, jezeli d,, € FN F/, wtedy
Yoi+ Y iz2d, > ) d
icF ieF’ i<n
Zatem

Y i+ Y i¢FS(D).

icF icF!

Z innej strony, kiedy d,, € F \ F/, to zaktadamy, dazac do sprzecznosci, ze
Y i+ ) ieFS(D').
ieF ieF!

W tym przypadku, skoro

Yoit+ ) i<du,
ieF ieF’
to
Zi+ Z i€ FS{d;:i<n})={dy}UFS({d;:i <n})U(dy+FS({d;:i < n})).

ieF ieF’
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Dlatego, ze
dy > 2 Z d;

i<n
id, € F\ F,to dostajemy
Yi+ Y ied,+FS({d;:i<n}),

ieF icF’
to znaczy

Y i+ ) ieFS({d;:i<n}).

ieF\{d,} icF’
Sprzeczno$é¢ z zatozeniem indukcyjnym, wiec D’ jest bardzo rzadki.

d

Lemat 4.14. Niech D; € [w]¥ dla kazdego i € w bedg takie, ze zbiér Dy jest bardzo rzadki
i FS(Dg) 2 FS(D1) O .... Wtedy istnieje nieskonczony zbiér E taki, ze FS(E) C FS(Dy) i dla
kazdego n € w istnieje k € w takie, ze FS(E\ {0,1,...,k—1}) C FS(Dy).

Dowéd. Skoro Dy jest bardzo rzadki, to dla kazdego x € FS(Dy) istnieje jedyny F(x) € [Do] <
taki, ze
X = Z i
ieF(x)
Wybierzmy ey € Dy, e; € FS(D1) \ {x € FS(Dy) : F(x) N F(eg) # @} i
en € FS(Dy) \ {x € FS(Dy) : El F(x)NF(e;) # @}
<n

dla kazdego n > 1. To jest mozliwe, poniewaz

{x € FS(Dg) : 3 F(x)NF(e;) # @} = U {x€FS(Dy):keF(x)} €Hpsp,)
<n i<n keF(e;)

dla kazdego n € w, a poniewaz zbior Dy jest bardzo rzadki, wiec jest to skonczona suma zbioréw
z ideatu H.

Definiujemy E = {¢; : i € w}. Wtedy E jest nieskonczony. Potrzebujemy sprawdzi¢, ze
E spetnia zgdane warunki.

Niech x € FS(E). Wtedy istnieje skoficzony zbiér F C w taki, ze

X = Zei.
ieF

Skoro F(e;) sa parami roztaczne, dostajemy x € FS(Dy). Zatem FS(E) C FS(Dy).

Ustalmy n € w i niech x € FS(E\ {0,1,...,e, — 1}). Wtedy istnieje skonczony F C
w\{0,1,...,n—1} taki, ze

x=) e

ieF
Przypomnijmy, ze kazdy ¢; dla i > n jest w FS(D,,). Zatem, dla kazdego i € F mozemy znalez¢
skonczony zbiér T; C D,, taki, ze

e = Zd

dGTl‘
Zauwazmy, ze F(d) N F(d'") = @ dla wszystkich d,d’ € D, (d # d’), bo inaczej dostaliby$my
d+d € FS(Dy) \ FS(Dy) (gdyz zbiér Dy jest bardzo rzadki), co przeczy FS(Dy) 2 FS(Dy).
Twierdzimy, ze zbiory T; s parami roztaczne. Jezelid € T; N T; C Dy dla jakichs i,j € F, wtedy

F(d) < |J F(d') = F(e;)

d/GTl‘
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Fd) < | F(d) = F(e)
dIETj
(poniewaz F(x) s jedyne). Z tego otrzymujemy, ze F(e;) N F(e;) # @, co implikuje ¢; +¢; ¢
FS(Dy) (bo zbiér Dy jest bardzo rzadki). Sprzeczno$¢ z faktem, ze FS(E) C FS(Dy). Skoro zbiory
T; € [Dy]<“ sa parami roztaczne, to

x=Y)_ Y deFS(D,).

icF deT;

d

Lemat 4.15. Niech D C w bedzie nieskonczonym zbiorem i A, € H dla kazdego n € w. Wtedy
istnieje nieskonczony zbiér D’ C w taki, ze FS(D’) C FS(D) i dla kazdego n € w istnieje k € w
takie, ze FS(D'\ {0,1,...,k—1})NA, = @.

Dowod. Wykorzystujgc Lemat 4.13, bez straty og6ino$ci mozemy zatozyé, ze D jest bardzo rzad-
ki. Skoro Ag € H, to zbiér FS(D) \ Ag zawiera FS(Dy) dla jakiego$ nieskofnczonego zbioru Dy C
w. Podobnie, zbiér FS(Dy) \ A; zawiera FS(D7) dla jakiego$ nieskoficzonego zbioru D; C w.
Zatem mozemy indukcyjnie zdefiniowaé ciag zbioréw D, € [w]¥ taki, ze FS(D) 2 FS(Dy) 2
FS(D1) O ...1 FS(D;) N A; = @ dla kazdego i € w. Stosujac Lemat 4.14 dostajemy nieskonczo-
ny zbiér E taki, ze dla kazdego n € w istnieje k € w takie, ze FS(E\ {0,1,...,k—1}) C FS(Dy).
Niech ko bedzie takie, ze FS(E\ {0,1,...,kg —1}) C FS(Dy). Definiujemy D" = E\ {0,1,...,ko —
1}. Wtedy FS(D’) = FS(E\ {0,1,...,ko —1}) € FS(Dy) C FS(D). Co wiecej, dla n € w, sko-
ro istnieje k € w takie, ze FS(E\ {0,1,...,k—1}) C FS(Dy), to FS(D'\ {0,1,...,k—1}) C
FS(E\ {0,1,...,k—1}) C FS(D,,). Zatem FS(D'\ {0,1,...,k—1}) N A, = @.

Przypomnimy definicje przestrzeni T; i bedziemy mogli sformutowaé twierdzenie.

Definicja 4.16. Przestrzen topologiczna X jest Ty, jesli dla dowolnych dwoch punktéw x,y € X
istnieje taki zbiér otwarty U C X, zex € U, aley ¢ U.

Twierdzenie 4.17. Zatézmy, ze CH zachodzi. Jezeli T £k H, wtedy istnieje T;, oSrodkowa prze-
strzen Hindmana, ktdra nie jest Z-przestrzenia.

Dowéd. Uzywajac CH, zapisujemy liste ((Hy, fa) @ « < ¢) wszystkich par zbiorow H, ¢ #H
i funkcii f, : Hy — w spetniajacych f,1[{n}] € H dla kazdego n € w.

Konstruujemy ciag (D, : & < ¢) nieskoficzonych podzbioréw w taki, ze dla kazdego « < ¢
mamy: FS(D.) C Hy, fo[FS(D4)] € T i zachodzi jeden z nastepujacych warunkéw:

Y3 SIFSDRA O k=1L ({0 i = LU IFS(D\ {01 k= 11) = ©
(W1)

lub

3.5 3 SO0 n = 1)) € flFS(D\ {01, k=)0 L, k= 1),
(W2)

Zatozmy, ze a < ¢ i Dg zostaly wybrane dla kazdego p < «. Skoro H jest jednorodny
(zobacz [54, Example 2.6]) i Z £x H, to istnieje C € Z taki, ze f; ![C] ¢ H,p,. Znajdziemy
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nieskonczony D C w taki, ze FS(D) C Hy i fo[FS(D)] C C. Korzystajac z Lematu 4.13 mozemy
zatozyé, ze D jest bardzo rzadki.
Mamy dwa przypadki:

D'e|w]w p<a

v Y <FS(D’) CFS(D) = k§| FS(D') \f;l[f/g[FS(Dﬂ \{0,1,...,k—=1})]] ¢ ’H>
cw
(P1)
lub
3 3 (FS(D’) CFS(D)A v FS(D')\ fi'[fs[FS(Dg\ {0,1,...,.k—1})]] € ’H) . (P2)
D' e[w]w p<a kew
W pierwszym przypadku, biorac pod uwage, ze « jest przeliczalna, niech a x w = {(Bn, in) :
n € w}. Uzywajac warunku (P1) i faktu, ze dla kazdego i € w mamy f, 1[{0,1,...,i —1}] € H,
mozemy skonstruowacé ciag (E, : n € w) nieskonczonych podzbioréw w taki, ze
1.
FS(Eo) C FS(D),

YV FS(Eu41) € FS(En),

ngwkezl FS(E,) ﬁf,;l[{o,l,...,i71 —1} U fg,[FS(Dg, \ {0,1,...,k—1})]] = @.

Teraz uzywajac Lematu 4.14 znajdziemy nieskonczony zbiér E' C w taki, ze FS(E') C
FS(D) i dla kazdego n € w istnieje I € w taki, ze FS(E'\ {0,1,...,1 —1}) C FS(E,).

Zauwazmy, ze dla D, = E’ otrzymujemy: FS(D,) C FS(D) C Hy, fo[FS(Dy)] C fo[FS(D)]
CCeZi(Wl).

Rozwazmy drugi przypadek. Niech D" € [w]¥ i B < « beda takie, ze FS(D') C FS(D)
i FS(D') \ fo '[fplFS(Dp\ {0,1,...,k—1})]] € H dla kazdego k € w. Skoro dla kazdego i € w
mamy £, '[{0,1,...,i —1}] € H, to

FS(D)\ fi HfplFS(D\ {0,1,...,k—=1})]\{0,1,... . k= 1}] =

= (FS(D')\ fi '[fp[FS(Dg\ {0,1,...,k—= 1)) U(FS(D') N £ '[{0,1,...,k—1}]) € H

dla kazdego k € w. Uzywajac Lematu 4.15, znajdziemy nieskonczony zbiér D” C w taki, ze
FS(D") C FS(D’) i dla kazdego k € w istnieje n € w taki, ze

FS(D"\ {0,1,...,n—1}) N (FS(D") \f;l[fﬁ[FS(Dlg\{0,1,...,k— 1HI\{0,1,...,k—1}]) = @.
Stad
fo[FS(D"\ {0,1,...,n—1})] C fplFS(Dp\ {0,1,...,k—=1})]\{0,1,..., k—1}.

Zauwazmy, ze D, = D" spetnia: FS(D,) C FS(D’) C FS(D) C H,, fa[FS(Dy)] C
f«[FS(D)] C C e Zi(W2).

Konstrukcja zbioréw D, zostata zakonczona.

Zdefiniujemy zadang przestrzen. Niech T = {a < ¢ : D, spetnia (W1)} i

X = wU{FS(Dy) : & € T} U {oo}.

Dla kazdego x € X definiujemy rodzine B(x) C P(X) nastepujaco:
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e B(n)={{n}}dlan e w,

e B(FS(Dy)) = {{FS(Dyx)} U fo[FS(Da \ {0,1,...,k—1})]\{0,1,..., k =1} : k € w}
dlaa €T,

B(eo) =< {oo}U |J Un:Fe[T]Yily € B(FS(Dy))dlaa € T\F».
a€T\F
Rodzina N' = {B(x) : x € X} spetnia:
e dla kazdego x € X mamy B(x) # @ijezeli U € B(x), wtedy x € U;

e dla kazdego x € X, jezeli U, U’ € B(x), wtedy istnieje V € B(x) taki, ze V. C Unu’;

e jezeli x,y € X s takie, ze y € U dla jakiego$ U € B(x), wtedy istnieje V € B(y) taki, ze
vV Cu.
Zatem N jest uktadem otoczen (zobacz na przyktad [15, Proposition 1.2.3]). Twierdzimy, ze X z to-
pologig utworzong przez A jest przestrzenig topologiczna, ktérej szukamy.

Po pierwsze, zauwazmy, ze X jest osrodkowa (poniewaz w jest przeliczalnym, gestym
podzbiorem X) i T;.

Teraz pokazemy, ze X jest przestrzenig Hindmana. Ustalmy f : w — X. Jezeli istnieje
x € X taki, ze f~'[{x}] & H, wtedy znajdziemy D € [w]® taki, ze FS(D) C f~![{x}]. Zauwazmy,
ze (f(n))uers(p) IP-zbiega do x. Zatem mozemy zatozy¢, ze f~![{x}] € # dla kazdego x € X.
Istnieja dwa przypadki: f~1[X \ w] ¢ H lub f~1w] & H.

Jezeli f~1[X \ w] ¢ H, wtedy znajdziemy D € [w]® taki, ze FS(D) C f~![X \ w]. Skoro
f1{x}] € H dia kazdego x € X i f~![{x}] # @ jedynie dla przeliczalnie wielu x € X (gdyz
|flw]| = w), to uzywajac Lematu 4.15 mozemy znalezé D’ € [w]® taki, ze FS(D’) C FS(D) idla
kazdego x € X \ w istnieje k € w takie, ze

FS(D'\ {0,1,...,k—1})nf{x}] = @.

Skoro dla kazdego U € B(co) istnieje jedynie skonczenie wiele « € T takich, ze FS(D,) ¢ U
otrzymujemy, ze (f(n)),crs(pr) IP-zbiega do co.

Jezeli f~1|w] ¢ H, wtedy istnieje a < c taki, ze (f‘l[w],frf_l[w]) = (Hu, fa). Mamy dwa
przypadki: o« € Tluba & T.

Zatézmy, ze « € T. Na mocy Lematu 4.13 istnieje bardzo rzadki, nieskonczony zbioér
D' C D,. Zauwazmy, ze

FS(D'\{0,1,...,k—1}) C FS(D,\ {0,1,...,k—1})

dla kazdego k € w. Ponadto, jezeli dla kazdego x € FS(D’) przez F(x) oznaczymy jedyny skon-
czony podzbiér D', ktérego suma jest x, to mamy

FS(D')\ FS(D'\ {0,1,...,k—1}) € H.
Powyzszy fakt wynika z tego, ze jesli
x0,X1,-..,x¢ € FS(D')\ FS(D'\ {0,1,...,k—1}) =

= {x € FS(D') : E(x)N{0,1,...,k— 1} # O},
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to istniejg i,j < k, i # j takie, ze F(x;) N F(x;) # @. Wtedy x; + x; ¢ FS(D') (poniewaz D' jest
bardzo rzadkim zbiorem). Zatem

FS(D')\FS(D’'\ {0,1,...,k—1})

nie moze zawiera¢ FS(F) dla zadnego zbioru F mocy wigkszej niz k.
Skoro f~1[{0,1,...,k—1}] € H oraz

FS(D')\ ES(D'\ {0,1,...,k—1}) € H

dla kazdego k € w, to na mocy Lematu 4.15 istnieje nieskonczony zbiér D” taki, ze FS(D”) C
FS(D') C FS(Dy) i dla kazdego k € w istnieje n € w takie, ze

FS(D"\{0,1,...,n—1})N(f1[{0,1,...,k—1}JUFS(D')\ FS(D'\ {0,1,...,k —1})) = @.
Z faktu, ze kazdy U € B(FS(D,)) jest postaci
{FS(Dy)} U FIFS(Da \ {0,1,..., k—1})]\ {0,1,...,k—1}

dla jakiego$ k € w, otrzymujemy podciag (f(1)),crs(p~y IP-zbiezny do FS(Dy).

Zatozmy, ze a ¢ T. Wtedy istnieje B < « taki, ze dla kazdego k € w istnieje n € w takie,
ze

ful[FS(Da\{0,1,...,n = 1})] C fg[FS(Dg\{0,1,...,k—=1})]\{0,1,... . k—1}.
Jezeli wezmiemy najmniejszy B < « z powyzszg wtasno$cia, wtedy p € T, bo gdyby B ¢ T, to
istniataby v < B taka, ze dla kazdego m € w istniatoby k € w takie, ze

felFS(Dg\{0,1,...,k—1})] C £, [FS(Dy\ {0,1,...,m —1})]\{0,1,...,m —1}.
Ale wtedy dla o wiemy, ze dla kazdego m € w istnieje k € w, dla ktdrego istnieje n € w takie, ze:
fulFS(Da\{0,1,...,n = 1})] C fg[FS(Dg\{0,1,...,k—=1})]\{0,1,...,k =1} C

C f5[FS(DE\{0,1,...,k—1})] € £,[FS(D,\ {0, 1,...,m — 1P\ {0,1,...,m —1}.

Sprzecznos¢ z minimalnoscia B. Zatem (f(n)),crs(p,) IP-zbiega do FS(Dg) € X.

Teraz sprawdzimy, ze X nie jest Z-przestrzenia. Definiujemy f : w — X przez f(n) = n
i ustalamy B ¢ 7. Twierdzimy, ze (f(n)),ep nie jest zbiezny. Ciag (f(n)),ep nie moze by¢ zbiezny
do Zzadnego x € w. Co wigcej, nie moze zbiega¢ do zadnego FS(D,) skoro

U = {FS(Dy)} U fo[FS(Dy)]

jest otwartym otoczeniem FS(D,) i f[B] \ U = B\ U jest nieskonczony (bo B ¢ Zi fo[FS(Dy)] € I).
Pokazemy, ze (f(n)),cp nie moze zbiega¢ do co. Skoro B jest nieskonczony, to istnieje
a < c takie, ze Hy, = w i fy : Hy — B jest rosnacym ponumerowaniem elementéw zbioru
B. W szczegélnosci f,[Hy] = B. Mamy dwa przypadki: « € T lub a ¢ T.
W pierwszym przypadku « € T. Wtedy f,[FS(D,)] C B. Skoro

fu[FS(Dy \ {0,1,...,k—1})]

jest nieskonczony dla kazdego k € w, to mozemy indukcyjnie wybrac
cx € fu[FS(Da \{0,1,...,k—1})]\ {c;: i < k}
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do uzyskania nieskoficzonego zbioru C = {c; : k € w} takiego, ze C C Bi

C\ falFS(Dx \ {0,1,...,k—1})]

jest skonczony dla kazdego k € w. Pokazemy, ze dla kazdego B € T\ {«} istnieje Uz €
B(FS(Dg)) taki, ze Ug N C = @. Ustalmy g € T\ {a}. Z warunku (W1) istnieje k € w takie,

ze

ful[FS(Da\{0,1,...,k=1})] N fg[FS(Dg\ {0,1,...,k = 1})] = .
Niech

kg = max{k, max(C\ fa[FS(Da\{0,1,..., k=1})])}.

Witedy

Ug = {FS(Dg)} U fglFS(Dg\{0,1,..., kg —1})]\{0,1,... kg — 1}
jestw B(FS(Dg)) i Ug N C = @. Zatem

U={o}u |J U
pET\{a}

jest otwartym otoczeniem co, ktére jest roztaczne z C. Skoro C € [B]¥, to (f(n)),cp nie moze
zbiegaé do co.
Zatozmy, ze a ¢ T. Wtedy istnieje B < « taki, ze dla kazdego k € w istnieje n € w takie,
ze
falFS(Da\{0,1,...,n —1})] C fg[FS(Dg\ {0,1,...,k—1})].

Jezeli wezmiemy najmniejszy f < a z powyzszg wtasnos$cig, wtedy g € T. Podobnie jak w pierw-
szym przypadku, mozemy znalez¢ nieskonczony zbiér C C B taki, ze zbior

C\ fplFS(Dg\{0,1,...,k—1})]

jest skonczony dla kazdego k € w, wiec znajdziemy otwarte otoczenie U z B(e0) roztgczne z C. Za-
tem (f(n)),ep nie bedzie zbiega¢ do co.

Ponizszy wniosek wynika z Twierdzehn 4.17 i 4.11(2.).

Whiosek 4.18. Zatozmy CH. Jezeli 7 jest PT-ideatem, to nastepujgce warunki sg rownowazne:
1. T Lk H.

2. Istnieje przestrzen Hindmana, ktéra nie jest Z-przestrzenia.

4.5. Przestrzen Hindmana, ktora nie jest 7, -przestrzenig

W tym podrozdziale pokazemy, ze istnieje przestrzen Hindmana, ktéra nie jest Z, - prze-
strzenig. Dla x € FS(C), gdzie C C w jest nieskonczonym zbiorem rzadkim, przez a(x) bedziemy
oznacza¢ skonczony podzbiér zbioru C taki, ze

x= ) i

ica(x)
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Twierdzenie 4.19.
1. I1 %k M, tzn., ze nie istnieje funkcja ¢ : w — w taka, ze ¢~ 1[A] € H dla kazdego A € Z;.

2. Zat6zmy, ze CH zachodzi. Istnieje przestrzen Hindmana, ktéra nie jest 7, -przestrzenia.

Dowod. Skoro 2. wynika z 1. i Twierdzenia 4.17, to ponizej pokazemy jedynie podpunkt 1.. Niech
¢ : w — w bedzie dowolng funkcja. Pokazemy, ze ¢ nie bedzie $wiadczy¢ o tym, ze Z, <x H, to
znaczy znajdziemy nieskonczony zbiér D C w taki, ze ¢[FS(D)] € Z.. Uzywajac Kannonicznego
Twierdzenia Hindmana ([67, Theorem 2.1], zobacz takze [37, Theorerr;5 na str. 133]), znajdziemy
nieskonczony zbiér rzadki C = {c, : n € w} C w, gdzie ¢, < c,4+1 dla kazdego n € w i jeden z
nastepujacych pieciu warunkéw bedzie zachodzit:

1.

Vo 9(x)=9(y)

x,yeFS(C)
2.
VY ¢(x) =¢(y) <= mina(x) =mina(y),
x,yeFS(C)
3.
vV ¢(x) =¢(y) <= maxa(x) = maxa(y),
x,y€FS(C)
4.
vV ¢(x) =¢(y) <= (mina(x) =mina(y) A maxa(x) = maxa(y)),
x,y€FS(C)
5.
V. ¢x)=¢y) <= x=y.
x,yeFS(C)

Przypadek 1. Wezmy D = C i zauwazmy, ze zbiér ¢[FS(D)] ma jedynie jeden element, wigc
nalezy do ideatu 7, .

Przypadek 2. Skonnstruujemy scisle rosnacy ciag {k, : n € w} taki, ze ¢(cr,) > 2" dla kazdego
new.

Zatbzmy, ze k; zostaty skonstruowane dla i < n. Skoro a(c¢;) = {c;} dla kazdego k € w,
to mina(cx) # mina(c;) dla réznych k,I € w. W konsekwencji ¢c jest réznowartosciowa, wigc
mozemy znalez¢ k, > k,,_1 takie, ze ¢(cx,) > 2"1. To konczy indukeyjng konstrukcje k;,.

Niech D = {¢, : n € w}. Jezeli pokazemy, ze ¢[FS(D)] € Z., wtedy dowdd tego
przypadku zostanie zakonczony. Uzywajgc wtasnosci ci, -6w zauwazmy, 2en

plex, + FS({ex, 1> n})] = {p(ek,)}

dla kazdego n € w, wiec

1 1 1
Y =Yzt )3 — | =
vepirson Yt e \ ) + 1 g STl sy Y 1

1 1 2 1
= + < 7 S 57 <00
n;u (¢(Ck;z) + 1 ¢(Ckn) + 1> 1’1;0 21’l+1 + 1 ngu 2”
Przypadek 3. Skonstruujemy $cisle rosnacy ciag {k, : n € w} taki, ze ¢(cy, ) > 2"+ dla kazdego

neuw.
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Zatézmy, ze k; zostaty skonstruowane dla i < n. Skoro a(cx) = {cx} dla kazdego k € w,
to maxa(ck) # maxa(c;) dla réznych k,1 € w. W konsekwencji ¢;¢ jest réznowarto$ciowa, wiec
mozemy znalez¢ k, > k,_1 takie, ze ¢(cx,) > 2""1. To konczy indukcyjng konstrukcje k;,.

Niech D = {¢, : n € w}. Jezeli pokazemy, ze $[FS(D)|] € Z., wtedy dowdd tego
przypadku zostanie zakonczony. Uzywajgc wtasnosci ci, -6w zauwazmy, e

Plex, +FS({ex, 1 i < n})] = {¢(ck,)}
dla kazdego n € w, wiec
1
r Loy . ) -
yegtrsoy ¥ H1 gl Ckn) 1 el +FSlay i<npy Y T 1

1 1 2 1
= + <Y —— <V = <.
n;u (‘P(Ckn)“‘l ¢>(ckn)+1> n;, nt+l 41 = 2 2

Przypadek 4. Skonstruujemy $cisle rosnacy ciag {k, : n € w} taki, ze

v Y (glek,) > n2" T Ag(ck, +c) > 2"

neEw i<n

Zatézmy, ze k; zostaty skonstruowane dla i < n. Skoro a(cx) = {c} dla kazdego k € w,
to uzyskujemy mina(cy + c,) 7 mina(ck + ck].) oraz mina(ck) # mina(ck + ci,) dla kazdego
k>k,_qii<j<n—1. W konsekwenciji

Pr({er+er,: k>ky, i<n}U{eg k>ky1})

jest r6znowartosciowa, wiec uzywajac zasady szufladkowej Dirichleta, mozemy znalez¢ k, >
kn_1 takie, ze ¢(cx,) > n2" i ¢(ck, +cx,) > n2"*! dla kazdego i < n. To koriczy indukcyjng
konstrukcije k.

Niech D = {¢, : n € w}. Jezeli pokazemy, ze ¢[FS(D)] € Z., wtedy dowdd tego
przypadku zostanie zakonczony. Uzywajgc wtasnosci ci, -6w zauwazmy, Zen

Plex,, + FS({ex, :m < i <n}) +cx,| = {¢p(cx, +cx,)}

dla kazdych m < n, m,n € w, wiec

yeP[FS(D

1 1

=L (ckn)+17L L L cp(ckm—l—ckn)+1+ L X

2 1
new new m<n new m<n <y€¢[ckm+FS({cki:m<i<n})+ck”] y + 1)

1 1 1
=L (ck,) +1 2 ¢lce, +c,) +1 ppy <p(ckm+ckn)+1 S

new new m<n newm<n

1 1
< — 42 ———— < — <
Z 271“!’1 + 1 Vl;d 77;}’! 27’l+1 + 1 Z 71;41 *
Przypadek 5. Skonstruujemy $cisle rosnacy ciag {k, : n € w} taki, ze
v (4)(ckn) > 22 A (cp +x) > 22”) .
new xeFS({ck[:i<n})

Zatbézmy, ze k; zostaty skonstruowane dla i < n. Niech m € w bedzie taki, ze m > 22"

im > ¢(x) dla kazdego x € FS({cy, : i < n}). Skoro ¢;rgc) jest roznowartosciowa, wigc
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zbiér F = ¢~1[{0,1,...,m}] jest skonczony. Niech k, € w bedzie taki, ze c;, > maxF. Skoro
¢k, > maxF, to uzyskujemy ¢, ¢ F i w konsekwencji ¢(ci, ) > m > 22". Podobnie, dla kazdego
x € FS({cy, : i < n}) mamy ¢, +x > ¢, > maxF, wiec ¢(cx, +x) > m > 22", To konczy
indukcyjng konstrukcje k.

Niech D = {¢, : n € w}. Jezeli pokazemy, ze $[FS(D)] € Z., wtedy dowdd tego
przypadku zostanie zakonczony. Uzywajgc wtasnosci ci, -6w zauwazmy, 2en

1 1 1
—— =) |+ ) | <
yEWZS:(D)] y+1 g \ 9lew) +1 x€FS({cy,:i<n}) p(ck, +x) +1

1 1 1 1
<2(22n+14r L 22"+1)<2(22"+1+(2n_1)'22n+1):

new XEFS({cy, i<n}) new
2" 1
= ——— < — < oo,
LS L

Zakonhczmy nasze rozwazania dwoma pytaniami.

Problem 4.20. Czy istnieje przestrzen réznicowo zwarta, ktéra nie jest przestrzenig Folkmana
(F-przestrzenia)?

Problem 4.21. Czy istnieje przestrzen réznicowo zwarta, ktéra nie jest przestrzenig van der Wa-
erdena (W-przestrzenig)?
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5. PORZADKI

W tym rozdziale podamy definicje porzadkéw Rudin-Keislera i Rudin-Blassa (definicje
pozostatych porzadkéw zostaly przedstawione w rozdziale 3). Nastgpnie pokazemy kilka przy-
ktadow zachowan ideatéw z rozdziatéw 2 i 3 w tych porzadkach, ktére udato nam sie sprawdzi¢
(to znaczy, napiszemy, czy idealy sg ze sobg w wybranym porzadku, czy tez nie). Wyniki po-
rzadkow dotyczace ideatdéw z rozdziatu drugiego uzyskane w tej pracy i pracach innych autoréw,
podsumowuije tabela na koncu rozdziatu.

Definicja 5.1. Niech Z i J beda ideatami na w. Méwimy, ze 7 jest ponizej J w porzadku Rudin-
Keislera (Z <rx J), gdy istnieje funkcja f : w — w taka, ze dla kazdego zbioru A C w otrzymu-
jemy: Ae T« flA] e J.

Definicja 5.2. Niech Z i J beda ideatami na w. Méwimy, ze 7 jest ponizej J w porzadku Rudin-
Blassa (Z <grp J), gdy istnieje Fin — 1 funkcja f : w — w taka, ze dla kazdego zbioru A C w
otrzymujemy: A € T <= f1[A] € J.

Twierdzenie 5.3. [21, Theorem 6.1] Zatozmy, ze 7 <rx J iideat J ma wtasnos¢ FinBW. Wtedy
ideat Z ma wiasno$¢ FinBW.

Uwaga 5.4.

W zatozeniach [21, Theorem 6.1] mozna zamienié¢ porzgdek Rudin-Keislera na porzgdek Katéto-
va.

Stwierdzenie 5.5.
I, %k Zps-

Dowdd. Niech f : w — w i zalézmy, ze dla kazdego f~!'[{n}] € Zps. Indukcyjnie zdefiniujemy
cigg liczb naturalnych (b,),>1 tak, ze:

A={fba+k):n>1Ake{0,1...,n—1}} € T,.

Wtedy f~1[A] ¢ Zps, poniewaz spetnia definicje zbioru piecewise syndetic dla statej b =
1. Wiec funkcja f nie moze $wiadczy€ o tym, ze Z; <k Zps.

Wybierzemy b, w taki sposéb, ze f(b, + Ig) > 2" dla kazdego k € {0,1,...,n — 1}. Naj-
pierw wybieramy dowolny by, a jak juz mamy wybrane b; dla i < n,to f~1[{0,1,...,2"}] € Ips,
wiec z definicji ideatu Zpg dla statej b = n istnieje N > 0 takie, ze dla kazdego i € w istnieje
ke {ii+1,...,i+ N} takie, ze mamy a1 —a, > b = n, gdzie elementy a; sg rosnagcym po-
numerowaniem zbioru f~1[{0,1,...,2"}]. Zatem dopetnienie f1[{0,1,...,2"}] zawiera przedziat
dtugosci n (przedziat pomiedzy elementami ay i a1 dla dowolnego k € w o0 powyzszej wlasnosci).
Niech b, bedzie rowne minimum tego przedziatu.

Majac juz utworzone elementy b, zauwazmy, ze A € I%, poniewaz

< 0.

C+1 ii bn+k igzl

HM8

s
42"
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Stwierdzenie 5.6.

EDfin T T.

Dowod. Szukamy funkcji roznowartos$ciowej (to, ze mozemy wzig¢ funkcje réznowartosciowg za-
miast bijekcji, wynika z [4, Lemma 3.3]) f : w — A takiej, ze:

“1A .
AESDfi,,f [ ] < T

Definiujemy: dg =sqg =0, dy =s1 = 1, d,, = ns,,_1, gdzie
n
i=1

dlan > 2 Niechly =@ iI, = {sy_1,...,5n — 1} dla n > 1. Rozpatrujemy taka funkcje f : w —
w X w, ze f[I,] ={dn} x{0,1,...,d, — 1} C A dlakazdego n > 1.

Pokazemy, ze dla kazdego zbioru B = {b; : i > 1} takiego, ze b, € I, dla kazdego n > 1,
B nalezy do ideatu 7T jako suma dwéch zbioréw cienkich: By = {by, 11 :1n € w} i By ={by, : 1 €
w}.

Sprawdzamy, ze zbiér B; jest cienki. Dla n > 1 otrzymujemy

boy—1 [ 1
bans1  ba1+don 14

dZn ’
byn—1

Pokazemy, ze

T 1 B
nl—I>Iolo dZn
2n—1
przez sprawdzenie, ze zachodzi
1- dZTl _
1 =
n—eo byp_q
Uzyskujemy
dyn 21 -5pu1 >
ban—1 bon—1
Zatem
1~ d2n _
m = 0
n—eo byp_q
Czyli
lim ban1 =0,
n—00 by 41

wiec zbidr By jest cienki. Podobnie sprawdza sig, ze zbidr B, jest cienki.

Niech A € EDy;y,. Z definicji ideatu EDy, istnieje m € w takie, ze |A(n)| < m dla kazdego
n € w. Zatem f~1[A] sktada sig z mniej niz m zbioréw B, ktére maja po jednym punkcie wspélnym
z przedziatami I,,, wiec f~[A] € T jako suma skonczenie wielu zbioréw nalezacych do 7.

d

Postawimy teraz kilka pytan zwigzanych z porzadkiem Katétova i ideatami pojawiajgcymi
sie w tej pracy.

Problem 5.7. Czy W £x H?

Problem 5.8. Czy Dfin Lk Ips?
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Problem 5.9. Czy Dfin Lx L7
Problem 5.10. Czy Zps £k Z,4?

Na nastepnej stronie prezentujemy tabele podsumowujgca zaleznosci miedzy rozwaza-
nymi w rozprawie ideatami w porzadkach: C, =, C, =, <zk, <rB, <kBs <K-

Jezeli w i-tym wierszu i j-tej kolumnie tabeli pojawia sie np. symbol <k, to znaczy, ze
ideat z i-tego wiersza jest ponizej ideatu z j-tej kolumny w porzadku <k. W tabelce podajemy tak-
ze cytowania - niektére z nich odnoszg sie wprost do dowoddéw danej tezy, a niektére do faktdw,
z ktérych mozemy wywnioskowa¢, czy dane ideaty sg ze sobg w wybranym porzadku. Czasami
trzeba taczy¢ wiele faktow ze sobg i dla przejrzystosci tabelki postanowili§my wpisaé tylko cyto-
wania do tych mniej znanych. Ponizej postaramy sie przedstawi¢ z jakich rzeczy skorzystaliSmy
poza przechodnio$cig porzgdkéw i symetrig izomorfizmu.

Oto lista prac z faktami, ktére wykorzystaliSmy realizujgc ponizszg tabelke.

e Dla 7 £k Fin (i pierwszej kolumny): [4, Lemma 3.1(2)].

e Dla £ &x F, L &x W, L £k I (dla pozostatych ideatéw mozemy skorzysta¢ z prze-
chodniosci porzadku Katétova): [2n1, Theorem 6.1], [48, Lemma 3.2] i Uwaga 5.4. Z [48,
Lemma 3.2] otrzymujemy, ze £ nie ma wiasnosci FinBW. Wtedy [21, Theorem 6.1] i Uwaga
5.4 dajg nam: £ &x F, L &x W, L &k I%, bo idealty F, Wi I% majg wtasnos$¢ FinBW.

e DlaZ: g Z;:[58, Theorem 7], [42, akapit przed Theorem 1.2]. W [58, Theorem 7] autorzy
pokaznali, ze T nie jest ponizej Z; w porzgdku Tukeya. Wtedy [42, akapit przed Theorem 1.2]
pokazuije, ze In% %Zri Iy

e Dla T %k I., A LRK L1, Dfin LRK Ii, F LRK I, W LRK Ii, A %RrK Za» Dfin %rx Las
F &rx Ly, W €ri Zg, T %re Za, £ $rx L, Tu %rx Zg, Ips €rx Zs: [42, Theorem
1.2(3) i akapit przed tym twierdzeniem] - wykorzystujac, ze add*(Z) > w; dla P-ideatu
iadd*(Z) = w dla Z, ktory nie jest P-ideatem.

o DlaZ; sk Z,:[12, Fact 6.11].

e Dla W £k A: [31, Theorem 2.4], [33, Corollary 2.1.9], [11, str. 210], [26, Theorem 3.4].
W [31, Theorem 2.4] autorka pokazata, ze przy zatozeniu MA ,;.ejiczainy iStnieje W-ultrafiltr,
ktéry nie jest Q-punktem. W [26, Theorem 3.4] Flaskova udowodnita, ze Q-punkt i staby
A-ultrafiltr sg tym samym. Zatem przy zatozeniu M A p,eiiczalny istnieje W-ultrafiltr, ktory nie
jest A-ultrafiltrem. Stosujac kolejno [33, Corollary 2.1.9] i [11, str. 210] dostajemy W £x A.

e Dla Fin <gp 7 (i pierwszego wiersza): [16, str. 12].

o DlaD £x Z; i D %k Ips: [43, str. 837], [17]. W [17] autorzy pokazali, ze Fin* <x D, a z [43,
str. 837] otrzymujemy, ze Fin? £k Z; i Fin? Lx Zps. Z przechodnioéci D £x Z; i D £x Ips.

e Dla A C 7:[26, Theorem 3.4], [18, Theorem 4.3(3)], [11, str. 210] i Stwierdzenie 5.6. Z
[26, Theorem 3.4] EDf;,-punkty i A-punkty sg tym samym. Stosujgc [18, Theorem 4.3(3)]
otrzymujemy A T EDy;, zaktadajac CH. Ze Stwierdzenia 5.6, przechodniosci porzadku i
[11, str. 210] (bo porzadek C tez jest absolutny dla ideatéw borelowskich) dostajemy A C 7.

e Dla# &k D:[17].
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Tabela 5.1: Porzadki

Fin T A L D D fin F H T 1 w Iu Id T PS
Fin = c, C, c, c, c, (@ C, c, G, c, C, C,
SRB | SRB | SRB | SRB | SRB | SRB | SRB | <RB | <RB | S<RB | <RB | <RB
(16], | [16], | [16], | [16], | [16], | [16], | [16], | [16], | [16], | [16], | [16], | [16],
& & 2 & 2 % & & 2 & % &
T | %k | = c, c, c, c, c, c, c, c, c, c, c,
[4] % % * % > 2 | £rx | 2 Z | £re | 2
[42] [42]
A | &k | &, = c, c, c, c, c, c, c, c, c, c,
[4] | 2 e 2 = > Z | Lrx | 2 2 | frx | Z
cC [42] [42]
[26]
L | £k | %k | %k = C, | &k | £k | C | %k | %k C C, C
[4] [21] Z | [21] | [21] | 2 | [21] | [21] LRK
[42]
D | &k | ¥k | ¥k | %k = gk | £k | G | &k | €k | €k | %k | %k
[4] [21] [21] | [21] | 2 | [21] | [21] [43] | [43]
171 | 117]
Dfin | Fx | %k | % | & | & | = | & |G |4 €% | L | &
[4] Z 2 #+ Z | £r Z | £r z
[42] [42]
Foldk| % | & | &L | & | €| = | |4 | €L || L
[4] Z Z Z | £r Z | £r Z
[42] [42]
H | fr | x| gk | €k | €x | €k | %k = grx | gk | €k | gk | %k
[4] [21] (171 | [21] | [21] [21] | [21]
I% i | gk | x| €k | x| €x | %k | £k = gk | gk | G | £k
[4] [12] | £ri
[58]
Wl fk| &k | % | & | & | €| € | & = | G | G |G
[4] [B1] | 2 & Z | £ri Z | £rx | Z
[26] [42] [42]
T |k | %k | %k | € | & | %k | % | & | & | % | = | G | C
[4] [21] Zz | [21] | [21] | 2 | [21] | [21] LRk | #
[42]
To | €| gk | €x | fx | €x | x| €k | %k | gk | %k | €k | = | £k
[4] [21] [21] | [21] [21] | [21]
Ips |fk | #x | %k | € | & | %k | %k | & | % | % | € | & | =
[4] [21] Z | [21] | [21] | 2 | [21] | [21] %R
[42]
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