Streszczenie

Stopien wspotzmienniczy deg, jest narzedziem stuzacym do wykrywania zer lokal-
nych odwzorowan wspétzmienniczych. Idea jego dzialania jest analogiczna do stop-
nia Brouwera: jezeli warto$¢ stopnia jest r6zna od zera, dane odwzorowanie posiada
miejsca zerowe. Cho¢ proces wyznaczania warto$ci stopnia wsp6lzmienniczego bywa
skomplikowany, posiada on bogatsza strukture niz klasyczny stopien. Wartosci degg
nie sg liczbami, lecz elementami pierScienia Burnside’a, sktadajacymi sig z kilku wspo6t-
czynnikéw. W wielu przypadkach ten stopien jest skuteczniejszy niz stopieni Brouwera,
przyjmujac niezerowg warto$¢ tam, gdzie ten drugi jest rowny zero. Co wiecej, ana-
liza niezerowych wspoétczynnikéw deg, pozwala na wyciaganie wnioskow na temat
konkretnych typow orbitowych wystepujacych w zbiorze miejsc zerowych. Dla jeszcze
wezszej klasy odwzorowan wspolzmienniczych, ktére sa jednocze$nie gradientowe,
rozwinela sie teoria wspélzmienniczego stopnia gradientowego degg 0 wartoSciach
w pierScieniu Eulera-tom Diecka i jeszcze bogatszej strukturze. Oba te stopnie na prze-
strzeni kilkudziesieciu ostatnich lat doczekaly sie licznych zastosowan oraz uogélnien.

Celem pracy jest rozwiniecie dw6ch wybranych aspektéw teorii tych stopni. Pierw-
szym z nich jest kwestia wtasnos$ci produktowej stopnia deg. Wlasnosc ta zostata wy-
kazana w og6lnym przypadku zwartej grupy Liego przez Kazimierza Gebe, Wiestawa
Krawcewicza i Jianhonga Wu w artykule z 1994 roku, jednak przedstawiony tam dowo6d
miat charakter skr6towy i formalny. Przedstawiamy nowy, pelny dowéd wzoru produk-
towego przy zalozeniu, ze G jest grupg skonczong lub zwartg abelowg grupa Liego.
Drugi aspekt, ktéremu poswiecona jest praca, to wprowadzenie nowej wersji gradien-
towego stopnia wspotzmienniczego w przestrzeni Hilberta. Motywacja do jego opra-
cowania byly potencjalne zastosowania m.in. przy wykrywaniu okresowych rozwigzan
uktadéw hamiltonowskich.

Rozdziat 1 poSwiecony jest preliminariom. Zawiera podstawowe definicje dotycza-
ce odwzorowan wspoétzmienniczych, stopnia deg oraz elementy teorii wigzek wekto-

rowych, ktére zostang wykorzystane w kolejnych rozdziatach dotyczacych wzoru pro-



duktowego. W Rozdziale 2 przedstawiamy dowod tego wzoru dla stopnia deg, w przy-
padku, gdy G jest grupg skonczong. Opiera si¢ on na nowym pojeciu odwzorowan po-
listandardowych oraz na twierdzeniu typu Hopfa dla lokalnych odwzorowan wspot-
zmienniczych wykazanym przez P. Barttomiejczyka w artykule z 2017 roku. W nastep-
nym rozdziale dowodzimy wtasno$ci produktowej przy dzialaniu zwartej abelowej gru-
py Liego, stosujac podobne rozumowanie z uwzglednieniem niezbednych modyfikacji.

Kolejne dwa rozdzialy dotycza nowej nieskonczenie wymiarowej wersji stopnia.
Mianowicie, prezentujemy konstrukcje stopnia w przestrzeni Hilberta dla wsp6izmien-
niczych, gradientowych, zwartych zaburzen wspé6izmienniczego, nieograniczonego, sa-
mosprzezonego operatora o czysto dyskretnym widmie. Wspomniany niezmiennik,
oznaczany Degg, przyjmuje wartosci w pierScieniu Eulera-tom Diecka. W Rozdziale
4 przedstawiamy definicje tego stopnia oparta na skoriczenie wymiarowych aproksy-
macjach, a nastepnie pokazujemy, ze Degg spetnia warunki wymagane od niezmien-
nikéw nazywanych stopniami (addytywnos¢, otopijna niezmienniczo$¢, wykrywanie
zer, normalizacja i wlasno$¢ produktowa). Rozdziat 5 rozpoczyna sie od oméwienia
problemu poszukiwania orbit okresowych uktadéw hamiltonowskich wraz z rysem hi-
storycznym i opisem dotychczasowych wynikow z tej dziedziny. W dalszej czeSci roz-
dzialu wyjasniamy, jak sprowadzi¢ ten problem z réwnan r6zniczkowych zwyczajnych
do zagadnienia wyznaczania zer pewnego operatora nieliniowego w przestrzeni Hil-
berta. Tego typu zamiana pozwala na stosowanie naszego wspoizmienniczego stopnia
gradientowego Deg}..

W ostatnim rozdziale proponujemy kilka hipotez naturalnie wynikajacych z wcze-
$niej omoéwionych rezultatéw. Wyznaczajq one mozliwe Sciezki dalszych badan nad

zagadnieniami prezentowanymi w tej pracy.



