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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Bartosza Kamedulskiego
WYBRANE W�ASNO�CI I ZASTOSOWANIA STOPNIA ODWZOROWA�

WSPÓ�ZMIENNICZYCH

Przedstawiona rozprawa doktorska magistra Bartosza Kamedulskiego "Wybrane wªasno±ci i zasto-
sowania stopnia odwzorowa« wspóªzmienniczych" liczy 75 stron wraz ze spisem tre±ci (2 strony), stre-
sczeniem w dwóch j¦zykach (4 strony), oraz obszernym, licz¡cym 89 pozycji, spisem literatury (7 stron).
Po±wi¦cona ona jest dwóm zagadnieniom z teorii stopnia dla odwzorowa« wspóªzmienniczych. Cytuj¡c
autora: "Pierwsze z nich to wªasno±¢ produktowa dla stopnia wspóªzmienniczego. Drugie zagadnienie
rozprawy to konstrukcja gradientowego stopnia wspóªzmienniczego Deg∇G dla zwartych zaburze« nieogra-
niczonego operatora samosprz¦»onego o czysto dyskretnym widmie w przestrzeni Hilberta."

Przejd¹my wi¦c do omówienia warto±ci naukowej rozprawy doktorskiej pana Kamedulskiego. W to-
pologii algebraicznej przez stopie« odwzorowania ci¡gªego f : M → N pomi¦dzy zwartymi i oriento-
walnymi rozmaito±ciami gªadkimi wymiaru n rozmumie si¦ liczb¦ caªkowit¡ deg(f) okre±lon¡ równo±ci¡
Hn(f)(eM ) = deg(f) ·eN , gdzie eM , oraz eN s¡ generatorami grup Hn(M ;Z) ≃ Hn(N ;Z) ≃ Z odpowied-
nio. Jest to niezmiennik homotopii i w szczególno±ci gdy deg(f) ̸= 0 to f nie jest homotopijne z odwzo-
rowaniem staªym. Natomiast w analizie nieliniowej istotne jest szukanie zer odwzorowania F : D → Rk,
gdzie D ⊂ Rm ograniczony podzbiór z gªadkim brzegiem ∂D, i zachodzi F (x) ̸= 0 na brzegu ∂D. W
najprostszym przypadku, ale istotnym dla zastosowa«, D = Dm(r) jest dyskiem o ±rodku w zerze i
promieniu r. Bowiem ma miejsce twierdzenie zwane podstawow¡ zasad¡ analizy nieliniowej.
Podstawowa zasada analizy nieliniowej: Niech φ : ∂D = Sm−1 → Rk \ {0} b¦dzie obci¦ciem F . Roz-

patrzmy odwzorowanie ψ : Sm−1 → Sk−1 okre±lone wzorem ψ(x) = φ(x)
∥φ(x)∥ . Wtedy dla ka»dego prze-

dªu»enia F̃ odwzorownia φ na D równanie F̃ (x) = 0 ma rozwi¡zanie x ∈ IntD wtedy i tylko wte-

dy gdy ψ : Sm−1 → Sk−1 jest homotopijnie nietrywialne." Gdy m = k, to odwzorwaniu f mo»na
przypisa¢ liczb¦ caªkowit¡ deg(f) okre±lon¡ powy»ej i przyporzadkowanie f 7→ deg(f) zadaje bijekcj¦
zbióru klas homotopii [Sm, Sm] i liczb caªkowitych, o ile m  1. Co wi¦cej, je±li w zbiorze [Sm, Sm]
wprowadzi¢ struktur¦ pier±cienia (okre±lon¡ przez dodawanie w grupach homotopii oraz skªadanie od-
wzorowa«), to bijekcja ta jest izomor�zmem pier±cieni, który mo»na wypowiedzie¢ w formie, »e zerowa
stabilna grupa homotopii jest izomor�czna zerowej stabilnej zerowej grupie bordyzmów obramowanych
lim
m→∞

[Sm, Sm] =: πst0 (∗) ≃ ωst0 (∗) ≃ Z, która jest równa Z. Z drugiej strony w rodzinie klas izomor-

�zmów zbiorów sko«czonych z relacj¡ równoliczno±ci mo»na wprowadzic struktur¦ póªpier±cienia A+ z
dodawaniem rozª¡cznych zbiorów i mno»eniem kartezja«skim, którego pier±cie« uniwersalny (Grothen-
diecka) jest równy Z. Warto doda¢, »e gdy m = n+k > k to konstrukcja i twierdzenie Pontriagina ustala
izomor�zm lim

k→∞
[Sn+k, Sk] =: πstn (∗) ≃ ωstn (∗) klas homotopii odzworowa« (stabilnych homotopii sfer) i

klas bordyzmów obramowanych zamnkni¦tych zwartych n-podrozmaito±ci obramowanych. Zauwa»my, »e
0-wymiarowe podrozmaito±ci zwarte to zbiory sko«czone, a obramowanie to wybór orientacji wi¡zki nor-
malnej do punktu, czyli orientacja wi¡zki stycznej w punkcie uto»samiana z ±1 przy wyborze ustalonej
orientacji Sm.

Zbiór odzworowa«, i klas homotopii odwzorowa« z M do N posiada dodatkow¡ struktur¦ w przy-
padku, gdy na obu tych rozmaito±ciach dziaªa grupa G zwana grup¡ symetrii. W badaniach historycznie
przyjmowaªo si¦, »e G jest sko«czona lub zwarta ze wzgl¦du na prostsz¡ sytuacj¦ tj. ±rodki technicz-
ne (twierdzenia, teorie), którymi si¦ wtedy dysponuje - dla tych grup teoria jest rozwini¦ta. Rozwa»a
si¦ zbiór odwzorowa« G-wspóªzmienniczych, krótko wspóªzmienniczych, czyli takich f : M → N , »e
f(gx) = gf(x), oraz klas homotopii wspóªzmienniczych [M,N ]G, czyli odwzorowa« wspóªzmienniczych
F :M × I → N z dziaªaniem trywialnym na odcinku I.
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W roku 1970 na Kongresie ICM w Nicei Graeme Segal [80] sformuªowaª (bez dowodu) twierdzenie:

Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡, πst,G0 (∗), ωst,G0 (∗) odpowiednio zerow¡ grup¡ stabilnych G-wspóªzmien-

niczych homotopii oraz zerow¡ grup¡ bordyzmów obramowanych. Dla reprezentacji ortogonalnej V przez

SV oznaczamy jednopunktow¡ kompaty�kacj¦ V , a przez lim
V→∞
[SV → SV ]G rozumiemy granic¦ [SV →

SV ]G indukowan¡ przez wªo»enia V ⊂ V ′ a V → ∞ oznacza, »e krotno±¢ ka»dego skªadnika nieprzywie-

dlnego w V d¡»y do ∞.

πst,G0 (∗) := lim
V→∞

[SV → SV ]G ≃ A(G) = ωst,G0 (∗)
gdzie A(G) jest pier±cieniem Burnside'a G. Twierdzenie (hipoteza) Segala zainspirowaªo wiele bada«, i
zostaªo udowodnione w kilka lat po jego sformuªowaniu. W ogólniejszej wersji, tak»e postulowanej przez
Segala, πst,G∗ (∗) ≃ ωst,G∗ (∗) zostaªo wykazane niezale»nie przez doktoranta Segala Cz. Kosniowskiego
(Equivariant stable homotopy and framed bordism, Trans. Amer. Math. Soc. 219 (1976), 225�234) oraz
doktoranta tom Diecka H. Hauschilda (Bordismentheorie stabil gerahmter G-Mannigfaltigkeiten, Math.
Z. 139 (1974), 165�171). Niezale»nie od nich Ryszard Rubinsztein w swojej pracy doktorskiej [72] opisaª
efektywnie zbiór klas [S(V ), S(V ⊕W )]G dla zwartej grupy Liego podaj¡c warunki na ("wielko±¢") V aby
[S(V ), S(V )]G byªo ju» równe A(G) (poniewa» SV = S(V ⊕1), wi¦c nie ma tutaj znaczenia, odwzorowania
którego z obiektów tutaj badamy. Drobne bª¦dy w pracy Rubinszteina zostaªy skorygowane w pracy E.
N.Dancera, Perturbation of zeros in the presence of symmetries, J. Austral. Math. Soc. Ser. A 36 (1984),
no. 1, 106�125. Wszystkie wymienione dowody nie s¡ ªatwe technicznie.

Wymieniony w twierdzeniu pier±cie« Burnside'a jest jednym z podstawowych niezmienników kombina-
toryczno-algebraicznych grupy sko«czonej a zde�niowany jest on nast¦puj¡co:
Niech A+(G) oznacza zbiór klas izomor�zmów sko«czonych G-zbiorów. Suma rozª¡czna i iloczyn karte-
zja«ski (z dziaªaniem przek¡tniowym) okre±laj¡ struktur¦ póªpierscienia w A+(G). St¡d ka»dy element
α ∈ A+(G) mo»e by¢ zapisany jako

(1) α =
∑

a(H) [G/H] , a(H) ∈ N ∪ {0} ,

gdzie [G/H] jest klas¡ izomor�zmu zbioru G/H zale»n¡ tylko od klasy sprz¦»ono±ci H. Pierscie« Burnsi-
de'a to, z okre±lenia, pier±cien Grothendiecka skonstruowany z A+(G), który jest woln¡ grup¡ abelow¡ o
Φ(G) generatorach, gdzie Φ(G) to zbiór klas sprz¦»ono±ci podgrup H ⊂ G. Jedynk¡ tego przemiennego
pier±cienia jest element 1 · [G/G].

Z drugiej strony dla ka»dej podgrupy H ⊂ G okre±lony jest homomor�zm póªpier±cieni χH : A+(G)→
N{0} przyporz¡dkowuj¡cy sko«czonemu zbiorowi X moc zbioru punktów staªych H, tj. X 7→ |XH | i
zale»ny tylko od klasy sprz¦»ono±ci H. Ten homomor�zm rozszerza si¦ jednoznacznie do homomor�zmu
χH : A(G)→ Z. Niech

(2) χ := (χH) : A(G)→
∏

(H)∈Φ(G)

Z − pier±cie« po prawej oznaczany jest przez C(G) .

�atwo mo»na wykaza¢, »e χ jest monomor�zmem pier±cieni, ale NIE jest izomor�zmem tj. pomi¦dzy
poszczególnymi "wspóªrz¦dnymi" χH1(α) i χH2(α) ogólnie istniej¡ pewne relacje, które sa wykorzystywane
w zastosowaniach np. w zastosowaniach teori stopnia niezmienniczego w topologii i analizie nielinowej.
Najbardziej chyba znan¡ jest nast¦puj¡ca: jesli G jest p-grup¡ a to χG ∼= χe mod p. Dla α ∈ A(G)
oznaczmy przez b(H) warto±¢ χH(α). Z tego co jest napisane powy»ej wynika, »e ukªady liczb caªkowitych
(wspóªczynniki) A = (a(H)) i B = (b(H)), H ∈ Φ(G) jednoznacznie wyznaczaj¡ α, a formuªa przej±cia
pomi¦dzy nimi nazywana jest macierz¡ Burnside. Jest to formuªa typu sumacyjnego a odwrotna - typu
formuªy Möbiusa na zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym podgrup G. W kontek±cie wspóªzmienniczego
indeksu punktu staªego (niezmiennik dualny do wspóªzmienniczego stopnia odwzorowania) ta procedura
przej±cia zostaªa opisana w pracy K. Komiyi Fixed point indices of equivariant maps and Möbius inversion,
Invent. Math. 91 (1988), no. 1, 129�135. Pier±cieniowi Burnside'a grupy sko«czonej, jego zwi¡zkom z
pier±cieniem reprezentacji tej grupy i roli w opisie samej grupy, po±wi¦cona jest bogata literatura licz¡ca
kilkaset pozycji. Przytocz¦ tylko jedn¡ klasyczn¡ pozycj¦ znan¡ i wykorzystywan¡ przez topologów od
lat 70tych: A. Dress, Notes on the theory of representations of �nite groups. Part I: The Burnside ring

of a �nite group and some AGN-applications, With the aid of lecture notes, taken by Manfred Küchler.
Universität Bielefeld, Fakultät für Mathematik, Bielefeld, 1971.

Z punktu widzenia teorii stopnia wspóªzmienniczego wa»na jest obserwacja [28,29, 72], »e dla elementu

α wyznaczonego w πst,G0 (∗) ≃ A(G) przez odwzorowanie wspóªzmiennicze f : SV → SV mamy

(3) χH(α) = deg(fH) ,
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gdzie po prawej stronie jest klasyczny stopie« Brouwera fH : SV
H

= (SV )H → SV
H

obci¦cia f do
punktów staªych dziaªania podgrupy H.

Pod koniec lat 70tych Tammo tom Dieck podaª de�nicj¦ pier±cienia Burnside'a dla zwartej grupy Liego
[28,29]. Najpierw okre±lamy póªpier±cie« A+(G) jako zbiór zwartych (sko«czonych) G-CW kompleksów
z sum¡ rozª¡czn¡ i iloczynem kartezja«skim podzielony przez relacj¦ X ∼ Y ⇐⇒ χ(XH) = χ(Y H) dla
wszystkich podgrup (domkni¦tych) H ⊂ G, gdzie χ(X) oznaczna charakterystyk¦ Eulera.

Dla grupy zwartej Liego G niech Φ(G) oznacza zbiór klas sprz¦»ono±ci (H) podgrup takich, »e grupa
Weyla W (H) + N(H)/H jest sko«czona. Dla ka»dego H ⊂ G okre±lony jest te» homomor�zm χH :
A(G) → Z, gdy» charakterystyka Eulera jest multiplikatywna i addytywna wzgl¦dem sum rozª¡cznych.
Maj¡ miejsce nast¦puj¡ce fakty ([28 Rodz IV. 2] A(G) jest woln¡ grup¡ abelow¡ o generatorach [G/H],
(H) ∈ Φ(G) i dla ka»dego G-kompleksu mamy

(4) A(G) ∋ [X] =
∑

(H)∈Φ(G)

χc(X(H)/G)[G/H]

gdzie χc(X(H)/G) oznacza charakterystyk¦ Eulera X(H)/G) dla homologii o zwartych no±nikach, albo co

jest tutaj równowa»ne, charakterystyk¦ pary χc(X(H)/G) = χ(X(H)/G,X>(H)/G) wg. oznacze« z pracy
doktorskiej, oraz [28,29].

Podobnie jak w przypadku grupy sko«czonej mo»emy okre±li¢ homomor�zm

(5) χ := (χH) : A(G) → C(G) :=
∏

(H)∈Φ(G)

Z ,

I podobnie jak w przypadku grupy sko«czonej mamy tw. Segala, [28, 29] i implicite cz¦±ciowo [72]:

(6) πst,G0 (∗) := lim
V→∞

[SV → SV ]G ≃ A(G) = ωst,G0 (∗)

(7) iniektywno±¢ odwzorowania χ : A(G)→
∏

(H)∈Φ(G)

Z jest monomor�zmem pier±cieni.

Co wi¦cej, dla odzworowania wspóªzmienniczego f : SV → SV , a tak»e dla lokalnego odwzorowania
wªa±ciwego f : V ⊃ D :→ V zachodzi wzór (3), który zapisuje si¦ nast¦puj¡co

(8) χH(degG(f)) = deg(f
H) ,

gdzie po lewej jest stopie« wspóªzmienniczy w A(G), a po prawej stopie« klasyczny (Bouwera). Dla odwzo-
rowania wspóªzmienniczego f : SV → SV jest to wªa±ciwie we wszystkich klasycznych ¹ródªach, w tym
cytowanych ju» [28, 29, 72]. Dla lokalnego wspóªzmienniczego odwzorowania wªa±ciwego f : V ⋑ U → V
i G-otopii nie jest nigdzie sformuªowane explicite [!!], ale implicite wynika z opisu konstrukcji bijekcji
R : [S(V )→ S(V )]G → FG[V ] pomi¦dzy przestrzeni¡ klas G-homotopii odwzorowa« wspóªzmienniczych
SV w siebie a klasami wspóªzmienniczych otopii lokalnych odwzorowa« wªa±ciwych V , opisanej dokªadnie
w pracy Bartªomiejczyka, G¦by i Izydorka [10, Tw. 7.1, dla k = 0]. Po tym troch¦ dªu»szym wst¦pie (dla
uczynienia tekstu bardziej dost¦pnym dla czytelnika nie zaznajomionego z t¡ tematyk¡) mo»emy zapro-
ponowa¢ bardzo krótki i naturalny dowód wªasno±ci multiplikatywno±ci stopnia G-wspóªzmienniczego dla
odwzorowania wspóªzmienniczego f : SV → SV i lokalnego wspóªzmienniczego odwzorowania wªa±ciwego
f : V ⊃ D → V dla zwartej grupy Liego G.
Twierdzenie 1:Niech G b¦dzie zwart¡ grup¡ Liego. Niech dalej f1 : V1 ⊃ D1 → V1 i f2 : V2 ⊃ D2 → V2
b¦d¡ odzworowaniami lokalnymi i wªa±ciwymi odwzorowaniami G- wspóªzmienniczymi. Wtedy

degG(f1 × f2) = degG(f1) · degG(f2) ,

gdzie po prawej jest iloczyn elementów w pier±cieniu Burnside'a.

Dowód: Dla ka»dego H ⊂ G mamy χH(degG(f1 × f2)) = deg(f1 × f2)H = = deg(fH1 ) deg(f
H
2 ) =

χH(degG(f1))χ
H(degG(f2)) = χ

H(degG(f1) · degG(f2)), poniewa» (X × Y )H = XH × Y H . To pokazuje
tez¦ na mocy 7. □

Kolejnym faktem umieszczonym w omawianej pracy doktorskiej jest dowód omawianej powy»ej wªa-
±no±ci multiplikatywno±ci stopnia degG(f) w przypadku gdy G jest zwart¡ grup¡ abelow¡ tj. jest izomor-
�czn¡ z grup¡ postaci Tk × Γ, gdzie Γ jest sko«czon¡ grup¡ abelow¡. Znowu i w tym przypadku mo»na
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poda¢ prosty dowód redukuj¡cy ten przypadek do wykazanego wcze±niej przez autora stwierdzenia, »e
zachodzi ona dla grup sko«czonych. Nietrudno jest wykaza¢, posªuguj¡c si¦ tylko algebraicznymi wªasno-
±ciami pier±cienia Burnsidea'a »e je±li G jest zwart¦ grup¡ abelow¡, tj. G = btk × Γ, gdzie Γ sko«czona
abelowa, to A(G) = A(Γ). (patrz H. Fausk Survey on the Burnside Ring of Compact Lie Groups, Journal
of Lie Theory Volume 18 (2008) 351�368, https://www.heldermann-verlag.de/jlt/jlt18/fauskla2e.pdf).
Posªuguj¡c si¦ tym i faktem, »e dla grupy abelowej postaci G ⊃ K = Tl × Γ̃ i G-przestrzeni X mamy

XTl×Γ̃ = (X Γ̃)T
l

, oraz deg(fK) = deg(f Γ̃) dla G-odzorowania f : SV → SV . Redukuje to omawiany
przypadek grupy abelowej zwartej do przypadku sko«czonej grupy abelowej.

Po tym do±¢ dªugim wyja±nieniu maj¡cym cz¦±ciowo charakter eksplikacyjny, uwa»am, »e formalnie
mo»na by t¦ cz¦±¢ pracy (dowódy wªasno±ci multiplikatywno±ci G-stopnia) zrecenzowa¢ nast¦puj¡co: W
Paragra�e 8 Rodziaªu II ksi¡»ki tom Diecka [29] znajduj¡ si¦ wszystkie niezb¦dne fakty, aby przeprowa-
dzi¢ krótki dowód Twierdzenia 1. Co wiecej, autor wymienionej monogra�i zostawia to jako ¢wiczenie dla
czytelnika (w pierwszych zdaniach Paragrafu 8.1) w troch¦ zawoalowanej formie:"wykaza¢, »e w pier±cie-
niu
lim
V→∞

[SV → SV ]G struktura multilikatywna zadana jest albo poprzez skªadanie odwzorowa«, albo przez

smash-produkt G-odwzorowa« f : SV → SV , h : SW → SW . To ostatnie jest produktem odwzorowa«,
gdy» smash-produkt SV ∧ SW ≃ SV×W - czyli jednopunktowe uzwarcenie V ×W = V ⊕W . W tym
momencie autor monogra�i [29] odwoªuje sie do de�nicji pierscienia Burnside'a jako podpier±cienia C(G)
zgodnie z (5), ale caªy ten paragraf po±wi¦cony jest wytªumaczeniu, »e taki opis jest równowa»ny temu
pierwszemu (1) podaj¡cemu warto±ci wspóªczynników w bazie addytywnej A : [G/H], H ∈ Φ(G). Jest
te» tam opisane dualne podej±cie do teorii stopnia G-wspóªzmienniczego poprzez G- wspóªzmiennicz¡
wersj¦ teorii indeksu punktu staªego Dolda rozwini¦tej przez doktoranta Dolda H. Ulricha (patrz A.
Dold, Fixed point index and �xed point theorem for Euclidean neighborhood retracts, Topology 4 (1965),
1�8; i odpowiednio H. Ulrich, Fixed point theory of parametrized equivariant maps, Lecture Notes in
Mathematics, 1343. Springer-Verlag, Berlin, 1988). Odpowiednio±¢ wynika z prostej obserwacji, »e dla
f : V ⊇ D → V , punkt x ∈ D jest zerem f wtedy i tylko wtedy gdy x jest punktem staªym odwzoro-
wania F (x) := (id + f)(x). Wtedy wªasno±ci stopnia ªatwo wynikaj¡ z odpowiednich wªasno±ci indeksu
punktu staªego i na odwrót. W szczególno±ci w pracy Ulricha, jak wielu innych m.in. w L. G. Lewis,
Jr., P. May, et al., Equivariant stable homotopy theory, Lecture Notes in Math., 1213, Springer, Ber-
lin, 1986 i L. G. Lewis, Jr., Mem. Amer. Math. Soc. 144 (2000), no. 686, wspólnej pracy Ulricha z C.
Prieto, czy pracach C. Prieto z pisz¡cym t¦ recenzj¦, jest podany i skonstruowany rozkªad addytywny
typu (1) pier±cienia A(G) na sum¦ prost¡ skªadników odpowiadaj¡cym wyst¦puj¡cych na X, odpowiednio
D, typom orbitowym. Przy posªugiwaniu si¦ G-indeksem nale»y jednak deformowa¢ dane odwzorowanie
wspóªzmiennicze do G-odwzorowania ko-normalnego tj. takiego, »e w maªym G-niezmiennicznym oto-
czeniu podzbioru o wi¦kszych i równych grupach izotropii ni» H-kolejno rozpatrywana jest ono zerem w
kierunku normalnym, dualnie do metody u»ytej w pracy K. G¦by & wspóªautorów [38], wi¦c i autora
pracy doktorskiej, gdzie jest identyczno±ci¡ w kierunku normalnym.

Podsumowuj¡c, troch¦ dziwnym wydaje si¦ fakt, »e przed doktorantem postawiono zadanie udowod-
nienia po raz kolejny, pewnej wªasno±ci stopnia wspóªzmienniczego, której dowody w peªnej ogólno±ci
s¡ proste i dobrze znane w klasycznej literaturze od lat 80-tych 20 wieku. Co wi¦cej, zaproponowana
metoda jest skomplikowana (zacytuj¦ wyj¡tek z recenzji pracy [9] w Math. Reviews " But the whole proof

of the main theorem, including the proofs of two mentioned lemmas, does not seem to be very short") i
jak dotychczas skuteczna tylko w szczególnych przypadkach.

Pozwol¦ sobie uczyni¢ jeszcze jedn¡ uwag¦ ogóln¡. Dowód twierdzenia G. Segala i wszystkich pó¹-
niejszych jego wersji, uogólnie«, etc. (czyli zapis A(G) w bazie (A) nie jest ªatwy, gdy» w przypadku
odwzorowa« G-wspóªzmienniczych nie ma twierdzenia o transwersalno±ci i jest ono technicznie zast¦po-
wane »mudn¡, indukcyjn¡ po typach orbitowych, technik¡ G-deformacji do odzorowa« normalnych, czy
ko-normalnych. Daje to jednak efektywny geometrycznie opis elementów pier±cienia A(G), czy w szcze-
gólno±ci elementu degG(f,D). Jednak»e otrzymane jako wynik deformacji G-dwzorowanie nie musi mie¢
izolowanych zer (orbit). Wykorzystanie poj¦cia G-otopii u»ywanego w pracy pozwala uzyska¢ to, i nawet
wiecej, gdy» �nalne odzorowanie deformacji mo»e by¢ okre±lone na sumie rozª¡cznej dziedzin, i w ka»dej
z nich ma tylko jedn¡ orbit¦ zerow¡. To jest gªówny argument, dotychczas nie wykorzystany [!?] w proble-
mach nieliniowych, za wprowadzeniem i badaniem odwzorowa« "standartowych" i "polistandardowych",
czyli o takiej wªasno±ci.

Natomiast do wykazywania wªasno±ci ogólnych pier±cienia A(G), czy te» jego elementów okre±lonych
geometrycznie, jak degG(f1×f2) = degG(f1) ·degG(f2) wygodniejsz¡, i naturaln¡, jest baza B (patrz 5 ).
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Przejd¹my teraz do omówienia drugiego zagadnienia zawartego w rozprawie tj. "konstrukcji gradien-
towego stopnia wspóªzmienniczego Deg∇G dla zwartych zaburze« nieograniczonego operatora samosprz¦-
»onego o czysto dyskretnym widmie w przestrzeni Hilberta", która opisana jest w rozdziale czwartym tej
pracy.

Pierwsze paragrafy tego rozdzialu s¡ po±w¦cone pobie»nej prezentacji informacji o operatorach sa-
mosprz¦»onych w przestrzeniach Hilberta, w tym nieograniczonych (4.1.1). Kolejno w 4.1.2 omawia si¦
przestrzenie Sobolewa, znowu pobie»nie (np. nie wyja±nia si¦, w jakim sensie pochodna jest u»ywana).
Nast¦pnie w paragrafach 4.1.3 i 4.1.4 te» przedstawiono de�nicje odwzorowania lokalnego w przestrzeni
Hilberta i otopii w przestrzeni Hilberta - w ich G-wspóªzmienniczych wersjach. W Paragra�e 4.15 podana
jest de�nicja i pobie»nie wªasno±ci pier±cienia Eulera. Wszystko to jest przygotowaniem do okre±lenia
konstrukcji wspóªzmienniczego gradientowego stopnia odwzorowania w Paragra�e 4.2. Jest to dokªadnie
ta sama konstrukcja, która zostaªa podana w pracy Goª¦biewskiej i Rybickiego [43] z jedn¡ ró»nic¡ - w
procesie aproksymacji podprzestrzeniami sko«czenie wymiarowymi zamiast �ltracji dowolnym ci¡giem
podprzestrzeni {Hn postaci {Hn+1} = {Hn⊕Hn}, z sum¡ g¦st¡ w H, rozpatruje si¦ jedn¡ �ltracj¦ zadan¡
przez kolejne podsprzestrzenie wªasne V i := ⊕

|λj |¬|λi|
Vj operatora A. To istotnie ogranicza stosowanie tej

de�nicji - w pracy [43] pokazuje si¦, »e tamta de�nicja stopnia nie zale»y od �ltracji {Hn+1} u»ytej do
okre±lenia stopnia. Porównanie obu de�nicji, w tym pokazanie przykªadów, w których mo»na stosowa¢
stopie« okre±lony w rozprawie, a nie mo»na stosowa¢ wcze±niej znanych, czy te» »e dzi¦ki nowej konstruk-
cji otrzymujemy wi¦cej informacji, nie jest dyskutowane zarówno w rozprawie, jak i w ¹ródªowej pracy
[10].

W kolejnym rozdziale pi¡tym "Schemat zastosowania nowego stopnia w ukªadach hamiltonowskich" ja-
ko zastosowanie skonstruowanego wcze±niej stopnia rozpatruje si¦ odwzorowanie wspóªzmiennicze f(x)(x) =
Ax − ∇φ(x), gdzie A jest operatorem postaci J ż, z : R → R2n, a JR2n → R2n macierz¡ kanoniczn¡ f
struktury symplektycznej, którego zera odpowiadaj¡ rozwi¡zaniom ukªadu (równania hamiltonowskiego)
(∗) ż = J∇H(z), z ∈ R2n . Po dwustronnicowej "historii problemu" kolejne kilka stron stron zajmu-
je, pobie»ne przedstawienie klasycznych, czasami wr¦cz elementarnych i dobrze znanych, poj¦¢ pó¹niej
cz¦±¢iowo wykorzystywanych. Na przykªad wykazuje si¦ bezpo±rednio, »e operator A = J ż jest samo-
sprz¦»ony. A przecie» jest on zªo»eniem dwóch operatorów, z których ka»dy jest sprz¦»ony formalnie z
przeciwnym do siebie, wi¦c zªo»enie jest operatorem samosprz¦»onym, zreszt¡ jest to dobrze znane. Po-
dobnie Paragraf 5.4 "Obja±nienie schematu aproksymacyjnego" - zarówno operator pochodnej ż jak i i
mno»enia warto±ci przez kanoniczn¡ macierz symplektyczn¡ J s¡ S1 wspóªzmiennicze, wi¦c ich zªo»enie
jest takie. Tak samo podprzestrze« wªasna operatora G-wspóªzmienniczego jest G-niezmiennicza, wi¦c
nie trzeba sprawdza¢ tego na explicite danych funkcjach wªasnych (tak jak jest w rozprawie), co skróciªo
by Paragraf 5.4 z czterech stron do kilku linijek. Kolejno w 5.5 nie ma nic nowego (nic ogólnie znanego).
Na koniec, w Paragra�e 5.6 opisuje si¦ "zamian¦ problemu ró»niczkowego na hilbertowski". Po standar-
dowym przeformuªowaniu nast¦puje gªówne twierdzenie rodziaªu pi¡tego:
"Zaªó»my, »e λ > 0 oraz zbiór miejsc zerowych odwzorowania fλ(z) = −J ż − λ∇H(z) jest zwarty. Je»eli
Deg∇S1(fλ) ̸= 0, to równanie (*) posiada rozwi¡zanie w H1(2πλ)."

Tak sformuªowane twierdzenie nie ma »adnej warto±ci aplikacyjnej, bo nie podaje »adnych warunków
gwarantuj¡cych, »e zaªo»enie o zwarto±ci zer jest speªnione - to jest jakby powtórzona podstawowa zasada
analizy nieliniowej w przypadku niesko«czenie-wymiarowym. W prezentowanej formie twierdzenie jest
bezu»yteczne i dlatego autor nie podaje »adnych zastosowa« a jedynie wspomina, »e w ¹ródªowej pracy
brakuje zaªo»e« na hamiltonian H(z), które tutaj s¡ podane (wcze±niej). Nie jest jednak wytªumaczone
dlaczego te zaªo»enia, i ogólnie jakie, s¡ niezb¦dne dla uzyskania istnienia rozwi¡zania okresowego. Brakuje
podania relacji zaªo»e« i tezy tego twierdzenia do cho¢by jednego wyniku innych autorów, a przecie» prac
po±wieconych badaniu rozwiaza« okresowych ukªadów Hamiltona s¡ setki, w tym dziesi¡tki monogra�i.
W ¹ródªowej pracy [10] autorzy wspominaj¡ jeszcze o mo»liwo±ci stosowania ich schematu do szukania
rozwi¡za« równania Seiberga-Wittena, co jest równowa»ne szukaniu zer odzworowania Seiberga-Wittena
(oznaczane przez SW) ([10] 5.2 Applications to the Seiberg-Witten equations). Jednak w konkluzji pisz¡

"It suggests that the SW map should �t to our abstract setting of the degree DegS
1

∇ .Unfortunately, the
set of zeros of the SWmap is not compact". To pokazuje, »e praca ta, i w zwi¡zku z tym odpowiednia
cz¦±¢ przedstawionej rozprawy doktorskiej, jest bezu»yteczna. Mnie osobi±cie nurtuje pytanie dlaczego
autorzy pracy [10] wprowadzaj¡ swój schemat tj. schemat konstrukcji stopnia Deg∇S1(f), a nie próbuj¡
tego zagadnienia bada¢ wielokrotnie u»ywanym standardowym schematem, gdzie operator A rozpatruje
si¦ nie jako odwzorowanie z L2(S1;R2n) w siebie, ale z H1(S1;R2n) w L2(S1;R2n). W takim wypadku jest
on ci¡gªy, wi¦c ograniczony, czyli zadaje izomor�zm uzupeªnienia ortogonalnego j¡dra A na uzupeªnienie
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koj¡dra A, i mo»na obie stron równo±ci (modulo te dwie podrzestrzenie izomor�czne z R2n) przemno»yc
przez A−1 uzyskuj¡c równanie postaci Id − F , gdzie F jest peªnociagªy (zwarty) i wspóªzmienniczy?
Nie ma te» »adnej wzmianki, z argumentacj¡, »e u»ywanie odwzorowa« lokalnych i otopii jest niezb¦dne
do badania omawianego zagadnienia.

Równie znacz¡cym argumentem podkre±laj¡cym bezu»yteczno±¢ tej cz¦±ci rozprawy doktorskiej jest
brak w sformuªowaniu Twierdzenia 5.24 (a wcze±niej dyskusji) jakiejkolwiek roli symetrii problemu.
Znowu, wydaje mi si¦, »e doktorant (i wspóªautorzy pracy [10]) nie ma ±wiadomo±ci istoty stosowania
stopnia G-wspóªzmienniczego w analizie nieliniowej. Ogólnie, w przypadku dziaªania grupy zwartej Liego
G, stopie« wspóªzmienniczy pozwala stwierdza¢ istnienie rozwi¡za« (zer) o zadanej symetrii (b¦d¡cych
punktami staªymi podgrupy H ). Konstrukcja stopnia wspóªzmienniczego, czy jego wersji gradientowej
o warto±ciach w pier±cieniu Burnside'a, czy odpowiednio Eulera, pozwala wykorzystywa¢ informacje o
relacjach pomi¦dzy stopniami deg(fH), a wi¦c np. niezerowaniem si¦, dla ró»nych H ⊂ G, czy wykorzy-
sta¢ struktur¦ algebraiczn¡ i kombinatoryczn¡ tych prier±cieni. Co wi¦cej, przy pomocy tej techniki, +
pewne zaªo»enia, mo»na stwierdza¢ istnienie rozwi¡za« o mniejszej grupie symetrii ni» maj¡ pewne ju»
istniej¡ce (bifurkacja rozwi¡za« ze zªamaniem symetrii). Historycznie w analizie nieliniowej okre±lanie
niezmienników tego typu zacz¦ªo si¦ przy badaniu rozwi¡za« okresowych, np. badaniu bifurkacji Hopfa w
latach osiemdziesi¡tych i dziewi¦¢dziesi¡tych równolegle i niezale»nie przez kilka grup, w tym E.N. Dan-
cera [24], K. G¦b¦ i wspóªpracowników [32], [31], czy J. Ize i wspóªpracowników [47] [48], w przypadku
gradientowym E.N. Dancera [26], S. Rybickiego [73], [74], [75], [76], i znowu K. G¦b¦ i wspóªpracowników
[37], [38], [39], [25], [8], zwykle najpiew dla G = S1 a potem w przypadku dowolnej grupy zwartej Liego.
Jednocze±nie byªo jasne, »e te wszystkie konstrukcje daj¡ informacje o rozwi¡zaniach o okre±lonej krot-
no±ci okresu minimalnego dla G = S1 czy okre±lonej symetrii H ⊂ G w przypadku dowolnej grupy G.
Z czasem okazaªo si¦, »e s¡ one powi¡zane i tak naprawd¦ s¡ albo uogólnieniem, albo uszczególowieniem
innych, i istniej¡ opisane relacje, cz¦sto formuªy, wi¡»¡ce te niezmienniki. Natomiast w przedstawionej
rozprawie nie ma w ogóle precyzyjnych porówna« tre±ci formuªowanych twierdze« z wynikami innych
autorów i relacji mi¦dzy nimi.

Podsumowuj¡c merytoryczn¡ zawarto±¢ przedstawionej rozprawy w cz¦±ci pierwszej za-
wiera ona skomplikowany dowód wªasno±ci multiplikatywno±ci stopnia wspóªzmienniczego
i to tylko dla grupy sko«czonej i zwartej abelowej, w sytuacji gdy krótki i prosty dowód,
której to wªasno±ci w peªnej ogólno±ci (dla zwartej grupy Liego) jest dost¦pny w klasycz-
nej literaturze sprzed kilkudziesi¦ciu lat. Co wi¦cej, ten drugi z omawianych faktów mo»na
wywie±¢ z wykazanego ju» wcze±niej pierwszego za pomoc¡ bardzo prostego argumentu,
bez prowadzenia osobnego dowodu. Przedstawiona w drugiej cz¦±ci konstrukcja stopnia
wspóªzmienniczego nie wnosi nic nowego w stan wiedzy o omawianym zagadnieniu.

Przejd¹my teraz do omówienia strony formalnej przedstawionej rozprawy magistra Bartosza Kamedul-
skiego. Rozprawa ta jest napisana niezbyt ªadnym, powiedziaªbym niedojrzaªym stylem. Ra»¡ zarówno
dªugi wst¦p jak i dªugi wst¦p historyczny do rozdziaªu pi¡tego, które obna»aj¡ raczej powierzchown¡
znajomo±¢ tematyki przez autora ni» pokazuj¡ jego erudycje. Nie ma sensu podawa¢ wszystkich przy-
kªadów, ale dla ilustracji podam jeden: "W podobnym czasie Wolfgang Lück w pracy [60] powi¡zaª
stopie« wspóªzmienniczy z wygodniejszym ±rodowiskiem pier±cienia Burnside'a zwartej grupy Liego".
Otó» w roku 1987 W. Lück, doktorant T. tom Diecka z roku 1984, a obecnie jeden z najwybitniejszych
topologów niemieckich, nie musiaª powi¡zywa¢ stopnia wspóªzmienniczego z pier±cieniem Burnside'a, bo
wcze±niej zrobiª to jego promotor [27, [28], [29]. W tej pracy Lück badaª czy i kiedy przyporz¡dkowa-
nie f 7→ degG(f) := {deg(fH)} ∈ C(G) jest elementem A(G) dla G-odwzorowania zwartej zamknietej
G-rozmaito±ci M w siebie, a nie tylko M = SV .

Spis literatury omawianej rozprawy jest bardzo dªugi, ale odniesienia do du»ej cz¦±ci wymienionych
pozycji s¡ tylko w partiach "historycznych" je±li nie ma ich w ogóle. Ogólnie w zdecydowanej cz¦±ci s¡ to
publikacje do±¢ lu¹no zwi¡zane z tre±ci¡ doktoratu. W kontek±cie tego co zostaªo wymienione na temat
merytorycznej strony przedstawionej rozprawy rodziaª szósty "Hipotezy" ju» nie razi, a wªa±ciwie tylko
±mieszy. Nie zawiera on »adnej hipotezy, a tylko lu¹ne i ogólne uwagi typu "co warto bada¢, czym si¦
zajmowa¢, etc.". Zwyczajowo w recenzjach nie zawiera si¦ uwag z sugestiami co mo»na by alternatywnie,
czy w przyszªo±ci bada¢. Jednak o±mielony zarysowaniem perspektyw i zamierze« doktoranta pozwol¦
sobie powiedzie¢, co ja bym osobi±cie badaª, gdybym byª mªodym matematykiem i chciaª prowadzi¢ ba-
dania zagadnie« zbli»onych do zawarto±ci rozprawy. Wymieniany powy»ej W. Lück zaproponowaª kilka
nierównowa»nych de�nicji pier±cienia Burnside'a, dla szerokiej klasy dyskretnych grup niesko«czonych,
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które daj¡ klasyczn¡ de�nicje w przypadku grup sko«czonych (The Burnside ring and equivariant sta-

ble cohomotopy for in�nite groups, Pure Appl. Math. Q. 1 (2005), no. 3, Special Issue: In memory of
Armand Borel. Part 2, 479�541). Jedna z klas tych grup zawiera grupy krystalogra�czne i grupy NEC
(nieuklidesowe grupy krystalogra�czne). Co wi¦cej, badanie problemów nieliniowych, w tym problemów
wariacyjnych z takimi grupami symetrii juz si¦ zacz¦ªo np. w pracy doktorskiej N. Bárcenasa napisanej
pod kierunkiem W. Lücka (N. Bárcenas, Mountain pass theorem with in�nite discrete symmetry. Osaka J.
Math. 53 (2016), no. 2, 331�350.) Z drugiej strony du»a liczba prac dotycz¡cych ukªadów hamiltonowskich
na kratach, czy z wirami na powierzchniach, mo»e dostarczy¢ baz¦ przykªadów.

Wkonkluzji, wobec wszystkich argumentów dotycz¡cych merytorycznej zawarto±ci przed-
stawionej rozprawy wymienionych powy»ej, bior¡c pod uwag¦ zarówno wymagania obec-
nie obowi¡zuj¡cej ustawy "Prawo o szkolnictwie wy»szym i nauce" (Dz.U.2022.0.574 t.j.
- Ustawa z dnia 20 lipca 2018 r., art. 187) oraz zwyczajowe wymagania stawiane pracom
doktorskim, z przykro±ci¡ musz¦ stwierdzi¢, »e przedstawiona rozprawa doktorska magi-
stra Bartosza Kamedulskiego nie powinna by¢ dopuszczona do dalszych etapów przewodu
doktorskiego, o co wnioskuj¦.

Pozna«, 22 sierpnia 2022

Art 187.1 Rozprawa doktorska prezentuje ogóln¡ wiedz¦ teoretyczn¡ kandydata w dyscyplinie albo dys-
cyplinach oraz umiej¦tno±¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej.

2. Przedmiotem rozprawy doktorskiej jest oryginalne rozwi¡zanie problemu naukowego, orygi-
nalne rozwi¡zanie w zakresie zastosowania wyników wªasnych bada« naukowych w sferze gospodarczej
lub spoªecznej albo oryginalne dokonanie artystyczne.
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