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Streszczenie

Stopien wspotzmienniczy deg, jest narzedziem stuzacym do wykrywania zer lokal-
nych odwzorowan wspétzmienniczych. Idea jego dzialania jest analogiczna do stop-
nia Brouwera: jezeli warto$¢ stopnia jest r6zna od zera, dane odwzorowanie posiada
miejsca zerowe. Cho¢ proces wyznaczania warto$ci stopnia wsp6lzmienniczego bywa
skomplikowany, posiada on bogatsza strukture niz klasyczny stopien. Wartosci degg
nie sg liczbami, lecz elementami pierScienia Burnside’a, sktadajacymi sig z kilku wspo6t-
czynnikéw. W wielu przypadkach ten stopien jest skuteczniejszy niz stopieni Brouwera,
przyjmujac niezerowg warto$¢ tam, gdzie ten drugi jest rowny zero. Co wiecej, ana-
liza niezerowych wspoétczynnikéw deg, pozwala na wyciaganie wnioskow na temat
konkretnych typow orbitowych wystepujacych w zbiorze miejsc zerowych. Dla jeszcze
wezszej klasy odwzorowan wspolzmienniczych, ktére sa jednocze$nie gradientowe,
rozwinela sie teoria wspélzmienniczego stopnia gradientowego degg 0 wartoSciach
w pierScieniu Eulera-tom Diecka i jeszcze bogatszej strukturze. Oba te stopnie na prze-
strzeni kilkudziesieciu ostatnich lat doczekaly sie licznych zastosowan oraz uogélnien.

Celem pracy jest rozwiniecie dw6ch wybranych aspektéw teorii tych stopni. Pierw-
szym z nich jest kwestia wtasnos$ci produktowej stopnia deg. Wlasnosc ta zostata wy-
kazana w og6lnym przypadku zwartej grupy Liego przez Kazimierza Gebe, Wiestawa
Krawcewicza i Jianhonga Wu w artykule z 1994 roku, jednak przedstawiony tam dowo6d
miat charakter skr6towy i formalny. Przedstawiamy nowy, pelny dowéd wzoru produk-
towego przy zalozeniu, ze G jest grupg skonczong lub zwartg abelowg grupa Liego.
Drugi aspekt, ktéremu poswiecona jest praca, to wprowadzenie nowej wersji gradien-
towego stopnia wspotzmienniczego w przestrzeni Hilberta. Motywacja do jego opra-
cowania byly potencjalne zastosowania m.in. przy wykrywaniu okresowych rozwigzan
uktadéw hamiltonowskich.

Rozdziat 1 poSwiecony jest preliminariom. Zawiera podstawowe definicje dotycza-
ce odwzorowan wspoétzmienniczych, stopnia deg oraz elementy teorii wigzek wekto-

rowych, ktére zostang wykorzystane w kolejnych rozdziatach dotyczacych wzoru pro-



duktowego. W Rozdziale 2 przedstawiamy dowod tego wzoru dla stopnia deg, w przy-
padku, gdy G jest grupg skonczong. Opiera si¢ on na nowym pojeciu odwzorowan po-
listandardowych oraz na twierdzeniu typu Hopfa dla lokalnych odwzorowan wspot-
zmienniczych wykazanym przez P. Barttomiejczyka w artykule z 2017 roku. W nastep-
nym rozdziale dowodzimy wtasno$ci produktowej przy dzialaniu zwartej abelowej gru-
py Liego, stosujac podobne rozumowanie z uwzglednieniem niezbednych modyfikacji.

Kolejne dwa rozdzialy dotycza nowej nieskonczenie wymiarowej wersji stopnia.
Mianowicie, prezentujemy konstrukcje stopnia w przestrzeni Hilberta dla wsp6izmien-
niczych, gradientowych, zwartych zaburzen wspé6izmienniczego, nieograniczonego, sa-
mosprzezonego operatora o czysto dyskretnym widmie. Wspomniany niezmiennik,
oznaczany Degg, przyjmuje wartosci w pierScieniu Eulera-tom Diecka. W Rozdziale
4 przedstawiamy definicje tego stopnia oparta na skoriczenie wymiarowych aproksy-
macjach, a nastepnie pokazujemy, ze Degg spetnia warunki wymagane od niezmien-
nikéw nazywanych stopniami (addytywnos¢, otopijna niezmienniczo$¢, wykrywanie
zer, normalizacja i wlasno$¢ produktowa). Rozdziat 5 rozpoczyna sie od oméwienia
problemu poszukiwania orbit okresowych uktadéw hamiltonowskich wraz z rysem hi-
storycznym i opisem dotychczasowych wynikow z tej dziedziny. W dalszej czeSci roz-
dzialu wyjasniamy, jak sprowadzi¢ ten problem z réwnan r6zniczkowych zwyczajnych
do zagadnienia wyznaczania zer pewnego operatora nieliniowego w przestrzeni Hil-
berta. Tego typu zamiana pozwala na stosowanie naszego wspoizmienniczego stopnia
gradientowego Deg}..

W ostatnim rozdziale proponujemy kilka hipotez naturalnie wynikajacych z wcze-
$niej omoéwionych rezultatéw. Wyznaczajq one mozliwe Sciezki dalszych badan nad

zagadnieniami prezentowanymi w tej pracy.



Abstract

Equivariant degree deg; is a useful tool that detects zeros of equivariantlocal maps.
It works similarly to the classical Brouwer degree: if its value is non-zero, then a given
map has zeros. While the evaluation of equivariant degree can sometimes be compli-
cated, its structure is richer in comparison with the classical degree. The values of deg;
are not integers, but elements of the Burnside ring, and they consist of multiple coeffi-
cients. In many cases, deg, is more efficient than the Brouwer degree, taking non-zero
values where the latter is equal to zero. Moreover, the analysis of non-zero coefficients
of deg; allows one to draw conclusions about specific orbit types occuring in the set of
zeros. For the even more narrow class of maps that are both equivariant and gradient,
the equivariant gradient degree theory was developed, with degree degg having even
richer structure and taking values in the Euler-tom Dieck ring. Over the last few de-
cades, numerous applications and generalizations of both of these degrees have been
explored.

The aim of the thesis is to develop two selected aspects from theory of these degre-
es. The first one is related to the product property of degree deg. This property was
proved in the general case of a compact Lie group by Kazimierz Geba, Wiestaw Krawce-
wicz and Jianhong Wu in a paper from 1994, but the proof introduced there was rather
formal and sketchy in some parts. We present a new, complete proof of the product for-
mula in the case where the compact Lie group G is finite or abelian. The second aspect
discussed in the thesis is the introduction of a new version of equivariant gradient de-
gree in a Hilbert space. The main motivation behind development of this invariant was
the possibility of applying it to various problems of nonlinear analysis, such as finding
periodic solutions of Hamiltonian systems.

Chapter 1 includes preliminaries: basic definitions about equivariant maps and the
degree deg along with elements of vector bundle theory. These will be applied in fur-
ther chapters focused on the product formula. In Chapter 2 we present the proof of

that formula for the degree deg in the case where G is a finite group. It is based on



a new notion of polystandard maps and on a Hopf type theorem for equivariant local
maps, proved by P. Barttomiejczyk in his 2017 paper. In Chapter 3 we prove the product
property under the action of a compact abelian Lie group, using a similar approach
with necessary adjustments.

The next two chapters regard a new infinite-dimensional version of the degree. Na-
mely, we present a construction of a degree in a Hilbert space for equivariant, gra-
dient, compact perturbations of an equivariant, unbounded, self-adjoint operator with
purely discrete spectrum. The invariant, denoted by Degg, takes values in the Euler-
tom Dieck ring of G. In Chapter 4 we introduce the degree definition based on finite-
dimensional approximations, and then we show that Degg meets the usual conditions
required from degree-type invariants, such as additivity, otopy invariance, existence
property, normalization and product property. Chapter 5 starts with a discussion of
the problem of finding periodic orbits of Hamiltonian systems, along with the histori-
cal background and a description of previous results from that area of research. Later
in the chapter we explain how to transform the ODE problem to the issue of determi-
ning zeros of a certain nonlinear operator in Hilbert space. Such transformation opens
a possibility of applying our equivariant gradient degree Degg.

In the following, final chapter, we propose several hypotheses naturally arising from
the previously discussed results. They pave the ways of possible future research on the

problems presented in the thesis.
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Wstep

Rys historyczny

Odwzorowanie dziatajace z otwartego podzbioru R” do R” nazywamy lokalnym, jezeli
zbior jego miejsc zerowych jest zwarty. Znanym i dobrze zbadanym narzedziem wyko-
rzystywanym do poszukiwania miejsc zerowych takich odwzorowan jest klasyczny sto-
piert Brouwera. Warto$c¢ tego stopnia jest liczba catkowitq i jezeli jest ona r6zna od zera,
oznacza to, ze dane odwzorowanie posiada miejsca zerowe. Istniejg jednak inne, po-
krewne niezmienniki topologiczne, ktore znajdujg podobne zastosowania. Gdy przed-
miotem analizy jest pewna wezsza klasa odwzorowan lokalnych, zastosowanie zmody-
fikowanej wersji stopnia, wyspecjalizowanej do badania tej konkretnej klasy, niejedno-
krotnie pozwala na uzyskanie wiekszej doktadno$ci i skuteczno$ci w wykrywaniu zer.
Z pewnoscig jest tak w przypadku odwzorowan wspotzmienniczych, o czym Swiad-
czy intensywny rozwoj teorii stopnia wspétzmienniczego oraz gradientowego stopnia
wspolzmienniczego w ciggu kilkudziesieciu ostatnich lat.

Za jeden z pierwszych i pionierskich wynikéw z teorii odwzorowan wspo6tzmienni-
czych nalezy uznac twierdzenie Borsuka-Ulama [18] z poczatku lat 30. XX wieku. Wyni-
ka z niego, ze kazde ciagte odwzorowanie nieparzyste f: S — R” (czyli wspétzmienni-
cze wzgledem naturalnego dziatania grupy Z, na te przestrzenie) posiada miejsce zero-
we. W kolejnych latach twierdzenie to doczekato sie licznych uogélnien, m.in. (64} [81].

W roku 1967 Francis Brock Fuller w artykule [36] zdefiniowat indeks dla okreso-
wych orbit autonomicznych réwnan rézniczkowych, o cechach odpowiadajacych kla-
sycznym wlasno$ciom indeksu punktu statego. Badanie catych orbit zamiast pojedyn-
czych punktéw to jedna z podstawowych idei, ktére péZniej uksztaltowaty teorie stop-
nia wspo6tzmienniczego.

Na poczatku lat siedemdziesigtych nastapit rozwo6j badan nad wspétzmiennicza
teorig homotopii. W artykule [80] z 1970 roku Graeme B. Segal badal zagadnienie wspo6t-

zmienniczych stabilnych homotopii odwzorowan miedzy sferami reprezentacji skon-
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czonej grupy G. Gtéwny wynik z tej pracy mozna wyrazi¢ wzorem
w§ (8% = A(G). 1)

Oznacza on, ze przy zawieszeniu o odpowiednio wysoko wymiarowg reprezentacje,
zbidr klas homotopii odwzorowan miedzy sferami tej reprezentacji posiada strukture
pierScienia (z mnozeniem zdefiniowanym jako skladanie odwzorowan) jest izomor-
ficzny z pierscieniem Burnside’a < (G) (z mnozeniem pochodzacym od produktu G-
zbioréw). Moéwiac $cislej, klase homotopii danego odwzorowania charakteryzujg war-
toSci stopnia Brouwera jego obcie¢ do zbior6w punktéw staltych wzgledem dziatania
poszczeg6lnych podgrup grupy G. Segal zauwazyl tez, ze zestaw tych wartoSci, dajacy
sie jednoznacznie wyrazic¢ jako pojedynczy element pierScienia Burnside’a, pelni dla
odwzorowania wspoétzmienniczego funkcje stopnia.

Szes¢ lat poZniej Ryszard L. Rubinsztein w swojej pracy doktorskiej [72] pod kierun-
kiem Andrzeja Jankowskiego uog6lnit wynik Segala, opisujac klasy wspoizmienniczych
homotopii sfer w przypadku dziatania zwartej grupy Liego, niekoniecznie skoniczone;j.
Przedstawit réwniez og6lniejszg wersje twierdzenia Borsuka-Ulama.

Klasy wsp6tzmienniczych homotopii sfer w podobnym czasie badal Henning Hau-
schild, ktéry w artykule [45] przedstawil nowe dowody wynikéw Rubinszteina. Czte-
ry lata wczesniej obronil on rozprawe doktorska pod kierunkiem Tammo tom Diecka,
ktérego prace byly przetomowym krokiem w kierunku zdefiniowania stopnia odwzo-
rowan wspoizmienniczych.

W roku 1975 tom Dieck w artykule [27] rozszerzyl pojecie pierScienia Burnside’a,
dotychczas zdefiniowanego jedynie dla grupy skoriczonej, do przypadku zwartej grupy
Liego. Uzyskana struktura byla pierScieniem przemiennym z jedynka, z dodawaniem
pochodzacym od sumy roztgcznej skoniczonych G-komplekséw oraz z mnozeniem po-
chodzacym od ich iloczynu kartezjaniskiego. Nastepnie w ksigzce [28] z 1979 roku udo-
wodnit on, ze wzor (1) zachodzi takze wtedy, gdy G jest zwartg grupa Liego. To za$ ozna-
czalo, ze wspomniany przez Segala stopienn wsp6tzmienniczy réwniez nie musi ogra-
niczac sie do przypadku grupy skoriczonej. W tej samej ksigzce pojawita si¢ definicja
pierScienia Eulera-tom Diecka ${(G), ktéra opiera sie na klasach réwnowaznos$ci skoni-
czonych G-CW-komplekséw. Dla skonczonej grupy G pierscien U(G) byt izomorficzny
z pierScieniem Burnside’a </ (G), w og6lnosci posiadal jednak bogatsza strukture.

Teoria stopnia wsp6lzmienniczego zaczeta ksztaltowac si¢ w potowie lat 80. Wtedy
to Ivar Massabo i Alfonso Vignoli we wspétpracy z Kazimierzem Geba ([39]) i Jorge Ize

([47, 48]) zdefiniowali go dla odwzorowan S!'-wspétzmienniczych, a nastepnie prze-
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niesli na przypadek zwartej grupy Liego. WartoSciami tego stopnia byly klasy homo-
topii wsp6tzmienniczych odwzorowan miedzy sferami. Dalsze badania nad takg kla-
syfikacja pod katem zastosowan w teorii stopnia S!-wspélzmienniczego przeprowa-
dzil Grzegorz Dylawerski w swojej pracy doktorskiej pod kierunkiem Kazimierza Geby
(1987) i w artykule [31]. W podobnym czasie Wolfgang Liick w pracy [60] powigzal sto-
pient wspotzmienniczy z wygodniejszym Srodowiskiem pierécienia Burnside’a zwartej
grupy Liego. Na poczatku lat 90. K. Geba uporzadkowat i rozwinat te teorie w przy-
padku dzialania grupy S! (z G. Dylawerskim, Jerzym Jodlem i Wactawem Marzantowi-
czem [32]), a nastepnie dowolnej zwartej grupy Liego (z Wiestawem Krawcewiczem i
Jianhongiem Wu [38]). We wspomnianych artykutach przedstawione zostaly rowniez
potencjalne zastosowania.

Réwnolegle pojawit sie inny niezmiennik o cechach stopnia, dla gradientowych od-
wzorowarn S!-wspétzmienniczych. W roku 1985 zdefiniowal go Norman Dancer w ar-
tykule [24]. Inspirujac sie ta praca, Stawomir Rybicki stworzyl teorie wsp6tzmiennicze-
go stopnia gradientowego (ortogonalnego) w swojej pracy doktorskiej pod kierunkiem
K. Geby (1990) oraz w artykule [73]. S. Rybicki skoncentrowat sie¢ na przypadku dzia-
lania grupy S!, a uogélnienia na dowolna zwarta grupe Liego dokonal K. Geba w pra-
cy [37]. W kolejnych latach S. Rybicki utworzyl na Uniwersytecie Mikotaja Kopernika
w Toruniu grupe badawcza skupiong wokot zastosowan gradientowego stopnia wspot-
zmienniczego, w ktorej sktad weszli jego doktoranci Wiktor Radzki, Anna Gotebiewska,
Justyna Fura, Piotr Stefaniak i Daniel Strzelecki.

Warto podkresli¢, ze stopient wsp6tzmienniczy w wariancie gradientowym istot-
nie rézni sie od klasycznego stopnia wspétzmienniczego. W szczeg6lno$ci klasyfikuje
wsp6lzmiennicze odwzorowania gradientowe w spos6b zdecydowanie subtelniejszy,
a jego warto$ci sg elementami pierécienia Eulera-tom Diecka $(G).

Oba rodzaje stopnia znalazly liczne zastosowania. Okazaly si¢ wyjatkowo efektyw-
ne w analizie probleméw nieliniowych, takich jak bifurkacje Hopfa, problem n cial,
zagadnienie centralnych konfiguracji, lamanie symetrii w r6wnaniu Schrédingera czy
wspolzmiennicza wersja twierdzenia Lapunowa o centrum. Na temat tych i innych za-
stosowan powstaty setki artykutow i ksigzek, ktérych liczba przyrasta z kazdym rokiem.
Jako przyklady warto wymieni¢ prace autoréw takich jak Zalman Balanov, Norimichi
Hirano, Wiestaw Krawcewicz, Ernesto Perez-Chavela, Haibo Ruan, Heinrich Steinlein

oraz czlonkowie grupy badawczej Stawomira Rybickiego ([4} 5,141,165} [71]).
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Opis wynikow

Niniejsza rozprawa poSwigcona jest dwom zagadnieniom z teorii stopnia dla odwzoro-
wan wspoétzmienniczych. Pierwsze z nich to wlasno$¢ produktowa dla stopnia wspot-
zmienniczego. Dowdd tej wlasno$ci w przypadku dziatania zwartej grupy Liego mozna
znalez¢ w pracy Kazimierza Geby, Wiestawa Krawcewicza i Jianhonga Wu [38], jednak
mial on charakter bardzo formalny i szkicowy w niektérych fragmentach. Wzér pro-
duktowy niejednokrotnie wykorzystywany byl w innych pracach, pelnigc wazna ro-
le przy konstrukcji r6znych nieskonczenie wymiarowych wariantow stopnia wsp6t-
zmienniczego. Stanowito to motywacje do podjecia proby przeprowadzenia petnego
dowodu tej wtasno$ci, stanowigcego niejako formalne uzupehienie pracy [38]. Udato
sie tego dokonac dla grupy skonczonej (w pracy wspoélnej z Piotrem Barttomiejczykiem
i Piotrem Nowakiem-Przygodzkim [9]) oraz dla zwartej abelowej grupy Liego (w pracy
samodzielnej [52]), czemu poswiecone sg dwa rozdziaty tej rozprawy.

Trzonem dowodu w obu przypadkach jest pojecie odwzorowan polistandardowych.
Odwzorowania z tej wyr6znionej przez nas klasy sg strukturalnie zblizone do odwzoro-
wan normalnych (patrz [7, 8} 25} 38]), a jednocze$nie przystepniejsze do badania mie-

dzy innymi dzieki stowarzyszonej z nimi wygodnej notacji. Pokazujemy, ze:

* wzor produktowy deg.(f x f) = deg. f - deg; f zachodzi w przypadku, gdy oba

odwzorowania f i f sa polistandardowe,

e produkt dw6éch odwzorowan polistandardowych réwniez jest polistandardowy.

Wreszcie udowadniamy, ze w kazdej klasie otopii mozna znaleZ¢ odwzorowanie poli-
standardowe, co dzieki otopijnej niezmienniczo$ci stopnia wsp6tzmienniczego zasad-
niczo konczy dowod. Dostep do doktadnego opisu klas otopii zagwarantowato nam
twierdzenie typu Hopfa dla wsp6tzmienniczych odwzorowan lokalnych, udowodnio-
ne przez P. Bartomiejczyka w [7] i dotyczace og6lnego przypadku zwartej grupy Liego.
Dowd6d w przypadku skoriczonym zostat przedstawiony w Rozdziale 2. Znalazt sie
tam rowniez przyklad ilustrujacy dzialanie wzoru produktowego. Rozdziat 3 poswieco-
ny jest dowodowi tego wzoru przy dziataniu zwartej abelowej grupy Liego. Brak zato-
zenia o skoriczono$ci wymusit odpowiednie dostosowanie definicji odwzorowan po-
listandardowych, a takze prace na pierscieniu Burnside’a w wersji zaproponowanej
przez T. tom Diecka. Jednoczes$nie zalozenie o abelowoSci uproscito strukture tego
pierScienia oraz pozwolito pracowac¢ bezposrednio na podgrupach zamiast na klasach

SPrzezonosci.
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Drugie zagadnienie rozprawy to konstrukcja gradientowego stopnia wsp6tzmien-
niczego Degg dla zwartych zaburzen nieograniczonego operatora samosprzezonego
o czysto dyskretnym widmie w przestrzeni Hilberta. Motywacja byly potencjalne za-
stosowania takiego narzedzia do poszukiwania rozwigzan okresowych uktadéw hamil-
tonowskich oraz do innych zagadnien z analizy nieliniowej zwigzanych z przestrzenia-
mi Sobolewa. Rozdziat 4, dotyczacy konstrukcji stopnia, powstat w oparciu o wspdl-
ny artykul z P. Bartlomiejczykiem i P Nowakiem-Przygodzkim [10]. Podobnie jak inne
wersje gradientowego stopnia wspélzmienniczego, Degg przyjmuje wartosci w pier-
Scieniu Eulera-tom Diecka. Definicja naszego stopnia opiera si¢ na skonczenie wymia-
rowych aproksymacjach i wykorzystuje wtasnos$¢ produktowg w wariancie gradiento-
wym, udowodniong m.in. przez K. Gebe w [37] oraz A. Gotebiewska i S. Rybickiego
w [44]. Pod koniec rozdziatu pokazujemy, ze Degg posiada wtasnos$ci analogiczne do
dobrze znanych wilasno$ci stopnia skoficzenie wymiarowego degg, takie jak addytyw-
no$¢, otopijna niezmienniczo$¢, wykrywanie zer, normalizacja oraz wlasnos¢ produk-
towa. Kolejny rozdziat zaczyna sie od szczegétowego sformutowania problemu poszu-
kiwania orbit okresowych oraz od przedstawienia szerszego kontekstu historycznego
tego zagadnienia. Dalsza czg$¢ Rozdzialu 5 poSwigcona jest obszernemu wyjasnieniu,
w jaki spos6b mozna stosowac nasz stopien Degg do poszukiwania tego typu rozwia-
zan uktadéw hamiltonowskich.

W Rozdziale 6, wiericzacym tre$¢ rozprawy, przedstawiamy dalsze perspektywy ba-
dawcze stanowigce mozliwg kontynuacje i zastosowanie wynikow w niej prezentowa-

nych.
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Rozdzial 1

Preliminaria

1.1 Odwzorowania wspélzmiennicze i ich stopien

Zaczynamy od przypomnienia podstawowych definicji oraz oznaczen pochodzacych

7 teorii odwzorowan wspétzmienniczych.

1.1.1 G-przestrzenie

Przestrzen topologiczng X nazywamy G-przestrzenia, jezeli grupa topologiczna G dzia-

fa na X w sposéb ciagly. Przypominamy kilka podstawowych definicji.
Definicja 1.1. Zbiér Gx = {gx | g € G} nazywamy orbitg punktu x € X.

Definicja 1.2. Zbior G = {g € G | gx = x} jest podgrupg grupy G, nazywang stabiliza-

torem (lub grupa izotropii) punktu x € X.
Niech H bedzie podgrupa grupy G. Bedziemy oznaczac¢ przez:
* (H) klase sprzezonosci podgrupy H,
e NH normalizator Hw G,
e W H grupe Weyla podgrupy H, tj. WH = NH/H.
Ponadto bedziemy stosowac oznaczenia:
o XH={xeX|HCSGy},
* Xp={xeX|H=Gyl,

o Xun = {xe X| (H) = (G}.
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Jezeli x € X(p), to (H) nazywamy typem orbitowym punktu x. Na zbiorze
Iso(X) := {(H) | H jest domknieta podgrupg G oraz Xy # 9}

mozna zadac czeSciowy porzadek. Mianowicie (H) < (K) jezeli grupa H jest sprzezona

do pewnej podgrupy grupy K.

1.1.2 Reprezentacje

Zal6zmy, ze V jest rzeczywista, skoficzenie wymiarowg, ortogonalng reprezentacjq zwar-
tej grupy Liego G, a Q jest otwartym, G-niezmienniczym podzbiorem V. Wéwczas za-

chodza nastepujace wtasnoSci:
* zbidr Iso(Q) jest skoriczony,

» VH jest liniowa podprzestrzenia V oraz ortogonalng reprezentacja grupy Weyla
WH,

* zbiér Qp (i w szczegblnosci zbiér V) jest otwarty w VI,

¢ dzialanie grupy Weyla W H na Qp jest wolne (dla kazdego x € Qpidlage WH

réwnos$¢ gx = x zachodzi tylko wtedy, gdy g jest elementem neutralnym),

* Q) jest G-niezmienniczg podrozmaitoscig Q2. Dodatkowo jezeli klasa (H) jest

maksymalna w porzadku na Iso(Q), to Qg jest domknieta w Q.

1.1.3 Odwzorowania lokalne

Notacja A € B oznacza, ze A jest zwartym podzbiorem B. Dla przestrzeni topologicz-
nych X iY, przez .4 (X,Y) oznaczamy zbior wszystkich funkcji ciagtych f: Dy — Y,
takich ze D¢ jest otwartym podzbiorem w X. Przez 7(X) bedziemy oznaczac topologie
na X.

Niech # bedzie rodzing podzbioréw Y. Definiujemy
Loc(X,Y,%) = {f € 4(X,Y)| f'(R) € Dy dlakazdego R € #}.

Wprowadzamy w Loc(X, Y,%) topologie generowang przez podbaze ztozong ze

wszystkich zbioréw postaci:

* HIC,U):={f€eLloc(X,Y,%)|Cc Dy, f(C)cU}dlaC& X oraz U € 7(Y),
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* M(V,R):={f€Lloc(X,Y,Z%) | f‘l(R) cVidlaVer(X)orazRe XA.

Elementy Loc(X, Y, %) nazywamy odwzorowaniami lokalnymi. Naturalnym punk-
tem bazowym Loc(X, Y, %) jest odzworowanie puste.

Przez f U f bedziemy oznaczaé sume mnogos$ciowa dwéch roztacznych odwzoro-
war lokalnych f i f. Ponadto dla jednoelementowej rodziny £ = {{y}} bedziemy pisa¢
Loc(X,Y, y), pomijajac podwéjny nawias klamrowy. Wiecej szczeg6téw mozna znalez¢
w [11].

1.1.4 Odwzorowania wspélzmiennicze

Zat6zmy, ze V jest rzeczywista, skoniczenie wymiarowgq reprezentacja zwartej grupy
Liego G, a X jest ustalong G-przestrzenia. Méwimy, ze odwzorowanie f : X — V jest
wspolzmiennicze, jezeli f(gx) = g f(x) dla wszystkich x € X oraz g € G. Przez €5(X, V)
oznaczamy przestrzen {f € Loc(X, V,0) | f jest wspotzmiennicze} z topologig induko-
wang. Dla Q) bedacej otwartym niezmienniczym podzbiorem V, elementy 65(Q, V)
nazywamy wspo6tzmienniczymi odwzorowaniami lokalnymi. W przypadku gdy Q =V,

zamiast 6 (V, V) bedziemy uzywac skroconego oznaczenia €5(V).

1.1.5 Otopie

Niech I = [0,1] z trywialnym dziataniem grupy G. Elementy €¢(I x Q, V) bedziemy na-
zywac otopiami. Kazda otopia odpowiada wzajemnie jednoznacznie drodze w €;(Q, V).

Dla kazdego ¢ € I oraz ustalonej otopii i: A < I x Q — V mozemy zdefiniowac:
e zbiory A;={xeQ|(t,x) € A}
e odwzorowania h;: Ay — V, gdzie h(x) = h(t, x).

O odwzorowaniach hy i h; powiemy, ze sg otopijne. Otopijnosc jest relacjag rownowaz-
nosci na €5(Q, V). Zbiér klas otopii bedziemy oznaczaé przez 65[Q, V] (lub krécej
€clV]idlaQ="V).

Uwaga 1.3. Zauwazmy, ze jesli f € €5(Q, V), a U jest otwartym niezmienniczym pod-
zbiorem Dy, takim ze f ~1(0) c U, to f oraz f|y sa otopijne. W szczegélnosci jezeli

f~1(0) = @, to f jest otopijne z odwzorowaniem pustym.
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1.1.6 Pierscien Burnside’a zwartej grupy Liego

Definicja, ktorg tu przytoczymy, pochodzi z |29, Chap. IV,, 2]. Niech G bedzie zwarta
grupa Liego. Rozwazmy relacje rownowaznosci na klasie skoriczonych G-komplekséw:
X ~ Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej domknietej podgrupy H grupy G, zbiory X
i Y posiadaja taka sama charakterystyke Eulera. Oznaczamy zbi6r klas rownowazno-
Sci tej relacji przez <7 (G), a klase zbioru X przez [X]. Suma roztaczna i iloczyn karte-
zjanski G-komplekséw sa zgodne z tq relacja. Co wiecej, indukujg one odpowiednio
dodawanie i mnozenie w & (G). Uzyskana struktura, nazywana pierécieniem Burnsi-
de’a grupy G, jest przemiennym pierScieniem z jedynka. Zerem tego pierscienia jest
klasa takiego zbioru X, ze charakterystyka Eulera y(X") = 0 dla kazdej podgrupy H.
Jezeli za$ K jest przestrzenig z y(K) = —1 i trywialnym dziataniem grupy G, to klasa
[Y x K] jest addytywng odwrotnoscig klasy [Y].

Niech ¢(G) oznacza zbiér takich domknietych podgrup H grupy G, ze grupa Weyla
W H jest skoficzona. Wéwczas pierScienn &/ (G) addytywnie jest wolng grupa abelowa
na klasach [G/ H] zaleznych wylgcznie od klasy sprzezonosci H € ¢(G).

1.1.7 Stopien wspoélzmienniczy

Skonczenie wymiarowy stopien deg., zdefiniowany dla odwzorowan wspoétzmienni-
czych wzgledem dzialania zwartej grupy Liego G, zostal wprowadzony w pracy [38] ja-
ko niezmiennik dopuszczalnych homotopii wspé6tzmienniczych, ktéry przyjmuje war-
to$ci w pierécieniu Burnside’a </ (G). Nastepnie w pracach [7,[8] zostat on przedefinio-
wany w jezyku odwzorowan lokalnych i otopii. Autorzy wspomnianych prac udowod-

nili nastepujace wlasnosci stopnia deg;: 66(V) — «(G).
Addytywnos¢. Jezeli f, f' € 6G(V) orazDy N Dy =@, to
degf;(f U /") = degg f +degg f'-
Otopijna niezmienniczo$¢. Niech f, f' € €(V). Jezeli f i f' sq otopijne, to
deg f = degg f'.
Wykrywanie zer. Jezelidegg; f # 0, to f(x) = 0 dla pewnego x € Dy.

Normalizacja. Jezeli f(y+ v) = v dla kazdego y € Gx oraz |v| <e, to f~1(0) = Gx oraz
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Uwaga 1.4. Warto przypomnie¢, ze stopien wspolzmienniczy danego odwzorowania
f, jako element pierScienia Burnside’a, sktada sie z wielu wspéiczynnikow. Wykazanie,
ze chociaz jeden z nich jest r6zny od zera wystarczy do pokazania, ze f posiada miejsce
zerowe. Z kolei szczeg6towa analiza wartoSci poszczegblnych wspdétczynnikéw pozwa-
la na wyciaganie wnioskow nie tylko o istnieniu orbit miejsc zerowych, ale rowniez

o ich typach orbitowych.

1.2 Klasy otopii i wigzki wektorowe

W tym podrozdziale przytaczamy wazne wyniki dotyczace klas otopii lokalnych od-
wzorowan wspé6lzmienniczych, a takze elementy teorii wiazek wektorowych, ktére wy-

korzystamy przy dowodzie wzoru produktowego.

1.2.1 Lokalne przekroje wiazki wektorowej

Niech M bedzie rozmaitoscia klasy C' bez brzegu oraz niech dim M > 0. Zat6zmy, ze
p: E — M jest wigzka wektorowa. Bedziemy utozsamia¢ M z zerowym przekrojem E.
Lokalnym przekrojem wiazki p: E — M nazywamy funkcjg ciagla s: U — E, gdzie U
jest zbiorem otwartym w M, s~ (M) jest zwarty oraz po s = Idy.

1.2.2 Indeks przeciecia

Zat6zmy, ze rank E = dim M, a E jest orientowalna jako rozmaitos¢. Przez I(s) bedziemy
oznaczac zorientowany indeks przeciecia dla lokalnego przekroju s (opisany szczeg6-
towo miedzy innymi w [42]), bedacy liczbg calkowita. Indeks przecigcia jest niezmien-
nikiem otopii, tj. jesli dwa lokalne przekroje sg otopijne, to posiadajg taki sam indeks

przeciecia. Wprowadzamy oznaczenia:
* I'(M, E) - zbi6r wszystkich lokalnych przekrojow wigzki E nad rozmaitoScig M,
* I'[M, E] - zbior klas otopii lokalnych przekrojow wigzki E nad rozmaitoScia M.
To pozwala nam sformulowac nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.5 ([7, Thm 2.2]). Jezeli M jest spéjna, to indeks przeciecial: I'|M,E] — Z
jest bijekcjaq.

Co wiecej, w kazdej klasie otopii mozna skonstruowac szczeg6lny rodzaj lokalnego

przekroju.
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Twierdzenie 1.6 ([9, Cor A.2]). Niech k € Z. Dla dowolnego zbioru Q sktadajqgcego sie
z|k| réznych punktow z M i dowolnego zbioru | k| roztqcznych kul otwartych wokoét tych
punktow istnieje lokalny przekréj s okreslony na sumie tych kul, taki ze s~* (M) = Q oraz
I(s) = k.

1.2.3 Odwzorowania wspélzmiennicze i lokalne przekroje

Niech V bedzie rzeczywista, skonczenie wymiarowa, ortogonalng reprezentacjg zwar-
tej grupy Liego G. Typy orbitowe pojawiajgce sie w V indeksujemy liczbami naturalny-

mi 1,2,..., m, w spos6b nawigzujacy do czeSciowego porzadku na Iso(V), to znaczy
(H;) = (Hj) wporzadku Iso(V) = i < j.

W szczegolnosci Hy = G. Oznaczamy M; = Vy,/W H; oraz E; = (Vp, x VHi/WH;. Dla
wigzki wektorowej p; : E; — M; zachodzi rank E; = dim M;, a E; jest orientowalna jako
rozmaito$¢. Co wiecej, wiazka E; — M; jest naturalnie izomorficzna z wigzkq styczna
TM; — M;.

Zbior lokalnych przekrojow wigzki p; oznaczamy przez I'(M;, E;), a zbiér klas otopii

takich przekrojow przez I'[ M;, E;]. Bedziemy rowniez wykorzystywac funkcje
©;: 6wn, (Vu, VH) — T (M;, E;)

okreslong wzorem O; (f) ([x]) = [(x, f(x))] dla x € Vy,, a takze funkcje
Ei: bwn, [V, VH] — TIM;, E;)

zadang wzorem Z; ([ f]) = [®; (f)].
Grupa Weyla W H; dziala w spos6b wolny na Vg, wiec zaréwno 0, jak i Z; sq bi-

jekcjami (szczeg6ty mozna znalez¢ w [7, Thm 4.1]).

1.2.4 Rozklad zbioru klas otopii

Przypominamy dwie wazne wtasnosci dotyczace rozktadu zbioru klas otopii €[ V].

Twierdzenie 1.7 ([6, Thm 5.4]). Niech Q bedzie otwartym i niezmienniczym podzbiorem
V, a H reprezentantem maksymalnego typu orbitowego w1so(Q). Istnieje naturalna bi-
jekcja

€6lQ, V1 = Cwn [Qu, VH] x 66 [Q\ Q) V]. (1.1)
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Intuicyjnie wydawaloby sie, ze aby zada¢ wzor powyzszej bijekcji, wystarczy uzy¢

klas otopii odpowiednich obcig¢, to znaczy

1= (|1 py00n ] [ £1 ppaum] )-

Niestety w ogélnosci nieprawda jest, ze f| p g, € 66 (Q\ Qu, V). To wymusza,

aby najpierw zaburzy¢ odwzorowanie f wewnatrz jego klasy otopii i w ten sposéb za-
gwarantowac, ze obcigcie tego zaburzenia do zbioru D¢\ Qg jest elementem zbioru
6 (Q \Qmy, V). Pelna procedura zostata opisana przez Piotra Barttomiejczyka w [6),
Sec. 5], a zaproponowane tam zaburzenie nie zmienia wartoSci odwzorowania f na
zbiorze Q(H) .

Zaczynajac od Q = V oraz H = G i wykorzystujac bijekcje (1.1I), mozna indukcyj-
nie wyodrebnia¢ kolejne typy orbitowe (patrz Rysunek[1.1). Natychmiast prowadzi do
kolejnego wyniku opisanego w tej samej pracy.

Wniosek 1.8 ([6, Thm 6.1]). Istnieje naturalna bijekcja
m
¥: E6lV1— [ 6wn, [V, V. (1.2)
i=1
Uwaga 1.9. Wyjasnimy zamyst takiego rozkladu. Zal6zmy, ze f € 65(V). Jezeli f =
|_|;?il(fl- x 1dp,), gdzie f; € €wn, (Vah;, VHi), a B; sa matymi kulami otwartymi wokét 0

w (VHi)L to pozadany rozklad mozna zrealizowaé za pomoca funkcji

[f1—= (AL 2] ... [fmD).

Jezeli za§ odwzorowanie f nie spelnia tych zatozen, mozna je przeksztalci¢ do po-
wyzszej postaci poprzez seri¢ zaburzen wewnatrz jego klasy otopii powtarzanych in-

dukcyjnie po kazdym typie orbitowym i opisanych szczegotowo w [6, Sec. 5].

Rysunek 1.1: Procedura oddzielania zer danego typu orbitowego (H). Po lewej: miejsca
zerowe wyj$ciowego odwzorowania f. Po prawej: oddzielone zera po zaburzeniu od-

wzorowania f do f.
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Dlak=1,2,...,mprzez

m
ne: [16wn, [V, V] = 6w, [V, V]
i=1

bedziemy oznaczac¢ naturalne rzutowanie.

Niech {M; ;} ; oznacza zbior sktadowych spéjnosci rozmaitosci M;, a n(i) liczbe tych
sktadowych. Moze ona by¢ skoriczona lub przeliczalna. Zauwazmy, zZe na mocy Twier-
dzenia[l1.5|funkcja

n(i)
I;: T[M;,Eil — ) Z,
j=1

n(i)

zdefiniowana wzorem I; ([s]) = {I (s[Mij)}jzl,

jest bijekcja.
To pozwala nam zdefiniowac funkcje

m ,n(i)
D: Co(V) — H(];Z)

i=1

potrzebna w dalszej czeSci pracy. Zadajemy ja wzorem
O(f) :={I;0Z;0m; o W) ([fDI,.
Twierdzenie 1.10 ([7, Thm 5.2]). Funkcja ® posiada nastepujqce wtasnosci

e, (zh9z) jesli dim V¢ >0,

.« D(GG(V)) = | :
0,11 <12, (219 2) jesti dimvE =0,

e jezeli dane f € €5(V) jest postaci opisanej w Uwadze to ¢(f) = 1cijli j, gdzie
liczba catkowita c;; jest rowna indeksowi przeciecia przekroju 0;(f;) obcietego
do M ij

* funkcja indukowana przez ® na 65[V1, ktorg bedziemy oznaczaé tq samaq literq,

jest iniekcjaq.
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Rozdzial 2
WlasnoS$¢ produktowa przy dzialaniu

grupy skonczonej

Wtasno$¢ produktowa jest jedng z podstawowych wlasnosci stopnia topologiczne-
go. Przypominamy, ze odwzorowanie z otwartego podzbioru R” do R” nazywamy lo-
kalnym, jezeli zbior jego miejsc zerowych jest zwarty. Dla takich odwzorowan klasyczny
stopienn Brouwera (oznaczany deg) jest dobrze zdefiniowany i posiada wlasnos$¢ pro-
duktowg, opisang ponize;j.

Wtasnos¢ produktowa ([19, Prop. 8.7]). Niech f: D¢ c R™ — R™ oraz f: Df cR" —
R" beda odwzorowaniami lokalnymi. Wtedy odwzorowanie f x f: Dy x D P R™*

rowniez jest lokalne oraz zachodzi wzoér

deg(f x f) = deg f-deg f.

Gléwnym celem tego rozdziatu jest przedstawienie krétkiego dowodu wsp6tzmien-
niczej wersji wzoru produktowego, dla wspéizmienniczych odwzorowan lokalnych w
przypadku dzialania grupy skonczone;j. Dla takich odwzorowan otrzymujemy analo-

giczny wzor

deg(f x f) = degg f - degg f,
jednak poniewaz wartoSci stopnia wspotzmienniczego deg. sa elementami pierScie-
nia Burnside’a grupy G, to wlasnie w nim przeprowadzane jest mnozenie po prawej
stronie rowno$ci. Warto nadmienic, ze w pracy [38] autorzy udowodnili wspéizmienni-
czy wz6r produktowy w duzo ogoélniejszym przypadku zwartej, by¢ moze nieskoriczo-
nej grupy Liego. Wspomniany dowdd jest jednak miejscami do$¢ szkicowy i skrétowy.
PostanowiliSmy przeprowadzi¢ nowy dowdd, ktéry cho¢ dotyczy wezszego przypadku

dzialania grupy skoriczonej, jest bardziej czytelny i kompletny.
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2.1 Pierscien Burnside’a grupy skonczonej

Przy zalozeniu, ze G jest grupg skonczonag, pierscien Burnside’a przybiera uproszczong
forme. Niech o/ * (G) bedzie zbiorem klas izomorfizmu skoriczonych G-zbior6w. Wow-
czas suma rozlaczna skoriczonych G-zbioréw indukuje dodawanie na «/* (G), ailoczyn

kartezjanski z dzialaniem przekatniowym indukuje mnozenie, tzn.
(XI+[Y]I=[XuY], [X]-[Y]=[XxY],

gdzie [X], [Y] sg klasami izomorfizmu skoficzonych G-zbioréw. Uzyskana w ten spos6b
struktura to przemienny poélpierscien z jedynka.

Poniewaz kazdy skoniczony G-zbidr jest rozlaczng suma swoich orbit, kazdy ele-
ment pétpiericienia </ (G) mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci Y. d ) [©/11],
gdzie kazdy wspétczynnik d( ) jest nieujemna liczba catkowitg oraz [©/p] jest klasa izo-
morfizmu zbioru %/y, ktéra zalezy tylko od klasy sprzezonosci H. Problem rozktadu
G/ x 9/k na orbity sprawia, Ze mnozenie w </ (G) jest nietrywialne. W szczegélnosci
zauwazmy, ze produkt orbit nie musi by¢ pojedyncza orbitg (patrz Rysunek[2.1).

Pier$cien Grothendiecka utworzony z </ * (G) jest oznaczany przez </ (G) i nazywa-
ny pierscieniem Burnside'a skoniczonej grupy G. Addytywnie jest to wolna grupa abelo-
wa generowana przez klasy izomorfizmu [G/ ul. & (G) jest przemiennym pierScieniem,

ktérego jedynka jest [©/;].

\ XxY
-1 1 X (-1,1 (1,1)
® ® > * %*
-1 1 Y
® ® > * +

Rysunek 2.1: Przyjmijmy X = Y = R jako reprezentacje grupy Z, = {y, 1} z dzialaniem
danym wzorem y(x) = —x. W tym przypadku produkt dwéch orbit dwuelementowych

rozktada si¢ na dwie odrebne orbity dwuelementowe.

25



2.2 Glowny wynik
Zal6zmy, ze
* G jest grupa skoriczona,

* Vi W sg rzeczywistymi, skoficzenie wymiarowymi reprezentacjami ortogonal-

nymi grupy G.

Przypominamy, ze 6;(V) oznacza przestrzen lokalnych odwzorowan wspéizmienni-

czychw V.

Wz6r Produktowy. Jezeli f € (V) i f € €5(W), to f x f € 6(V & W) oraz zachodzi
nastepujacy wzor:

deg;(f x f) = degg(f) - degg; f,

gdzie ,-” oznacza mnozenie w pierscieniu Burnside’a < (G).

2.3 Przyklad

Zilustrujemy dzialanie Wzoru Produktowego na przyktadzie iloczynu kartezjanskiego
dwoch odwzorowan wspétzmienniczych. W tym celu rozwazmy dwie reprezentacje

grupy Z, ={y, 1}:

a) V =Rzdzialaniem y(x) = —x,

b) W = R? z dziataniem Y, 2)=(=y,2)

oraz odwzorowania

a) f:V — Vdanewzorem f(x)=—x,

b) f: W — W dane wzorem f(y,2) = (-y,—2).

Oba te odwzorowania sg Z,-wsp6lzmiennicze, a ich stopnie wspéizmiennicze wyno-

s$z3:
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a) degy, f = [Z2/Z5) - |Z»/E),

(Z2175])

~ 7

orbita
—[Z3/E]

Rysunek 2.2: Po lewej: funkcja f jako pole wektorowe. Po prawej: jej zaburzenie do

identycznos$ci w kierunku normalnym.

b) deg,, f = —[Z21Z5] +[Z>/E).

—[Z2125]

orbita _—

[Z>/E]

Rysunek 2.3: Funkcja f jako pole wektorowe (po lewej) oraz jej zaburzenie do postaci

umozliwiajacej bezposrednie wyznaczenie stopnia (po prawej).

Przestrzen V stanowi roztaczng sume dwdéch zbioréw Vz,={0} oraz Vg = V' \ {0}. Po-
niewaz odwzorowanie f nie jest identyczno$cia w kierunku normalnym do Vz,, nale-
zy je zaburzy¢ za pomocg homotopii do odwzorowania o dwéch dodatkowych zerach
o typie orbitowym E (patrz Rysunek, co odpowiada elementowi [Z,/E] € <f (Z5).
Zaburzona funkcja jest juz identyczno$cia w kierunku normalnym wzgledem Vz,, a
takze wzgledem Vg, gdzie znajduje si¢ nowa orbita zer (kierunek normalny jest w tym
wypadku trywialny). To pozwala na bezposrednie wyliczenie stopnia i uzyskanie za-
proponowanego powyzej wWzoru.

Podobna procedure przeprowadzamy dla przestrzeni W i odwzorowania f (patrz

Rysunek[2.3).

Sprawdzimy prawdziwo$¢ wzoru
degy, (f x f) =degy, f-degy, f
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dla tych przyktadowych odwzorowan. Najpierw rozpiszmy prawg stroneg tej rOwnosci.

P =degy, f-degy, f = ((Z2/Z2] = [Z2] E1) - (=[Z2/ Z2) + [Z2/ E]) =
=2-[Z217Z5] - [Z2] E1 = [Z2/ E]1-[Z2] E1 = [Z21Z5] - [Z21Z5] =
=2(Zy/El —2[Zo/ E) = [Z21 729 = —[Z217Z5] = —]lzz.

Teraz okreslimy warto$¢ lewej strony rownosci poprzez bezposrednie wyliczenie stop-

nia odwzorowania f x f: V x W — V x W, danego oczywiscie wzorem
(f x Hx,y,2) = (=x,~y,~2).

Odwzorowanie to jest homotopijne z funkcja F(x, y, z) = (x, y,—z) za poSrednictwem

homotopii wspétzmienniczej ze zwartym zbiorem zer, zadanej wzorem:
H((x,y,2),t) = (—xcos(mt) + ysin(rt), —xsin(mt) — ycos(rwt), —z).
Z tego wynika, ze
degZz (f x f) = degzzF =deg(—Idr) - [Z2/Z2] = —[Z,17,] = -17,.

Przy wyliczeniu powyzszego stopnia ponownie wykorzystaliSmy wtasno$¢ homotopij-
nej niezmienniczosci (pierwsza réwno$c¢) oraz uogélniong wtasno$¢ normalizacji (dru-

ga rownosc).

Rysunek 2.4: Zauwazmy, ze H(-,0) = f x f oraz H(-,1) = F. Parametr t odpowiada za ob-
rot warto$ci odwzorowania wokoét osi Oz, co odpowiada obrdceniu strzatek pola wek-
torowego w ptaszczyZnie Oxy. Laczny obroét o kat 7 powoduje uzyskanie przeciwnego

zwrotu strzatek, co widac na rysunku.

28



2.4 Odwzorowania standardowe i polistandardowe

W tym podrozdziale wprowadzamy pojecie odwzorowan standardowych i polistandar-
dowych oraz badamy ich podstawowe wtasnosci. Tego typu odwzorowania grajq waz-
na role w dowodzie Wzoru Produktowego, ktéry przeprowadzony zostanie w kolejnym
podrozdziale. Idea tych odwzorowan nawigzuje do odwzorowan normalnych, wyko-
rzystywanych miedzy innymi w pracach [7, 8, 25} 38]. Zaczynamy od przypomnienia

definicji e-normalnego otoczenia. Zat6zmy, ze:
* Y jest podprzestrzenig liniowg V = R",
* U jest otwartym podzbiorem Y.
Niech Y+ oznacza ortogonalne dopetnienie przestrzeni Y w R”.

Definicja 2.1. Nieche>0i V' ={ve Y| |v|<e}. Zbiér U = {x+v|xe U,ve Y}

bedziemy nazywac e-normalnym otoczeniem zbioru U.

Powyzsza definicja pozwala nam wprowadzi¢ pojecie odwzorowan standardowych
i polistandardowych, istotnych w dalszej cze$ci rozdzialu. Odwzorowanie f € €g(V)

bedziemy nazywa¢ standardowym, jezeli
* f71(0) = Gxo dla pewnego punktu xy € D I3
* istnieje otwarty podzbior U zbioru Vg, gdzie H = G, a takze takie € > 0, ze:
- [1O)NU = {xo},
- U¢cD f
- f(x+v) = f(x) +vdlakazdych xe U, ve (V)L |v| <e.
O takiej funkcji f bedziemy rowniez méwic, ze jest ,,standardowa ze wzgledu na xo,
U oraze” (patrz Rysunek[2.5).

Odwzorowanie f € €;(V) nazywamy m-standardowym, jezeli istniejg odwzorowa-

nia standardowe fi, f>,..., f;n 0 roztacznych dziedzinach, takie ze
f1 0 <cu, Dy, cDy.

Odwzorowanie, ktére jest m-standardowe dla pewnego m, bedziemy og6lniej na-
zywac polistandardowym. Z kolei skoriczong sume roztaczng odwzorowan standardo-

wych nazwiemy $cisle polistandardowym. Z Uwagi[l.3|bezposrednio wynika, ze kazde
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odwzorowanie polistandardowe jest otopijne z pewnym odwzorowaniem $ciSle poli-

standardowym.
V
L g Gzxo °
4 -
Ue g

B =

| ¢

I ..... \ [ - J

Vi | 0

Rysunek 2.5: Kluczowe elementy definicji odwzorowania standardowego: miejsce ze-

rowe Xy, zbioér U oraz jego e-otwarte otoczenie U°®.

W dalszej czesci bedziemy potrzebowac¢ notacji, ktéra powigze klasyczny stopien
topologiczny ze stopniem wspéizmienniczym. Niech f bedzie odwzorowaniem stan-
dardowym ze wzgledu na na x, U i € oraz niech @ = Gx. Rozpatrujemy odwzorowanie
fx:Uc Vg — VI dane wzorem fy = f|y. Niech d, = deg(fx, U).

Stwierdzenie 2.2. Dla kazdego g € G spetniona jest rownos¢ dy = dgy.

Dowéd. Niech g € G oraz K = Ggy. Wowczas VX = gV¥. Rozpatrzmy odwzorowanie
fox: gU € Vg — VK, zadane wzorem f,,(y) = g fx(g~'y). Poniewaz g : V! — VK jest

izomorfizmem przestrzeni liniowych,
dgx = deg(fgx, gU) = deg(fx, U) = d. O

Zdefiniujmy d, = dy, gdzie y jest dowolnym elementem orbity @. Na mocy Stwier-
dzenia[2.2} liczba calkowita d jest dobrze okreslona. Gtéwna zaleta odwzorowarn stan-
dardowych i polistandardowych jest mozliwo§¢ natychmiastowego wyznaczenia war-
tosci ich stopnia wspotzmienniczego deg, jesli tylko znamy wartoSc¢ d,. Dla odwzoro-

wania standardowego [ oraz a = Gx = f~1(0), otrzymujemy
deg; f = dolG/Gy] = dglal.
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Ogolniej, niech f bedzie odwzorowaniem m-standardowym iniech {a;}!" ; oznacza

zbiér orbit miejsc zerowych odwzorowania f. Wtedy

deg; f =) dg,lail.
i=1

2.5 Dowodd wzoru produktowego dla grupy skonczonej

Aby udowodni¢ Wzo6r Produktowy, potrzebujemy dwdéch lematow.

Lemat 2.3. Niech f € 65(V) oraz f € 65(W) bedq odwzorowaniami standardowymi,
dla ktérych a = f71(0), B = f~1(0). Wowczas f x f jest polistandardowe, a dla kazdej
orbityy c a x  zachodzi

dy=dg-dpg.

Co wigcej,
degg(f x f) = degg f - deg f.
Dowéd. Najpierw pokazemy, ze odwzorowanie f x f jest polistandardowe. Zat6zmy,
ze f jest standardowe ze wzgledu na xo, U i€, za$ f jest standardowe ze wzgledu na %o,
Uié. Niech H = Gy, a K = Gg,. Zauwazmy, ze (f x f)‘l(O) = Gxp x GX jest skoniczong
suma orbit oraz Gy, z,) = H N K. Zbiér U¢ x U jest otwarty w V & W oraz

(X0, Xo) € Vg x Wk < (V& W) Hnk,

wiec istnieje taki otwarty podzbiér S c (V& W) ynx wraz z € > 0, ze S < U° x U°¢ oraz
(f x H7H0) N S = {(x0, %o)}-
. . = _ = 1
Teraz pokazemy, ze (f + f)(s+ 1) = (f+ f)(s)+tdlase S, te (Ve W)y Il <€
Poniewaz S « U¢ x U¢, element s mozna jednoznacznie zapisac jako (x, X) + (v, D), gdzie

(x,X)e U x U oraz (v, D) e (V)L e WKL, Co wiecej, z zawierania

wynika, ze t mozna przedstawi¢ w postaci (w, w), dla pewnych jednoznacznie okreslo-
nych w e (VL oraz w e (WKL, Stad

(FxHs+D=(xPHx+v+wX+0+w)
=(fx+v+w), fE+0+d) = (fx)+v+w, f(&) + 7+ w)

=(fx+v)+w, f(&+0)+w)=(f x HHs) +1,
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co dowodzi, ze f x f jest polistandardowe.
W kolejnym kroku wykazujemy réwnosc d, = dg - dg. Niech (xg, Xp) € y < a x B.

Zauwazmy, ze

da = de = deg(fxO) U) i deg(f) Ue))
dp = dx, = deg(f,, U) 1 deg(F, T®).

Stad

dy = d(xy,59) = deg((f % ) x50 S) = deg(f x f, 5
2 deg(f x f,U* x 75 L deg(f, U?)-deg(f, o) = dq - dg.

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliSmy dwie wtasnosci klasycznego stop-
nia topologicznego: wlasno$¢ produktowg (1) oraz wtasno$¢ obcinania wok6t miejsc
zerowych (2).

W koncu dowodzimy prawdziwo$ci wzoru produktowego dla odwzorowan standar-
dowych. Tak jak pokazali$my, f x f jest m-standardowe dla pewnego m. Przedstawia-
my a x f§ jako sume m roztgcznych orbit |7, y;. Poniewaz d,, = dg - dg dla kazdego

i=1,2,..., m, ostatecznie otrzymujemy

deg(f x /)= dy,lyi =Y dadglyil = dadp Y_lyi]
i=1 i=1 i

i=1

= dgdgla x Bl = dgla] - dlf) = deg f - degg f. O
Oznaczenia z kolejnego lematu pochodza z podrozdziatu[1.2]

Lemat 2.4. Dla dowolnego uktadu {c;;} € ®(€c(V)) istnieje Scisle polistandardowe od-

wzorowanie f, takie ze ®(f) = {c; ;}.

Dowdéd. Musimy rozwazy¢ dwa przypadki.

PRZYPADEK 1: dim V¢ > 0. Przy tym zalozeniu dim M; > 0 dla kazdego i = 1,2,..., m.
Ustalmy {c;j} € ®(€(V)), gdzie ¢;j € Z. Na sktadowej M;; wybieramy |c;;| punktéw
wraz z ich roztacznymi kulistymi otoczeniami. Przez P; j bedziemy oznaczac zbior tych
punktow, a przez F;; sume¢ mnogosciowq ich otoczen. Na podstawie Wniosku zZ
Podrozdzialu istnieje lokalny przekrdj s;: F;; € M;; — Ej, taki ze

sij (Mip)=Pij oraz I(sij) = cij.
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Nastepnie definiujemy lokalny przekroj s;: F; € M; — E; jako rozlaczng sume s; =
n(i)

i

s;j. Zauwazmy, ze zbior U; ; P;; jest skoniczony, poniewaz jedynie skoriczona ilos¢
wyrazow c;; jest niezerowa. Oznaczamy f; = @l._l(s,-). Z definicji ©; wynika, ze f; €
6w, (Vi;, V), a konstrukcja s; zapewnia, ze dziedzina Dy, jest suma roztacznych
kul otaczajacych punkty ze zbioru fl._1 (0). Z tego wynika, ze zbioér D := U’ Dy, jest su-
ma skonczonej ilosci roztacznych kul Ry, takich ze kazda kula zawiera doktadnie jedno
miejsce zerowe pewnej funkcji f;. Stad mozemy zapisa¢ D = L Ry. Zauwazmy, ze dla
odpowiednio malego € > 0, zbiory R} sg rozlaczne. Wtedy kazdy punkt nalezacy do
Uk R, mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci gx + gv, gdzie x€ Dy, v € (VH)HL
lv| < €. Zatem mozemy zdefiniowaC odwzorowanie f: Dy := I_lkRi — V za pomoca

wzoru
flgx+gv)=gfi(x)+gv

dla wszystkich ge G, x€ Dy, ve (VHiL oraz |v| < €. Nasza konstrukcja gwarantuje, ze
* fe€c(V),
e fjest$cisle polistandardowe,
* O(f) ={cij

PRZYPADEK 2: dimVC = 0. W tej sytuacji, M; = {0} oraz dimM; > 0 dla i > 1. Analo-
gicznie do poprzedniego przypadku definiujemy f: Dy — V, jednak tym razem przy
konstrukcji f bierzemy pod uwage jedynie M; o numerach i > 1. Wybierajac odpo-
wiednio mate kuliste otoczenia mozemy zagwarantowac, ze 0 ¢ cl(Df). Zatem mozna
znalez(¢ takie 6 > 0, ze B(0,6) N Dy = @, gdzie B(0,6) oznacza otwarta kule w V' o srodku

w poczatku ukltadu wspétrzednych i promieniu §. Oznaczmy

f jeéli c11 =0,
fs=

fuldfpegs jeslici=1.
Latwo zauwazy¢, ze @( f5) = {c; j}. O

Wniosek 2.5. W kazdej klasie otopii zawartej w €;(V) istnieje odwzorowanie Scisle po-

listandardowe.

Dowéd. Przypominamy, ze ®@: 65V, V] — [1(X Z) jest iniekcja. Niech [f] € €[V
Na mocy Lematu [2.4]istnieje odwzorowanie polistandardowe f5 € €5(V), dla ktérego
([ f51) = D([f]). Z r6znowartosciowosci ® wynika, ze f5 € [f]. O

33



Wz6r Produktowy jest konsekwencja Lematu 2.3 oraz Wniosku

Dowéd Wzoru Produktowego. Przynaleznosé fx f € 65(VeW) jest oczywista. Z Wnio-
sku wynika, ze f i f sa otopijne odpowiednio z odwzorowaniami $cisle polistan-
dardowymi Uy fx i U; f}, gdzie fi i f; sa standardowe. W rezultacie, f x f jest otopijne
z odwzorowaniem Ui fi x U f = U1 (fi x fp).

Wykorzystujac (1) otopijng niezmienniczo$¢ stopnia, (2) jego addytywno$¢ oraz (3)
Lemat[2.3} otrzymujemy

degq(f x ) = degg Uk (fi x f) 2 Y degg(fi x fi)
k,l
= Zdengk'dengl = (Zdegcfk) : (Zdegcﬁ)
k,l k [

2 (degg Ui fi) - (degg i fi) = degg f - degg .

To koniczy dowdd. W

2.6 Dodatek

Zat6zmy, ze p : E — M jest wigzkq wektorowg nad rozmaitoscia M, taka ze dim M > 0,

rank E = dim M, a E jest orientowalna jako rozmaito$c.

Lemat 2.6. Dla dowolnego punktu q € M, kulistego otoczenia D tego punktu oraz dla
a € {—1,1} istnieje lokalny przekréj s: D c M — E, taki Ze sTYm) = {g} oraz I(s) = a.

Dowdd. Niech B = {x € R" | |x| < 1} oraz TB = B x R". Rozwazmy lokalny przekr6j
sa: B — TB dany wzorem s4(x) = (x, Ax), gdzie operator A jest liniowy i detA = a.
Wowczas I(s4) = a.

Zauwazmy, ze TD mozna utozsamic z E |p. WeZmy dyfeomorfizm ¢ : B — D, ta-
ki ze ¢(0) = g. Indukuje on odwzorowanie styczne T¢: TB — TD. To pozwala nam
zdefiniowaé lokalny przekréj s: D — E za pomoca wzoru s(x) = T (s4(¢ ! (x))). Latwo

zauwazyc, ze sTHm) = qgoraz I(s) = I(sa) = a. O
Natychmiastowg konsekwencjg powyzszego Lematu jest nastepujace stwierdzenie.

Wniosek 2.7. Niechl € Z\{0} oraz niech zbior Q sktada sie z|1| réznych punktow rozma-
itosci M. Wowczas dla dowolnego zbioru roztqcznych kulistych otoczer tych punktow
istnieje lokalny przekréj s zdefiniowany na tych otoczeniach, taki ze s™* (M) = Q oraz
I(s)=1.
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Rozdzial 3
WlasnoS$¢ produktowa przy dzialaniu

grupy abelowej

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ drugim przypadkiem, dla ktérego udowodnimy
wlasno$¢ produktowa stopnia wspoizmienniczego. Tym razem zakladamy, ze G jest
zwartg abelowg grupa Liego (niekoniecznie skoniczona).

Cho¢ prezentowany dowdd nie opiera sie bezposrednio na strukturze grupy G, za-

cznijmy od przypomnienia nastepujacej charakteryzacji.

Stwierdzenie 3.1. Grupa G jest zwartq abelowq grupq Liego wtedy i tylko wtedy, gdy jest
izomorficznaz grupq F x T", gdzie F jest skoriczonq grupq abelowaq, aT" jest produktem

n okregow (czyli n-wymiarowym torusem,).

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, bedziemy wykorzystywac oznaczenia z De-
finicji pojawia sie jednak pewne uproszczenia wynikajace z abelowosci G. Kazda
klasa sprzezonoS$ci (H) w tym przypadku sklada sie z pojedynczego elementu, tj. grupy
H, astad:

* zbiory Xy oraz Xy sa tozsame,

* typy orbitowe bedziemy oznaczac po prostu przez H zamiast (H).

3.1 Pierscien Burnside’a zwartej abelowej grupy Liego

Przy zalozeniu, ze zwarta grupa Liego G jest rOwniez grupg abelowa, dostajemy W H =
G/ H dlakazdego H € ¢(G). Zatem z definicji ¢(G), warstwa G/ H jest skoriczona i moze
by¢ traktowana zaréwno jako trywialny (0-wymiarowy) G-kompleks, jak i G-zbiér. To
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znacznie upraszcza strukture pierScienia Burnside’a «f (G) wzgledem przypadku ogdl-
nego. Poniewaz mnozenie w &/ (G) jest zgodne z iloczynem kartezjanskim, obliczanie
[G/ H]-[G/K] jest r6wnowazne z rozkladem skoriczonego G-zbioru G/ H x G/ K na orbi-

ty. Podobnie, dodawanie mozna wyrazi¢ jako roztaczng sume skoriczonych G-zbioréw.

3.2 Glowny wynik

Niech V i W beda rzeczywistymi, skoficzenie wymiarowymi reprezentacjami zwartej
abelowej grupy Liego G. Przez €;(V) oznaczamy przestrzen lokalnych odwzorowan

wsp6tzmienniczych w V.

Wz6r Produktowy. Niech f € €5(V) i f € 66(W). Wowczas f x f € 65(V x W) oraz

deg(f x f) = degg f - degg; f.
Mnozenie po prawej stronie ma miejsce w pierscieniu Burnside’a </ (G).

Idea dowodu. Dowdd ponownie opiera sig na pojeciu odwzorowan polistandardowych.
Jest to specjalny rodzaj lokalnych odwzorowan wspotzmienniczych, przedefiniowanych
w Podrozdziale[3.3 na potrzeby przypadku zwartej abelowej grupy Liego. W Podrozdzia-
le[3.4 pokazujemy, ze produkt dwoch takich odwzorowari rowniez jest polistandardowy
oraz ze Wzor Produktowy zachodzi w tej sytuacji. Nastepnie pokazujemy, Ze odwzoro-
wania polistandardowe wystepujq w kazdej klasie otopii z 6 (V). Stopieri deg, jest nie-

zmiennikiem otopii, wiec to koviczy dowdd.

3.3 Odwzorowania standardowe i polistandardowe

W [9] zostatly wprowadziliSmy odwzorowania standardowe i polistandardowe w kon-
tekScie dziatania grupy skonczonej. Zwarte abelowe grupy Liego niekoniecznie sg skon-
czone, wiec w celu zastosowania tych poje¢ w naszym dowodzie, nalezy odpowiednio

dostosowac ich definicje. Zaczynamy od nastepujacej obserwacji.

Uwaga 3.2. Zalézmy, ze H jest domknietg podgrupqg G. Niech a bedzie orbitg typu H.
Woéwczas a jest izomorficzna z grupg G/ H. Co wigcej, ze wzgledu na przemiennos$¢

grupy G, zachodzi réwnos¢ W H = G/ H. Stad nastepujace zdania sa rownowazne:
* G/ H jest grupa skoriczona,

* He ¢(G), wiec [G/ H] jest jednym z generatorow < (G),
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* a jest skoniczona (sktada si¢ ze skoniczonej liczby punktow).

Ponizsza konstrukcja odwzorowan standardowych i polistandardowych gwarantu-
je, ze przeciwobraz zera wzgledem takich odwzorowan sktada sie wylacznie z tego ro-

dzaju orbit. Przypominamy, ze U oznacza e-normalne otoczenie zbioru U (patrz De-

finicja[2.1).

Definicja 3.3. Odwzorowanie f € 65(V) bedziemy nazywac standardowym, jezeli:
e f71(0) = a jest skoriczona orbita typu H,
* istnieje otwarty niezmienniczy podzbiér U zbioru Vi oraz € > 0, takie ze:

- aCUiUech,

- fx+v)=f@+vdlaxeU, ve (VL
Czasem bedziemy moéwic o takim f, ze jest (a, U, €)-standardowe.

Uwaga 3.4. Latwo zauwazy¢, ze dane odwzorowanie (a, U, €)-standardowe jest takze

(a,U,€1)-standardowe dla kazdego 0 < €; <.

Definicja 3.5. Niech m € N;. Odwzorowanie f € €(V) jest m-standardowe, jezeli ist-

nieja odwzorowania standardowe f7, f5,..., f; 0 rozlacznych dziedzinach, takie ze
1 m
ffoc| ] Dy, = Dyoraz f|p; = f;
k=1

dla kazdego 1 < i < m. W przypadkach, gdy wartos¢ m bedzie nieistotna w naszych
rozwazaniach, powiemy, ze takie f jest polistandardowe. Jezeli sama dziedzina Dy jest

roztgczng sumg Dy, to f bedziemy nazywac odwzorowaniem $cisle polistandardo-
wym.

Uwaga 3.6. Na mocy Uwagi jezeli dane odwzorowanie jest polistandardowe, jest

ono otopijne z pewnym odwzorowaniem $cisle polistandardowym.

Uwaga 3.7. Rozlaczna suma odwzorowan polistandardowych réwniez jest polistan-

dardowa.

Uwaga 3.8. Niech f bedzie odwzorowaniem (a, U, €)-standardowym, gdzie a c V.
Dla kazdego x € @ mozemy wybra¢ takie otwarte otoczenie U, c U, ze cl(Uy) Na = x
oraz Ug, = gU, dla kazdego g € G. Niech odwzorowanie fy : Uy c Vg — VH bedzie
zadane przez obciecie f, = f[y, . Wprowadzamy oznaczenie d, = deg(f, Uyx), gdzie

deg to klasyczny stopien Brouwera.
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Stwierdzenie 3.9. Rownos¢ dy = dgy zachodzi dla kazdego g € G.

Dowdd. Grupa G jest abelowa, wigc otrzymujemy Gg, = H. Ze wsp6tzmienniczoSci
odwzorowania f wynika, ze fgx(y) = g fc(g"'y). Poniewaz odwzorowanie g : VH — v

jest automorfizmem przestrzeni liniowej, dostajemy

dgx = deg(fgx: ng) = deg(fgx; gUy) = deg(fx; Uy) = dy. O

Powyzsze stwierdzenie gwarantuje, ze liczba catkowita d,, dana wzorem d, = d,
dla dowolnego x € «a, jest dobrze okreslona. Korzystajac z tej notacji, mozemy wyrazic¢

gléwng zalete odwzorowan standardowych i polistandardowych.

Stwierdzenie 3.10. Znajqc wartosc d,, mozna natychmiast obliczyc stopieri wspotzmien-

niczy odwzorowania standardowego f:
deg; f =dqlal = du[G/H].

Podobnie, jezeli f jest m-standardowe i f~1(0) sktada sie z orbit ay,..., &y, zachodzi
wzor:
m
deg; f = Z do,la;].

i=1

3.4 Dowdd wzoru produktowego dla grupy abelowej

Zaczynamy od nastepujacego lematu.

Lemat 3.11. Niech f € 65(V) oraz f € €5(W) bedq odwzorowaniami standardowymi,
dla ktorych f‘l(O) = if_l(O) = . Wowczas:

e f x f jest polistandardowe,
* dla kazdej orbity’y € a x p mamy dy = dq - dp,

o degg(f x f) =degg f-degg

Dowéd. Zat6zmy, ze a i f sa odpowiednio typu Hi K, gdzie f jest (a, U,€)-standardowe,

a f jest (B, U, e)-standardowe (Uwaga umozliwia wybranie wspoélnego €).
Zaczynamy od pokazania, ze f x f jest polistandardowe. Zauwazmy, ze (f x f)~1(0) =

a x f jest skoriczona suma orbit vy, ..., Y, typu HNK. Ponadto, zbiér U¢ x U€ jest otwar-

tym podzbiorem V x W oraz
axpfcVygxWgc(VxW)gnk.
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Isnieje zatem taki otwarty zbiér niezmienniczy S < (V x W) g~k oraz é > 0, ze
axfcScScUtxUs.
Niech s€ Site (V x W)HMK) L Pokazemy, ze
(fFx s+ =(fx s+t

Poniewaz S c 8% c U¢ x U¢, s mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci (x, %) + (v, ¥),
gdzie (x,%) € U x U oraz (v, 7) € (V)L x (WK)L. Podobnie, (V x W)H)L zawiera sie
w (VH)L x (WK)L, zatem ¢ mozna zapisaé jednoznacznie jako (w, W), gdzie w € (VH)*
oraz w € (WKL, Stad
(FxPHE+D=(fxHx+v+wx+i+w)
=(fx+v+w), fE+0+d) = (fx)+v+w, f(&) + 7+ w)
=(fx+v) +w, f(&+ D)+ W)= (f x f)(s)+ 1.

Wreszcie, istnieja roziaczne otwarte zbiory niezmiennicze S,...,S,, c S, takie ze
yi c S; dla kazdego 1 < i < m. Stad (f x f) I's; sa odwzorowaniami standardowymi,
czyli samo f x f jest m-standardowe.

Teraz udowodnimy prawdziwo$¢ wzoru dy = dy - dg dla dowolnej orbity y < a x .
Niech (a, b) € y. Wykorzystamy oznaczenia z Uwagi oraz dwie dobrze znane wila-

sno$ci stopnia Brouwera: (1) wzér produktowy oraz (2) wtasno$¢ obcinania wokot zer.

Zauwazmy, ze [ ye = fq % Id(VH)é.. Stad
dy = d = deg(fa, Ua) = deg(f, UD),
dg = dj, = deg(fi,, Up) = deg(f, U).
Wybieramy otwarty podzbior S, < Si0 < 6; < 6, takie ze (a,b) € S,,p) oraz

& .
S ; p € Ug x Uj. Stad dostajemy

dy = da,p) = deg((f * a,b) Sia b)) = deg((f x f),S?;,b))
2 deg(f x f, U x US) = deg(f, US) - deg(f, US) = d, - ds.

W ostatnim kroku dowodu pokazujemy wzoér produktowy dla odwzorowan stan-
dardowych. Pokazalismy juz, ze f x f jest m-standardowe oraz a x 8 sklada sie z m

roztacznych orbit yy,...,ym, gdzie dy, = dq - dp dlakazdego 1 < i < m. Zatem
~ 3 m m m
degg(f x /)= dy,lyil =Y dadplyil = dodg ) _lyi]
i=1 i=1 i=1

2 dadpla x I = dela) - dg(p) = degy, f - deg; f.
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(3) oznacza, ze wykorzystaliSmy wzor na stopienn odwzorowan standardowych i po-
listandardowych ze Stwierdzenia Przez (4) odnosimy si¢ do faktu, ze dodawanie
i mnozenie w pierscieniu Burnside’a «/(G) sa zgodne odpowiednio z sumg rozlaczna

iiloczynem kartezjaniskim (odsytamy do Podrozdziatu[3.1). O

Lemat 3.12. Niech f € €5(V) i f € €c(W) bedq odwzorowaniami scisle polistandardo-
wymi. Wtedy f x f jest polistandardowe oraz deg(f x f= deg; f -deg; f.

Dowéd. Zatézmy, ze f = U fi i f = U fi, gdzie fi oraz f; sa standardowe. Z Lematu
Wynika, ze fi x f; jest polistandardowe dla kazdego k, I. Zatem na mocy Uwagi
odwzorowanie f x f: Ui (fx x f1) réowniez jest polistandardowe.

Wykorzystujac wlasnos¢ (1) otopijnej niezmienniczo$ci, (2) addytywno$¢ stopnia

oraz (3) Lemat[3.11} pokazujemy wz6r produktowy:

degq(f x f) = degg Uk (fi x f) 2 Y. deg (fic x fi)
k,l

i%dengk'deg(;fl = (%degcfk)-(;degcfl)

2 (degc kak) : (degc '—'lfl) = deg, f-degs f.

Lemat 3.13. KaZda klasa otopii w €5 (V) zawiera odwzorowanie polistandardowe.

Zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia [I.10] musimy jedynie pokaza¢, ze dla dowol-
nego uktadu {c;;}; j € p(€;(V)) istnieje takie odwzorowanie Scisle polistandardowe f,
ze P(f) ={cijli ;-

Dowdd. Zakladamy, ze dim Vi > 0 (w przypadku dim Vi = 0 dowdd jest analogiczny,
z drobnymi technicznymi modyfikacjami opisanymi w Podrozdziale 3.5). Wybieramy
ustalone {c; j};,j € p(€c(V)), gdzie kazde c;j € Z.

Na kazdej sktadowej M; ; wybieramy | Cij | punktéw wraz z roztgcznymi kulami otwar-
tymi wokot nich. Przez P;; bedziemy oznaczac zbior tych punktéw, a przez F;; su-
me wspomnianych kul. Zauwazmy, ze zbior U; ;P;; jest skoniczony, poniewaz jedynie
skoriczona iloSc c;; jest niezerowa.

E;j oznacza sktadowa E; odpowiadajacg M; ;. Na mocy Twierdzenia istniejg ta-

kie lokalne przekroje s;; : F;j € M;; — E;j, ze

Sl'_jl(Mij) = Pij oraz I(Sij) =Cij
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dla kazdych 1 < i <= m, 1 < j < n(i). Zatem mozemy zdefiniowac lokalny przekroj
s; : UjF;j € M; — E; jako sume roztaczng s; = Ujs;j. Oznaczmy f; = H;I(Si). Z defi-
nicji 6; i z konstrukgji s; wynika, ze odwzorowanie f; jest elementem Gy g, (Vy,, V),
a jego dziedzina Dy, jest suma rozlgcznych kul otwartych woko6t wszystkich punktow
w fl._1 (0). Wrezultacie, zbior U | Dy, jest skoriczong suma roztgczng otwartych kul Ry,
z ktérych kazda zawiera jedno miejsce zerowe pewnej f;. Zauwazmy, ze istnieje takie
€ >0, ze zbiory R} s parami roztgczne (méwigc precyzyjniej, mozemy zagwarantowac
to przez wybranie odpowiednio matych kul na kazdej M;; na poczatku konstrukcji).
Kazdy punkt w LixR;. mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci x + v, gdzie x €

Dfive (V)L wigc mozemy zdefiniowac f : Dy =UrR;, — V za pomocg wzoru

fx+v)=fix)+v

dla wszystkich x € Dy, v € (VH)L

f€€s(V), fjestscile polistandardowe oraz ¢(f) = {c;j}; ;. O

oraz 1 < i < m. Nasza konstrukcja gwarantuje, ze

Wz6r Produktowy wynika z Lematéw oraz[3.13

Dowéd wzoru produktowego. Poniewaz f € €g(V) i f € €5(W), przynaleznosé f x f
do 6€5(V x W) jest oczywista. Z Lematu f i f sa otopijne z pewnymi odwzorowa-
niami polistandardowymi, ktére oznaczymy odpowiednio f'i f’. Stad, f x f jest oto-
pijne z f’ x f'. Wykorzystujac (1) wtasno$éé otopijnej niezmienniczosci stopnia wsp6t-
zmienniczego oraz (4) Lemat[3.12}

degq(f x f) = degg(f' x ') = degg, f'- degg, f' = degg; f - degg; f-

To konczy dowdd. O

3.5 Szczeg6ly techniczne

W tym podrozdziale kr6tko oméwimy przypadek dim Vi = 0.

3.5.1 Modyfikacja twierdzenia typu Hopfa

Niech dim Vg = 0. Zauwazmy, ze Vi = VC jest liniowa podprzestrzenia V, w zwiazku
z czym Vg = {0}. Poniewaz zaré6wno M, jak i E; skladajq sie z pojedynczego punktu, sg

jedynie dwie mozliwe warto$ci indeksu przeciecia dla s € I'(M, E;). Indeks przyjmuje
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warto$¢ 0, gdy s jest pustym przekrojem oraz 1 w przeciwnym wypadku. Dla kazdego
i > 1 mamy juz dim M; > 0.
Zatem wersja Twierdzenia dla dim Vi = 0 rézni si¢ jedynie przeciwdziedzing

¢, ktéra w tym przypadku jest réwna {0, 1} x [}", Z;lfl) Z.

3.5.2 Uzupemienie dowodu Lematu(3.13

Zat6zmy, ze dim Vi = 0 i ustalmy {c;;}; j € p(€c(V)). Odwzorowanie f: Dy — V defi-

niujemy podobnie jak dla dim V; = 0, z dwiema drobnymi zmianami:
* bierzemy pod uwage M; tylkodlai > 1,

* wybieramy kule otwarte o odpowiednio matych promieniach, tak aby spetniony
byt warunek 0 ¢ cl(Dy).

Niech B bedzie kulg otwartg wokot 0 w V, takg ze D¢ N B = @. OkreSlmy odwzorowanie

f dla C11 =0,
fUIdB dla 1 =1.

fo=

Latwo zauwazyc, ze fj jest Scile polistandardowe oraz ¢(fo) = {c;j}4,;.
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Rozdzial 4
Nowy wariant stopnia wspoizmienni-

czego w przestrzeni Hilberta

4.1 Podstawowe definicje

Rozpoczynamy od przyblizenia najwazniejszych pojec, ktére wykorzystamy w dalszej
czeSci rozdzialu do konstrukcji nowego nieskoniczenie wymiarowego wariantu wspot-

zmienniczego stopnia gradientowego.

4.1.1 Nieograniczone operatory samosprzezone w przestrzeni Hilber-

ta

Ten podrozdziat jest oparty na ksiazce Schmiidgena [77]. Niech E bedzie rzeczywista,
oSrodkowa przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym (- | -) i niech A: D(A)c E— E
bedzie takim liniowym operatorem (niekoniecznie ograniczonym), ze jego dziedzina

D(A) jest gestaw E. Przyjmijmy
D(A*)={yeE|Jue EVxe D(A) (Ax|y) = (x| u)}.

Poniewaz D(A) jest gesta w E, wektor u € E jest jednoznacznie wyznaczony przez y.
Zatem przyjmujac A* y = u, otrzymujemy dobrze okre§lony liniowy operator A* dzia-
tajacy z D(A*) do E, nazywany operatorem sprzezonym do A. Méwimy, ze A jest samo-
sprzezony, jezeli A= A*. Twierdzenie Hellingera-Toeplitza méwi, ze jezeli A jest samo-
sprzezony oraz D(A) = E, to A jest ograniczony.

Latwo zauwazyc¢, ze

xX|Iy1=<(x|y)+(Ax| Ay)
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okresla iloczyn skalarny na dziedzinie D(A). Z tym iloczynem skalarnym D(A) staje sie
przestrzenig Hilberta, kt6rg bedziemy oznacza¢ przez E;. W ten sposéb D(A) i E; sa
identyczne jako zbiory, jednak sg wyposazone w rézne iloczyny skalarne. Zauwazmy,
ze A potraktowany jako operator z E; do E jest juz ograniczony.

Mowimy, ze samosprzezony operator A ma czysto dyskretne widmo, jezeli sklada
sie ono jedynie z izolowanych wartoS$ci wtasnych o skoriczonych krotno$ciach. W [77]

mozna znaleZ¢ nastepujaca charakteryzacje operatoré6w o widmie czysto dyskretnym.

Twierdzenie 4.1. [77, Prop 5.12] Jezeli E jest nieskoriczenie wymiarowaq przestrzeniq Hil-

berta, to nastepujqgce warunki sq rownowazne:
1. A posiada czysto dyskretne widmo.

2. Istnieje taki ciag liczb rzeczywistych{A,} i baza ortonormalna{b,}, Zzelim|A,| = co
oraz Ab,, = A, b, dlan e N.

3. Zanurzenie1: E1 — E jest zwarte.

4.1.2 Gradient hilbertowski

Niech (E, (- | -)) bedzie rzeczywistg przestrzenig Hilberta oraz niech E* oznacza prze-
strzen ciaglych funkcjonatéw liniowych z E do R. Twierdzenie Riesza o reprezentacji

mowi, ze odwzorowanie F: E — E* dane wzorem
FX)(y) =<y |x

jestizometrycznym izomorfizmem. Niech U bedzie niepustym otwartym podzbiorem
przestrzeni E i niech ¢: U — R bedzie r6zniczkowalne z pochodna ¢': U — E*. Gra-

dientem funkcjonalu ¢ nazywamy funkcje Vg: U — E dang wzorem
Vo=Flog'.

Zatem dla x € U wyrazenie Vg(x) jest jednoznacznie wyznaczonym elementem

przestrzeni E, spelniajgcym warunek
(Vo) | y) =" ().

Ze wzgledu na ciagloéé F~': E* — E otrzymujemy dodatkowo nastepujaca zalezno$c:
jezeli ¢ jest elementem C LU,R), to V¢ nalezy do C(U,E) jako ztozenie funkcji cig-
glych.
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Przyklad 4.2. Niech T bedzie ograniczonym operatorem samosprzezonym na E. Defi-
niujemy ¢: E — R wzorem

@x) = %(Txlx), xX€E.

WtedyVep =T.

4.1.3 Odwzorowania lokalne w przestrzeni Hilberta

Niech

* Ebedzie rzeczywista, hilbertowska, ortogonalna reprezentacjg zwartej grupy Lie-

go G,

e A: D(A) c E — E bedzie nieograniczonym operatorem samosprzezonym z czy-

sto dyskretnym widmem,
* D(A) bedzie zbiorem niezmienniczym, a A odwzorowaniem wspo6lzmienniczym.
Definicja 4.3. Bedziemy pisaé f € ¥g(E), jezeli
* f: Dy c Ey — E, gdzie Dy jest otwartym niezmienniczym podzbiorem Ej,

e f(x) = Ax—Ve(x), gdzie odwzorowanie ¢: E — R jest klasy C! i niezmiennicze,

tzn. p(gx) = p(x),
e f71(0) jest zwarty.

Elementy % (E) beda nazywane odwzorowaniami lokalnymi.

4.1.4 Otopie w przestrzeni Hilberta

Niech I = [0,1] z trywialnym dzialaniem grupy G. Odwzorowanie h: A c [ x E; — E
bedziemy nazywac otopig, jezeli

* Ajest otwartym podzbiorem niezmienniczym I x Ej,

* h(t,") €9s(E) dlakazdego t€ I,

e h71(0) jest zwarty.

Dla danej otopii h: A c I x E; — E mozemy zdefiniowac dla kazdego ¢ € I:
e zbiory A;={x€ E; | (t,x) € A},
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¢ odwzorowania h;: A; — E, zadane wzorem h;(x) = h(t, x).

Jezeli h jest otopia, méwimy, Ze odwzorowania hy i h; sa otopijne. Relacja otopii jest
relacja rownowaznos$ci w 9 (E).

Zauwazmy, ze jezeli f jest odwzorowaniem lokalnym, a U jest otwartym i niezmien-
niczym podzbiorem Dy takim, ze f ~1(0) c U, to f oraz f|y sa otopijne. Ta wlasnos¢
odwzorowan lokalnych nazywana jest wtasnosciq obciecia. W szczeg6lnosci zachodzi

zaleznoéé, ze jezeli f~1(0) = @, to f jest otopijne z odwzorowaniem pustym.

4.1.5 PiersScien Eulera-tom Diecka

Przytaczamy pojecie pierécienia Eulera-tom Diecka w oparciu o [28]. Dla zwartej gru-
py Liego G niech {(G) oznacza zbiér klas abstrakcji skoriczonych G-CW-kompleksow.
Kompleksy X i Y naleza do tej samej klasy, jezeli zbiory ilorazowe X /WH i YH/WH
majq takq sama charakterystyke Eulera dla wszystkich domknietych podgrup H grupy
G. Przypominamy, ze X! oznacza tutaj zbiér punktéw statych dziatania podgrupy H
na kompleks X, tzn. X := {x € X | hx = x dlakazdego h € H}, a W H oznacza grupe
Weyla dla H, tj. WH = NH/H. Dodawanie i mnozenie w 4(G) sa indukowane odpo-

wiednio przez sume roztagczna i iloczyn kartezjanski z diagonalnym G-dziataniem, tzn.
(XT+[YT=[XuY], [X]-[Y]=[XxY],

gdzie nawiasy kwadratowe oznaczajq klasy abstrakcji skonczonych G-CW-kompleksow.
W ten sposob LU(G) staje sie przemiennym pierScieniem z jedynka, nazywanym pier-
Scieniem Eulera-tom Diecka grupy G.

Addytywnie $(G) jest wolng grupg abelowg o elementach bazowych [G/ H], gdzie H
jest domknieta podgrupa G. W rezultacie kazdy element £{(G) mozna przedstawic jed-
noznacznie jako skonczona sume ) dm)[G/ H], gdzie d ) jest liczba catkowita, ktora

zalezy tylko od klasy sprzezonosci grupy H. Jedynka pierscienia jest element [G/G].

4.1.6 Skonczenie wymiarowy wspélzmienniczy stopien gradientowy

Zat6zmy, ze V jest rzeczywista, skoficzenie wymiarowg, ortogonalng reprezentacjg zwar-
tej grupy Liego G. Bedziemy pisac f € ¥;(V), jezeli f jest wspolzmienniczym odwzo-
rowaniem gradientowym z otwartego i niezmienniczego podzbioru V do V oraz f~1(0)
jest zwarty. W artykutach [8, (12,37, [76] ich autorzy zdefiniowali wsp6tzmienniczy sto-
pien gradientowy

degl.: 9(V) — U(G)
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oraz udowodnili, ze posiada on nastgpujace wlasnosci: addytywnos¢, otopijna nie-
zmienniczo$¢, wykrywanie zer oraz normalizacja. Wiasno$¢ produktowa, sformutowa-

na ponizej, zostala udowodniona w [37] oraz [44].

Twierdzenie 4.4 (Wtasno$¢ produktowa). Niech V oraz W bedq rzeczywistymi, ortogo-
nalnymi, skoriczenie wymiarowymi reprezentacjami zwartej grupy Liego G. Wtedy jezeli
f€%9c(V)oraz f' € 4g(W), to f x f' € 4c(V & W) oraz

degg(f x f’) = degg(f) -degg(f’) w pierscieniu U(G).

W kolejnym podrozdziale skorzystamy z nastepujacego wyniku, ktéry mozna zna-
lez¢ w [43} Cor. 2.1].

Twierdzenie 4.5. Niech V bedzie rzeczywistq, skoriczenie wymiarowaq reprezentacjq or-
togonalng zwartej grupy Liego G. Jezeli B jest wspoizmienniczym, samosprzezonym izo-

morfizmem przestrzeni V, to degg (B) jest odwracalnym elementem LU(G).

Uwaga 4.6. Warto wspomnie¢, ze Twierdzenie zachodzi nawet wtedy, gdy V jest
trywialna. W takim przypadku degg (B) jest rowny jedynce L(G).

4.2 Konstrukcja stopnia

W tym podrozdziale przedstawiamy konstrukcje stopnia Degg przy uzyciu skonczenie
wymiarowych aproksymaciji.

4.2.1 Skonczenie wymiarowe aproksymacje

Zaczynamy od wprowadzenia nastepujgcej notacji:

e dla A € g(A), przez V(A1) bedziemy oznacza¢ odpowiadajaca jej podprzestrzen

wlasng;

e dla n € N bedziemy pisa¢ V,, = ®3<n V), V' = &,,_1<11=n V(L) oraz A, = Al yn.

Zauwazmy, ze wowczas V, = V,_1 e V",
e przez P,: E — V,, bedziemy oznaczac rzutowanie ortogonalne.

Zal6zmy, ze U jest otwartym, ograniczonym, niezmienniczym podzbiorem D¢, takim
ze
f 0 cUccUcDy,
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Niech U, = U nV,,. Zdefiniujmy odwzorowanie f,,: U, — V,, za pomocg wzoru
fn(x) = Ax—P,F(x),

gdzie F(x) = Vp(x).
Ponizsze dwa lematy sg potrzebne do udowodnienia Lematu ktéry pelni klu-
czowq role w definicji stopnia Degy.

Lemat 4.7. Istnieje takie >0, Ze |f(x)| > 2¢ dla kazdego x € 0U.

Dowdd. Istnienie takiego € wynika ze zwartos$ci odwzorowania F oraz z tego, Ze 60U jest

domkniety i ograniczony. O
Wprowadzamy odwzorowanie pomocnicze fn : Dy — E dane wzorem
fu(x) = Ax— P, F(x).
Z definicji fn[Un = fn.
Lemat 4.8. Istnieje takie N, Ze dlan = N zachodzi
1 |f(x) - fax)|<edlaxeclU,
2. Ifn(x)l >cdlaxeodU.

Dowod. Poniewaz F jest zwarte, wartoSci F sg bliskie warto$ciom P, F, co daje (1).
Zkolei (2) wynika z (1) oraz Lematuf4.7] O

Lemat 4.9. Dla n = N zachodzi f, € 45(V},) i stqd stopien degg (fn) € M(G) jest dobrze

okreslony.

Dowod. Poniewaz f, jest oczywi$cie odwzorowaniem gradientowym, pozostaje poka-
zaé, ze f,,1(0) jest zwarty. Zauwazmy, ze fn mozna traktowac jako rozszerzenie f;, na
clU,. Na mocy (2) z Lematu f,, nie posiada miejsc zerowych w dU,, < dU i stad
zbior £;1(0) = f;;1(0) N U, jest zwarty (patrz Rysunek|4.1). O
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Rysunek 4.1: Zbior f,,1(0) jest zwarty jako przekréj zbioru zwartego fn‘l (0) i domknie-
tego clU,.

4.2.2 Definicja stopnia

Zauwazmy, ze A, jest wsp6lzmienniczym, samosprzezonym izomorfizmem dla n = 1.
Na mocy Twierdzenia elementy a, := degZ(An) sg odwracalne w ((G). Oznaczmy

my = al_l.az_l ..... d_l.

Definicja 4.10. Definiujemy Degg : Y6 (E) — Y(G) za pomocg wzoru
Degp.(f) := my, - degl(fy)
dlan=N.

Alternatywna definicja stopnia Degg wykorzystuje pojecie granicy prostej. Defini-
cje mozna postrzegac jako prosty, szczegllny przypadek bardziej ogdlnej kon-
strukcji nazywanej granicq prostq systemu prostego grup. Mianowicie dla i = 0,1, ...
niech G; oznacza grupe abelowa, a a;: G; — G;;; homomorfizm grup. Przy takiej no-
tacji otrzymujemy ciag

Go =26 G2 Gy — -
Niech G := 1132, Gi oznacza sume roztgczna, tzn.
G={i,m|ieN, meG.

Wprowadzamy w G relacje réwnowaznosci. Dla i > j bedziemy pisaé (i, m) ~ (j, 1),
jezeli

ai_IO"'Oaj+loaj(l):m.
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Granica prosta grup jest zbiorem klas abstrakcji powyzszej relacji, oznaczanym przez
limG; =G/ ~.
Niech lim{l(G) oznacza granice prostg grup, gdzie
* G; =U(G) dla kazdego i,
* a;jest mnozeniem przez element a; = degZ(A,-, Ve G).

Wykorzystujac ten zapis, mozemy alternatywnie zdefiniowac nasz stopien jako funkcje
Degy.: 96(E) — lim$U(G) ~ $I(G) dang wzorem

Degl(f) := [(n, degy(f, Un))]

dla odpowiednio duzych n.

4.3 Poprawnos$c definicji stopnia

Musimy pokaza¢, ze warto$¢ zdefiniowanego stopnia nie zalezy od wyboru 7 ani oto-

czenia U.

4.3.1 Niezalezno$¢ od wyboru n

Do pokazania tej wlasno$ci potrzebny bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 4.11. Dla odpowiednio duzych n odwzorowanie f,., jest otopijne z f,, x Ap+1
w Y6 (Vys1) istad
degli(fu+1) = degy(fn x Aps1)-

Dowdd. Najpierw zauwazmy;, Ze istniejg zbiér otwarty W c U oraz liczba naturalna N

takie, ze
s fHOcWwcU,
e P,(clW)c U, dlakazdego n= N.

OkresSlmy odwzorowanie h,41: I x clW, 41 — V41 wzorem

hpa(6,x) = Q=8 fre1(x) + £(fn x Aps1) (X).

50



Dobieramy odpowiednio duzg liczbe n. Mozna pokaza¢, ze h,41(t,x) #0dla t € [ oraz
X € 0W,,11. Wynika z tego, ze hy1] 1xw,,, jest skoiiczenie wymiarowa, wsp6tzmienni-
cza, gradientowq otopia miedzy f,+1[w,., @ fu X An+1lw,,, (W przeciwnym razie ist-
niatby taki punkt xy € 0W, ze f(xy) = 0, co datloby sprzeczno$c¢). Z drugiej strony, dzieki
wlasno$ci obcigcia f;+1 1 f;, x An+1 53 otopijne ze swoimi obcieciami do W41, co kon-

czy dowdd. O
Na mocy Lematu[4.11]i Twierdzenia 4.4 mozna fatwo wywnioskowac, ze
degl(fr1) "5 degl(fu x Ani1) = degl(fu) - degh (A1) = @y - degli(fu).
Stad otrzymujemy
M1 - degy(fra1) = Mps1 - Ane1 - degl(fn) = my - degl.(fn),

co pokazuje, ze Degg (f) nie zalezy od wyboru n, jesli jest ono odpowiednio duze.

4.3.2 Niezalezno$¢ od wyboru U

Na podstawie naszej definicji Degy.(f) = Deg?.(f] ). Teraz pokazemy, ze Deg.(f) nie

zalezy od wyboru otoczenia U.
Lemat 4.12. Niech W iU bedq otwartymi zbiorami ograniczonymi, takimi ze

f_l(O)ch UcclUcDy.

Wredy Degy.(f 1 w) = Degl.(f1v).

Dowdd. Zauwazmy, ze Lemat[4.7|pozostalby prawdziwy, gdyby$my w jego tresci zasta-
pili U zbiorem clU \ W. Zatem | f(x)| = 2¢ dla x € clU \ W. Co wigcej, na mocy Lematu
zachodzi nier6wnosc | f(x) — fn(x)l <edlaxeclU. Stad fn(x) #Z0dlaxeclU\W.
W rezultacie, f;,(x) #0dla x € clU,\ W,,. Zatem

Degl(f | v) = my - degl(fulu,) = My -degl(ful w,) = Degh(f | w). 0

Whiosek 4.13. Niech U oraz U’ bedq otwartymi, ograniczonymi podzbiorami Dy, taki-
mi ze
[ OcUnU cd(UuU")cDy.
Weedy Degl.(f | ) = Degy,(f | unur) = Degl.(f [ u).
W ten spos6b wykazaliSmy, ze Degg (f) nie zalezy od wyboru dopuszczalnego zbio-
ru U (patrz Rysunek[4.2).
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Dy

Rysunek 4.2: Warto$c¢ stopnia Degg dla odwzorowania f na zbiorze U jest taka sama,

jak na zbiorze U’.

4.4 WlasnoSci stopnia

W tym podrozdziale udowodnimy, Ze nasz stopien Deggz Y;(E) — U(G) posiada wia-
sno$ci analogiczne do dobrze znanych wtasnosci skorficzenie wymiarowego stopnia

wsp6lzmienniczego degg.
Addytywnos¢. Jezeli f, f' € 4G(E) orazDyN Dy = @, to
Degg,(f U f') = Degg(f) +Degg ().
Otopijna niezmienniczo$¢. Niech f, f' € 4c(E). Jezeli f i f' sq otopijne, to
Degg.(f) = Degg(f).
Wykrywanie zer. Jezeli Degg (f) #0, to f(x) =0 dla pewnego x € Dy.

Normalizacja.
Degp.(A+ Po) = [G/G] = 1y),

gdzie Py : Ey — V = ker A jest rzutowaniem ortogonalnym.

Wlasnos$é produktowa. Niech E i E' bedq rzeczywistymi, hilbertowskimi reprezenta-
cjami ortogonalnymi zwartej grupy Liego G. Jezeli f € 46(E) i f' € 46(E), to f x f' €
Yc(E® E') oraz

Degg(f x f') = Degg,(f) - Degg,(f),

przy czym kropka oznacza tutaj mnozenie w LU(G).
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Dowoad.

Addytywnos¢
Korzystajac z addytywnosci stopnia degg, natychmiast otrzymujemy
Y A Y I —
Deg.(fu f)=m,-deg;(fuu f,) =
my, - (degl(f,) + degl(f1) = Degy.(f) + Degl ().
Otopijna niezmienniczo$§¢

Niech odwzorowanie h: A c I x E; — E, dane wzorem h(t,x) = Ax — F(t,x), bedzie

otopia. Wprowadzamy nastepujacg notacje:

A ={xe E | (t,x) € A}, h': A' > E, hi(x) = h(t,x),
A}’l :Aﬂ (I X Vn); hn: Al’l - Vl’l) hn(t)x) = Ax—P}’lF(t)x))
AL =A"nV,, hl: AL —V,, hl(x) = h,(t, x).

Podkreslamy, ze na potrzeby tego podrozdzialu parametr czasowy otopii ¢ bedzie za-
pisywany w indeksie gornym, a nie dolnym. Zapis 4 ~!(0) nadal oznacza przeciwobraz
zera i nie dochodzi tu do kolizji oznaczen z odwzorowaniami h’, gdyz t € I = [0,1].
Zgodnie z przyjeta notacja musimy pokazac, ze Degy,(h°) = Degy.(h'). Poniewaz h™* (0)

jest zwarty, istnieje taki otwarty zbior ograniczony W c I x Ej, ze
h ' 0)cWcclW cA.
Stad dla i = 0,1 otrzymujemy
(RH O c Wi cadw! c A,
gdzie Wi = {x € E; | (i,x) € W}. Podobnie jak w Lemacie istnieje taki € > 0, ze
|h(z)| = 2¢ dla z € 0W. Z drugiej strony, analogicznie jak w Lemacie istnieje ta-
kie N, ze |h(z) - En(z)| <edlazeclW oraz n = N, gdzie odwzorowanie En :A— E

dane jest wzorem ﬁn(t, x) = Ax — P,F(t,x). Zatem |h,(z)| = € dla z € 0W,, c OW. Stad
wynika, Ze:

* hy,lw, jest skonczenie wymiarowa, wspoizmiennicza, gradientowa otopia,
D Y hi — .d \Y hi .
egg(h') = my,-degg(hy, [ i)
Korzystajac z otopijnej niezmienniczosci degg, otrzymujemy ostatecznie

Degf,(h°) = my, - degl () o) = my, - degl(h}, | y1) = Degl(h").
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Wykrywanie zer

Jezeli f~1(0) = @, to f jest otopijne z odwzorowaniem pustym. Zatem
Degp.(f) = Degy.(@) = 0.
Normalizacja
Zauwazmy, ze A+ Py jest iniekcja oraz
degl.((A+ Pg),) = degl.(Id[ v;,) - degi: (A1) -...- degi(Ay) = m),*
dla kazdego n = 1. Stad
Deg?.(A+ Pg) = my, - deg.((A+ Pp),) = [G/G.

Wlasno$¢ produktowa

Niech f(x) = Ax—F(x) i f'(x) = A'x — F'(x). Zauwazmy, ze jezeli f, € 9c(V,) i f, €
%:(V}), to na mocy Twierdzeniafd.4 f,, x f; € 9(V, ® V;,) oraz

degg;(fu x f7) = degg(f) - degg(f,).
Co wigcej, dla odpowiednio duzych n

Degf(f) = my, - degf(f),
Deg?.(f') = m), - degl.(f)).

Poniewaz dla kazdego i = 1
deg. (A x A");) = degli(A; x A) = degl.(A;) - degl(A),

dostajemy

Degy(f x f) = my - mi, - degh(fu x f3) =
= my, - m),-degl.(fy) - degp.(f,) = Degl(f) - Degl(f). O
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Rozdzial 5
Schemat zastosowania nowego stop-

nia w ukladach hamiltonowskich

5.1 Wstep historyczny

5.1.1 Sformulowanie problemu

Poszukiwanie rozwigzan okresowych oraz innych rodzajow orbit (homoklinicznych,
heteroklinicznych itp.) w ukladach hamiltonowskich jest jednym z fundamentalnych
problemoéw analizy nieliniowej. Klasyczne podejscie opiera si¢ na stosowaniu r6znych
wariantéw zasady najmniejszego dzialania. Rozwigzania okresowe pojawiajg sie wow-
czas jako punkty krytyczne hamiltonowskiego funkcjonatu dziatania, zdefiniowanego
na odpowiedniej przestrzeni funkcji okresowych ([13} 61} 62]).

Poniewaz funkcjonat dzialania jest silnie nieokreslony (tzn. zbiér warto$ci wtasnych
jego linearyzacji jest nieograniczony z dotu oraz z gory), nie jest mozliwe stosowanie
bezposrednich metod rachunku wariacyjnego. Z tego powodu do celéw badania ist-
nienia i krotnoS$ci rozwigzan okresowych uktadéw hamiltonowskich rozwinigto bar-
dziej wyrafinowane metody wariacyjne oraz topologiczne. Najwazniejsze z nich to du-
alna zasada najmniejszego dziatania ([21} 22, 33} [34]), uogdlnione wersje twierdze-
nia o przelteczy gorskiej ([23, 35} [66H69]), metoda stopnia topologicznego, kategoria
Lusternika-Sznirelmana ([58, 59,83, /84]), teoria Morse’a ([I,54-57,[63,[82]) oraz indeks
Conleya ([46)} 49} 50]).

Na poczatku lat dziewiec¢dziesigtych uksztaltowata sie nowa teoria, ktéra okazata
sie wysoce skuteczna przy rozwigzywaniu wielu trudnych i ztozonych probleméw ana-
lizy nieliniowej. Mowa o teorii gradientowego stopnia wspétzmienniczego stworzonej

i rozwinietej przez Kazimierza Gebe i Stawomira Rybickiego ([8, 32} 37, [73]). Od po-
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nad dwudziestu lat S. Rybicki oraz jego wspotpracownicy (26}, 143, 44} [74-76]) z du-
zym powodzeniem stosujg zar6wno skonczenie, jak i nieskoriczenie wymiarowe wer-
sje gradientowego stopnia wsp6lzmienniczego przy badaniu r6znego rodzaju réwnan
rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych, w tym réwniez uktadéw hamiltonowskich.

Gléwng motywacja do zdefiniowania stopnia Degg w Rozdziale |4 byly dwie naste-
pujace idee. Po pierwsze, rozwigzania okresowe uktadu hamiltonowskiego sa punkta-
mi krytycznymi pewnego funkcjonalu dziatania. Po drugie, gradientowa wersja stop-
nia wsp6tzmienniczego jest w stanie wykrywa¢ tego typu punkty krytyczne. Méwiac

Scislej, nasze podejScie opiera si¢ na nastepujacych obserwacjach:

a) rozwigzania okresowe ukltadu hamiltonowskiego z = _#V H(z) sa miejscami zerowy-
mi nieliniowego operatora f(z) := —_¢z — VH(z), zdefiniowanego w odpowiedniej

przestrzeni Sobolewa funkcji okresowych,

b) nieliniowy operator f jest z definicji wspoizmienniczym, gradientowym zaburze-
niem wspo6lzmienniczego, nieograniczonego operatora samosprzezonego Z czysto

dyskretnym widmem,

c¢) w przypadku gdy zaburzenie f spelnia zalozenia z (b) oraz zbiér jego miejsc ze-
rowych jest zwarty, nasz stopien Degg1 (f) o wartoSciach w pierScieniu Eulera-tom

Diecka $4(S) jest dobrze okreslony,

d) jezeli Degg1 (f) jest r6zny od zera, to f posiada miejsce zerowe (jest to jedna z wila-
sno$ci stopnia), a w konsekwencji istnieje rozwigzanie okresowe rozwazanego row-
nania z = _¢VH(2).

5.1.2 Historia problemu

Sformulowanie ogoélnej teorii okresowych rozwigzan uktadéw hamiltonowskich oraz
stosowanie metod wariacyjnych w tej dziedzinie to jedne z wielkich matematycznych
osiggnie¢ Poincarégo. W szczegblnos$ci, na przetomie dziewigtnastego i dwudziestego
wieku uzywatl on zasady najmniejszego dzialania Jacobiego-Maupertuis przy badaniu
zamknietych orbit uktadéw zachowawczych.

Nastepnie w pierwszej potowie dwudziestego wieku Birkhoff ([15H17]), Lusternik
i Sznirelman, Morse i inni stosowali te zasade wraz z argumentami topologicznymi,
aby znajdowa¢ geodezyjne i rozwigzania okresowe w réznego rodzaju szczeg6lnych

przypadkach. Ogélny postep w kierunku szerszego, globalnego podejscia wariacyjnego
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do poszukiwania rozwigzan okresowych ukladéw hamiltonowskich w tamtym czasie
byt jednak dos¢ niewielki.

Za wyjatek mozna uznac prace Seiferta [78| [79], ktéry wykorzystujac zasade naj-
mniejszego dzialania w wersji Jacobiego oraz metody geometrii r6zniczkowej, wykazat
w 1948 roku istnienie nietrywialnego rozwigzania okresowego w klasycznym przypad-
ku gdzie hamiltonian jest suma dwoch wyrazéw, odpowiadajacych energii kinetycznej
i potencjalne;j.

Ten wynik zostal uogélniony przez Weinsteina [88] 30 lat p6Zniej. Stosujac podobne
metody, wykazal on, ze jezeli uklad jest autonomiczny i pewna poziomica hamiltonia-
nu ogranicza zwarty obszar wypukly, to istnieje orbita zamknieta bedaca podzbiorem
tej poziomicy.

Réwniez pod koniec lat 70. Clarke i Ekeland sformutowali i rozwineli dualng za-
sade najmniejszego dzialania, zastepujac dzialanie hamiltonowskie dziataniem dual-
nym. Tak zwana dualno$¢ Clarke’a byla jedna z prob przezwycigzenia trudnosci, ktore
napotkal Birkhoff przy stosowaniu zasady najmniejszego dziatania do uktadéw hamil-
tonowskich.

Innym wielkim przetomem byt artykut Rabinowitza [66] z roku 1978, w ktérym wy-
kazal istnienie nietrywialnych rozwigzan okresowych uktadu hamiltonowskiego pierw-
szego rzedu, wykorzystujac do tego celu nowa metode wariacyjng nazywang twierdze-
niem o przeteczy gorskiej. Pierwszy z wynikéw przedstawionych w pracy Rabinowitza
dotyczyt istnienia rozwigzan okresowych na poziomicy hamiltonianu przy zatozeniu,
ze jest ona zbiorem gwiazdzistym. Drugi, przy dwdch zalozeniach brzegowych na ha-
miltonian (dla argumentéw odpowiednio bliskich zera oraz dla tych odpowiednio od-
leglych od zera), gwarantowat istnienie nietrywialnych rozwigzan o dowolnym okresie
dodatnim.

Praca Rabinowitza zainspirowata ogromng liczbe artykuléw dotyczacych metod
wariacyjnych dla funkcjonatéw silnie nieokre§lonych oraz ich zastosowan do uktadéw
hamiltonowskich. Wiele ze stosowanych tam metod pozwala wykrywac nie tylko roz-
wigzania okresowe, lecz rowniez orbity heterokliniczne oraz homokliniczne, a takze

badac ztozono$¢ uktadéw dynamicznych (]2} 3} 30} 51} 8587, 89]).
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5.2 Wprowadzenie matematyczne

5.2.1 Slabapochodnaiabsolutna ciaglo$¢

Definicja 5.1. Niech u, v € L'([0,27],R™) =: L!([0,27]) oraz niech k € N. Méwimy, Ze v
jest k-ta stabq pochodngq funkciji u, jesli

2r

2n
f u(x) - (p(k) (x)dx = (—1)kf v(x)-p(x)dx
0 0
dla wszystkich takich ¢ € C*°([0,27],R™), ze ¢(0) = ¢ (21) = 0.

Uwaga5.2. Poniewaz funkcja u sktada si¢ z m wspoélrzednych funkcyjnych, tzn. u(x) =
(u1(x), u2(x),..., um(x)), powyzsza rownosc catkowa stanowi faktycznie uktad m réw-

nosci. Funkcje ¢ z powyzszej definicji nazywamy probnymi.

Uwaga 5.3. Tak zdefiniowana staba pochodna jest jednoznacznie wyznaczonym ele-
mentem przestrzeni L' ([0,27]). Stosujemy takg sama notacje jak przy zwyktej pochod-

nej, to znaczy k-ta staba pochodng oznaczamy v = u®.

AY Ay

1 /@ =l 1L/ () = sgn()

f > ® >

0 1 x 5 -
S P |

Rysunek 5.1: Mimo ze funkcja f(x) = |x| nie jest r6zniczkowalna w zerze, posiada ona
staba pochodna f'(x) = sgn(x).
Uwaga 5.4. Zachodza nastepujace zwigzki miedzy zwyklg a stabg pochodna;:

* jezeli funkcja £ jest zwykla n-ta pochodna funkcji f, to jest ona réwniez staba
n-ta pochodnag tej funkcji,

e jezeli n = 2 i dana funkcja f posiada n-ta stabg pochodna, to posiada zwykle

pochodne do rzedu n — 1 wlacznie.
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Przypomnijmy definicje funkcji absolutnie ciagtej.
Definicja 5.5. Jezeli istnieje taka funkcja catkowalna v, ze
X
u(x) = u(0) +f0 v(y)dy

dla x € [0,27x], to méwimy, Ze u jest absolutnie ciggta w tym przedziale. Piszemy wtedy

v =u', gdyz w istocie v jest staba pochodna funkcji u.

Zbior funkcji absolutnie ciaglych z przedziatu [0,27] do R bedziemy oznaczac

AC([0,27],R™).

5.2.2 Przestrzenie Sobolewa funkcji okresowych

W dalszych rozwazaniach bedziemy zajmowac si¢ funkcjami 27-okresowymi z R do
R™. Z tego powodu zastepujemy dziedzine [0,27] okregiem jednostkowym S!, co od-

powiada ograniczeniu sie do pojedynczych okreséw pochodzacych od takich funkcji.
Definicja 5.6. Niech k =0 oraz i = 1. Przestrzen
WhP(SHR™) := {ue LP(S',R™) | Vi < k u'” istnieje oraz u® € LP(S!,R™)}

znorma

< =

u®

p
el yep = (Z Lp)
i<k

nazywamy przestrzenig Sobolewa.

Uwaga5.7. Przestrzenie WP (S!,R™) sg przestrzeniami Banacha.

Definicja 5.8. Niech k = 0. Bedziemy stosowac¢ oznaczenie
H*(SLR™) := wh2 (s R™).

Taka przestrzen jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

(U, VY gk := Z(u(”, vy 0.
i<k

Twierdzenie 5.9. Dla k = 1, zachodzq nastepujqce zwiqzki pomiedzy przestrzeniami

Sobolewa, a zbiorem funkcji absolutnie ciggtych:

WhP(SLR™) = {f e AC(S',R™) | f' € LP(S!,R™)},
whl(st, R™) = AC(St,R™),
HY(SL,R™) = {f e AC(SL,R™) | f € L*(S},R™)}.
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Uwaga 5.10. Zauwazmy, ze w pierwszej i trzeciej rownosci nie musimy zaktadac ist-
nienia stabej pochodnej, poniewaz funkcje absolutnie ciagte zawsze jq posiadajg. Za-
ktadamy tylko, ze staba pochodna jest elementem odpowiedniej przestrzeni. Dla k > 1
zachodzg bardziej skomplikowane zalezno$ci, poniewaz funkcje absolutnie ciagle nie

zawsze maja stabe pochodne wyzszych rzedow.
Stwierdzenie 5.11. Istnieje ¢ > 0 takie, ze jesli u € WP (S1,R™), to
lullo < cliullyrp -
Co wiecej, jesli f02” u(t)dt =0, to
lulloo < cllu'] -
Zachodzq rowniez nastepujqce zawierania
HY(S, R™ < C(S',R™) < L*(S',R™)

oraz szacowania
lullz < cllulloo < Cllull i

dla pewnych c,C > 0.

Stwierdzenie 5.12. Wiozenie H**1(S',R™) c H*(S',R™) jest zwarte. W szczegélnosci te
wlasnos¢ ma witozenie H'(S',R™) c H(S',R™) = L?(S',R™). Zaleznos¢ ta jest konse-

kwencjq twierdzenia Rellicha-Kondraszowa (patrz na przyktad [53, Uw. 0.3.5]).

5.3 WlasnoSci operatora Az:=— ¢z
Niech E; = H' (S}, R?"), E = L*(S',R*") oraz
g 0 -I
I of
Uwaga 5.13. Przypomnijmy, ze w E; iloczyn skalarny ma postac
27
(z| w)E, 2=f0 (€2(0) | (D) gen +(2(1) | w(t))gen) dt,
podczas gdy E posiada iloczyn skalarny
21

(z| W)= 5 (z() | w(t))pen dt.

60



Rozwazmy operator liniowy A: E; — E dany wzorem
Az:=—_Jz.
Uwaga 5.14. Macierz _¢ jest antysymetryczna, tj. dla z, w € R*" zachodzi wz6r

<jZ| w>|R2n = _<Z | GgLU)RZn.

W szczeg6lnosci dla dowolnych elementéw z, w € E (po utozsamieniu tych elemen-
téw z ich wybranymi funkcyjnymi reprezentantami) i kazdego 7 € S! prawdziwa jest

rownos¢

(Fz0) | w(r))gen = —(2(1) | L w(T))pen.

Calkujac ja obustronnie po 7 na zbiorze S! otrzymujemy

(Fzlwyg=—(z| Fw)E.

Twierdzenie 5.15. Operator A jest nieograniczonym operatorem samosprzeZonym z czy-

sto dyskretnym widmem.

Dowdéd. Zaczynamy od pokazania nieograniczonos$ci operatora A.
NIEOGRANICZONOSC. Niech {ey, e, ..., e2,,} bedzie standardowa bazg ortonormalng
w R?" oraz niech fi.(t) = sin(k?) - e;. Wtedy

Afi =—kcos(k?)-ea.

Stad
2n 1
”fk”E:(/(; Sinz(kt)dt)zz\/ﬁ oraz ||Afi|,=kV7.

Gdyby operator A byl ograniczony;, to istniatoby C = 0 takie, ze dla dowolnego k € N
kv =[Afilg=C-|fil g =Cvm,

co prowadzi do sprzecznosSci.

SAMOSPRZEZONOSC. Na poczatek pokazemy, ze operator A: E; — E jest symetrycz-
ny, tj. (Az | wyg = (z | Aw)g dla kazdego z, w € E;. Niech z = (Z/,Z2") i w = (W', w")
oznaczajg przedstawienia zgodne z rozkladem R” x R". Mamy

271 271
L=(Az|wyg=/(Z",-2) 1w, wYp=] " whrndx—| & |w"gndx
0 0
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oraz

2n 21

P=(z| Awyp=(Z,2") | ", ~w)p=| & lwpdx—| &"w)gndx.
0 0

Z okresowoSci z i w oraz ze wzoru na catkowanie przez czesci otrzymujemy L = P.
Zatem operator A jest symetryczny oraz D(A*) o Ej.

Jezeli w € D(A*), to istnieje u € E takie, ze

(wWl-f2op=(ul2)
dla wszystkich z € E;. Poniewaz C*®(S!)  Ej, przyjmujac z = _#¢ mamy
(W~ 22Pyr = (ul FP)r.
Stad i z Uwagi otrzymujemy
(w|d)p=(-FulP)g

dla wszystkich ¢ € C*°(S'), co oznacza, ze w € E oraz w = —_¢ u.
Zatem D(A*) c E, czyli D(A*) = E; = D(A). To koriczy dowdd samosprzezonosci
operatora A.

CZYSTO DYSKRETNE WIDMO. Zaczynamy od wprowadzenia nastepujacych oznaczen.
e (-]-)ajestiloczynem skalarnym w E; o wzorze (z | w) s = {z | w)g + (Az| Aw)p,
e FE; z tym iloczynem skalarnym jest przestrzenig Hilberta, ktorg oznaczamy E4,
* 4 oznacza wlozenie E4 — E.
Korzystajac z obserwacji poczynionej w Uwadze
lw)a=(zlw)p+(Az| Aw)g = (2| g+ (~ F2| - Fw)p =
=(zlwyp+ (2| - F2)p = (2| wyp+(Z| W),
czyli (z | w) 4 pokrywa sie ze zwyklym iloczynem skalarnym w Ej.

Przytaczamy dwa twierdzenia, z ktorych wynika, ze operator A posiada czysto dys-

kretne widmo.
1. Jezeliwlozenie is: E4 — E jest zwarte, to operator A ma czysto dyskretne widmo.

2. (okresowa wersja tw. Rellicha-Kondraszowa) Wtozenie H sl r™) — [2(S1,R™)
jest zwarte, tzn. zkazdego ograniczonego ciagu w H' (S!,R™) mozna wybra¢ pod-

ciag zbiezny w L2(S!,R™).
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Zauwazmy, ze warunek Az = Az jest rOwnowazny rownaniu z = A_¢ z, ktorego roz-
wigzania majg postac
z(t) = M7 7.

Przypomnijmy, ze

'cos(/lt) 0 0 —sin(/lt)‘
LT _ 0 .-« cos(At) —sin(At) --- 0
0 .-« sin(At) cos(Af) --- 0
sin(At) --- 0 0 .-« cos(Ap)

Rozwigzania bedg 27-okresowe wtedy i tylko wtedy, gdy A € Z.

Stad widmo punktowe operatora A, czyli zbiér jego warto$ci wtasnych, jest rowne
0p(A) = Z. Zatem rowniez cate widmo o (A) = Z.

DOMKNIETOSC. Przypomnijmy, ze operator A: D(A) € H — H nazywamy domknie-
tym, jezeli dla kazdego ciagu {u,} c D(A) takiego, ze u, — ui Au, — v mamy u € D(A)
oraz Au = v. Zatem operatory ograniczone (ciaggte) sag domkniete, ale niekoniecznie na

odwrat.
Pokazemy, ze operator A= — ¢4 F — [2(S") jest domkniety.

Zatézmy, ze u, — ui Au, — v w L?(S'). Wtedy dla kazdej funkcji testowej ¢p mamy

(V)2 :ﬁm(—jun | by 2 =lim(u, | FP)2=
—lim(u, | f(b>L2 =(u| f(b>L2 = —<—fu | (b>L2-

Stad na mocy definicji stabej pochodnej v € E oraz v = —_#Z . O

5.4 Objasnienie schematu aproksymacyjnego

Przypomnijmy, ze zastosowanie schematu aproksymacyjnego z podrozdziatu[4.2.1jwy-
maga skonstruowania odpowiedniej filtracji rozpatrywanej przestrzeni Hilberta. W tym
celu zdefiniujemy pewna baze Hilberta w E; = H'(S!). Nastepnie wyréznimy pew-
ne podprzestrzenie E; i opiszemy dziatanie S' na tych podprzestrzeniach oraz na ca-
lym E;. Wspomniana baza, rozktad na podprzestrzenie oraz dziatanie S' maja Zrédto
w pracy Rabinowitza [66]. Pokazemy réwniez, jak przenie$¢ to rozumowanie na przy-

padek przestrzeni E = L?(S!).
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Tak jak w poprzednim podrozdziale, przez {ey, ..., e2;} oznaczamy standardowg
baze w R?". Niech

2 m

(Z ajrcos(jt) + bijin(jt))ek | @jk Dk € R}’
=0

gl

o

k=1 "]

czyli
Vin =spanf{cos(jt)ex,sin(ji)ex |0< j<m,1<k<2nj.

Wyréznijmy nastepujace elementy przestrzeni Vp,:

@k =sin(jt)ex —cos(j1)ex+n,
Wik = cos(jt)ex +sin(jr)exrn,
Ok =sin(jt)ex +cos(jt)exsn,

Cjkx =cos(jr)ex—sin(jt)ern

dla0<sj<mil<k=<n.

Te elementy rozpinaja przestrzen Vy,, tj.

Vin =span{@r, ¥, 0k Cjx |10< j<m,1 < k< n}.
Ponadto
* ok = —bok oraz Yox = Cok,

* Qi ¥k 9k (jr sa wektorami wlasnymi operatora A, a Scislej

APjk=JPjk
AY k= jVjk
Abjk=-jOjk,
Aljk=—JjCjk-

Dla ustalonego 1 < j < m zbi6r

B] = {(p]'k»’ij’ij’Cjk | l<ks< n}

jest L-ortogonalny, czyli
2

(z| W)pendT =0
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dla r6znych elementéw z, w € B;. Zatem oczywiscie ten zbior jest rowniez liniowo nie-
zalezny. Co wigcej, zbior B; jest A-ortogonalny, tj.

21

(z| Aw)gen d7 = 0. (5.1)
0
Dla z € E; = H(S',R?") niech 2,z = (z1,...,2,) i %22 = (Zp41, ..., 2Z2n). Po uwzglednie-
niu wzoru na catkowanie przez czesci réwno$¢[.I|przyjmuje postaé

21

A [(«@1Z | &2 1)pn + (P w | @2.2)@1] dr =0.

Zdefiniujmy dodatkowo przestrzenie

V" =span{@mk, Wmk | 1 < k < n},
V= span {0k, Cmi | 1 < k< nj,
vh=vI"e V™

Zauwazmy, ze

Vo = V0 oraz dim V% = dim V" = dim V""" = 2n,

V" jest podprzestrzenig wlasng operatora A odpowiadajaca wartoSci wlasnej

A=m,

V™ jest podprzestrzenia wtasng operatora A odpowiadajaca warto$ci wtasnej

A=-m,
e Vp=VleVleVie . -eVme V"=V Ve ..o V™

Z ostatniej rownos$ci wynika, ze dimV,,, = 2m + 1) - 2n.
Rozwazmy operator przesuniecia (tzw. time-shift) w przestrzeni E;. Dla z(7) € E,

okres§lamy go w nastepujacy sposéb:

Liz=z(t+1¢t) dlate]l0,2n].
Przypominamy, ze S' = [0,27]/{0,27}.
Stwierdzenie 5.16. Jezeli z € Vf = span{Q i, ¥k}, to

Lize V+j dla wszystkich t € [0,27].
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Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze

Li(sin(jT)er) =sin(j(t + 1)) ex = cos(j £) sin(jT)ex + sin(j £) cos(jT) ey,

Li(cos(jT)ek+n) =cos(j(T+ 1))efrn =Cc0S(j1)COS(jT)€k+n —SIN(jL)SIN(jT)Ek+n-

W rezultacie
Li@jr=cos(jO)@jx+sin(jOy i€ vl

Podobnie mozna pokazac, ze
Lﬂ//jk = —sin(jt)(pjk + COS(jt)l//jk € Vf,

Stad jezeli z € V+j , czyli
2n

z=) (ajxpjr+bjcy jx),
k=1

to
2n

Liz=) (ajLipji+bjcLayji) € Vi. 0
k=1

Uwaga 5.17. Zauwazmy, ze przy ustalonym k, operator L; dziala jak obrot o kat j¢

w plaszczyznie span{g jx, ¥ j}, tzn.
Pik cos(jr) sin(jo) | |@jk

ulloe)-
Vik Vik

Wniosek 5.18. Z powyzszego faktu wynika, zZe takze przestrzenie Vy, sq niezmiennicze

—sin(jf) cos(ji)

ze wzgledu na dziatanie{L; | t € [0,27n]}.

Translacje {L; | t € [0,2n]} indukujg izometryczne (ortogonalne) dzialanie grupy St

na przestrzeni E;. Méwigc $ciSlej, mozna przedstawic z € E; jako

z(1) = Z yjexp(ij7) = <l>(eiT),

j=—o0
gdziey; € C*" orazy_; =7;.

Wtedy dziatanie S' na E; odpowiadajace powyzszym translacjom jest dane wzorem
(pd) () = p(pe’™) dlapeS'.
Uwaga 5.19. Zauwazmy, ze dzialanie
Liz=z(t+1t) dlatrel0,2m1]

lub ré6wnowaznie
(o) (™) = p(pe'™) dlapeS!

mozna rozszerzy¢ na cala przestrzen E = L2(SY).
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Mianowicie majac element przestrzeni E, pierwszy wzor mozna przylozy¢ do do-
wolnej funkcji bedacej jego reprezentantem. Latwo przy tym zauwazy¢, ze jesli dwie
funkcje sq rowne prawie wszedzie (czyli wyznaczajgq w E ten sam element), to ich trans-
lacje za pomocg L; réwniez maja te wlasnos¢. Stad dziatanie {L; | ¢ € [0,27]} na E jest
dobrze okreslone.

Z kolei drugi wzér mozna stosowac do przedstawienia elementu z E w postaci sze-
regu Fouriera. Tu tez tatwo wida¢, ze p € S! przeksztalca izometrycznie E na siebie.

Poprzedni podrozdzial posSwiecony byt wlasno$ciom operatora A: E; — E, danego

wzorem Az := —_¢ z. Teraz pokazemy, ze jest on rOwniez wspoOtzmienniczy, tj.
A(pz) =p(Az) dlapeSh.

Skorzystamy z przedstawienia elementow przestrzeni Sobolewa w postaci szere-

gow Fouriera. Niech p = e'? oraz

ZZZYjeijTEEl- (y;€C” y-j=7))
J

Wtedy
=Y ijyje'lT,

J#0

Az=-) ijf)fjeijr,

j#0

pz= Zeijtyjeijr.

J
Zatem

A(pz) = — Z ijeijtjyjeiﬁ = p(Az).

Jj#0
Alternatywnie mozna by skorzysta¢ z faktu, ze funkcje gtadkie sg geste w przestrzeni
Sobolewa i z obserwacji, ze dla takich funkcji operator przesunigcia komutuje z opera-
torem rézniczkowania, tzn.

d (L2)=L (d Z)

—(Liz2)=Li{—|-

dr ' Ndr

5.5 Lemat o gradiencie hilbertowskim (subliniowos$¢)

Zaczynamy od nastepujacej obserwacji. Niech (V, [|-llv;), (Vo, [I-llv,) oraz (W, ||-llw) be-

da takimi przestrzeniami Banacha, ze
VocVy oraz x|y, <lxlly, dlaxeVs.

Rozwazmy odwzorowanie fi: Vi — W.Niech fo = fi[y,: Vo — W.
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Stwierdzenie 5.20. Jezeli A jest pochodnq Frécheta funkcji fi w punkcie x € Vs, to Al v,
jest jest pochodnaq Frécheta funkcji f, w punkcie x.

Dowéd. Rozwazmy x, h € V. Zachodzi nier6wnosc¢ || hlly, < | hlly, , zatem

| fo(x+ h) - fo(x) - AR|y, - | Aitx+h) - fi(x) - AR|),,

I Allv, I Ally,
Stad jezeli ||hlly, — 0, to [|k]ly, — 0. Ponadto na mocy zalozenia istnienia pochodnej
Frécheta funkcji f
x+h)— filx)—Ah
-~ | fiCx+h) - fi(x) ||W:0,
I72lly, —0 I 7llv,
czyli takze
x+h)— fo(x)— Ah
- | fo(x+h) = fo(x) I o,
I72llyv, —0 I 7llv,
co nalezato pokazac. O

Uwaga5.21. Powyzsze stwierdzenie bedziemy stosowac do przypadku, w ktérym V; =
W = L,(S',R?") oraz V> = H'(S',R?").
Warunkiem zastosowania konstrukcji stopnia topologicznego przedstawionej w pra-
cy [10] jest zagwarantowanie, ze funkcjonat ®: L?(S!,R?"*) — R dany wzorem
2m
®(z):= | H(z(r)dt
0
jest dobrze okreslony i r6zniczkowalny w sposo6b ciagly. Niezbedne sa dodatkowe zato-
zenia na funkcje H : R*" — R, ktérych zabraklo w naszej pracy [10]. Stanowi to pewng
luke, ktéra postaramy sie¢ teraz uzupemhic. W tym celu formutujemy nastepujacy rezul-
tat.

Stwierdzenie 5.22. Zalézimy, ze
e H:R?" —R jest klasy C*,
e VH jest subliniowy tzn.|VH(z)| < ¢+ d|z| dla pewnych c,d € R.

Wrtedy ®: L*(S!,R?") — R dane wzorem

21

®(z):= | H(z(n)dt
0
jest dobrze okreslonym funkcjonatem klasy C' (w normie L?) oraz
2n

@' (z)h = A (VH(z(1)) | h(t))gen dt =(VH(2) | h) 2.
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Dowéd. Funkcjonat ®: L2(S!,R?") — R jest ztozeniem dwéch operatoréw:

1. nieliniowego operatora Niemyckiego (podstawienia) Ny : L?(S!,R?") — L'(S',R)

danego wzorem Ny (z) = H(z),
2. liniowego operatora calki z L' (S, R) do R.

Na mocy twierdzenia Krasnosielskiego oraz wnioskéw z tego twierdzenia (patrz [53],
Tw. 1.2.2) operator Niemyckiego Ny jest przy naszych zatozeniach dobrze okreslony i

r6zniczkowalny w sensie Frécheta w sposob ciagly, a jego pochodna wynosi
Ny (2)h = u, gdzie u(t) = H'(z(1) (h(1)) = (VH(2(1)) | h(t))gzn p.w.

Z kolei operator catki jako liniowy tez jest klasy C!, a jego pochodna jest mu réwna.
Teze stwierdzenia otrzymujemy z reguly rézniczkowania funkcji ztozonej w przestrze-

niach Banacha. O

Whniosek 5.23. Zatem przy zatoZeniach Stwierdzenia[5.22)i zgodnie z definicjq gradientu

w przestrzeni Hilberta otrzymujemy
V2@ (2) = Vgen H(2).

Ponadto nieliniowy operator V2®: L*>(S') — L?(S') jest ciagly oraz V;.®: H*(S') —

L2(SY) jest zwarte, bo wtozeniei: H'(S') — L2(S') jest zwarte.

5.6 Zamiana problemu rézniczkowego na hilbertowski

Warto podkresli¢, ze ten podrozdzial nie przedstawia rzeczywistego zastosowania opi-
sanej teorii, lecz jedynie przykladowa sytuacje, w ktorej nasz stopieri moze by¢ przy-
datny.

Poszukiwanie okresowych rozwigzan uktadéw hamiltonowskich jest jednym z pod-
stawowych probleméw analizy nieliniowej (odsytamy na przyktad do [14} 66, 70} [88]).
Rozpatrzmy hamiltonowski uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych

d d

gdzie H € C'(R*"*,R) oraz p, g € R", lub réwnowaznie
dz
—~ - gH,,
dr S Hz
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gdzie z = (p, q) oraz
[0 -1
<)
Funkcje H nazywamy hamiltonianem lub energia.

Przeksztalcamy uktad hamiltonowski do postaci
z= ¢§VH(z), zeR*" (%)

lub réwnowaznie — ¢z - VH(z) =0.

Szukamy rozwigzan z € Hj. rownania (x), gdzie Hy. (T > 0) oznacza uzupelnienie
zbioru funkcji T-okresowych z R do R?” z norma pochodzaca od iloczynu skalarnego
(ulv) HL = fOT uvdt+ fOT uvdt. Do tego celu sprobujemy wykorzysta¢ metode stopnia
topologicznego Degzl. Mianowicie niech E = L2(S!,R?") i E; = H'(S',R?™). Co wiecej,
oznaczmy jako D zbidr E; wyposazony w iloczyn skalarny z E.

Zauwazmy, ze

e EiE) saprzestrzeniami Hilberta i ortogonalnymi reprezentacjami grupy SO(2) =

S! z dziataniem danym przez przesuniecie w czasie,

* operator A: D — E dany wzorem Az = —_¢Z jest wspOlzmienniczy, nieograni-

czony, samosprzezony i posiada czysto dyskretne widmo,

* VH(z) jest subliniowym gradientem (odsytamy do Stwierdzenia[5.22|oraz Wnio-
sku niezmienniczego funkcjonatu ¢: E — R okreSlonego wzorem ¢(z) =
T H(z(1)) dt,

e VHo1: E; — E jest odwzorowaniem zwartym, co wynika ze zwarto$ci wtozenia
l: El — E.

Mozemy teraz sformutowac gtéwny wynik tego podrozdziatu.

Twierdzenie 5.24. Zatézmy, ze A > 0 oraz zbior miejsc zerowych odwzorowania f)(z) =
- #z— AVH(z) jest zwarty. Jezeli Degz1 (fa) # 0, to réwnanie (x) posiada rozwiqzanie

1
w HZn/'l‘

Dowdd. Napoczatku zauwazmy, Ze jezeli f,” 1(0) jest zwarty, to f; jest elementem % (E).
Wtasno$¢ wykrywania zer méwi, ze jezeli Degg1 (fa) # 0, to istnieje pewne z € Ej, dla
ktérego fi(z) = 0. Niech p: R — S! to standardowe nakrycie. Wtedy podniesienie Z €
Hzln 1 odwzorowania z, dane wzorem z(t) = z(p(?)), jest rozwigzaniem (), co chcieli-

$my pokazac. O
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Rozdzial 6
Hipotezy

Przedstawione w rozprawie twierdzenia i definicje mogg stanowi¢ dobry punkt wyj-
$cia do pracy nad kolejnymi problemami badawczymi. W tym miejscu stawiamy kilka

hipotez zwigzanych z tematyka tej rozprawy doktorskie;j.

Dowdd formuly produktowej w przypadku ogélnym

Przy nieabelowych, nieskoniczonych, zwartych grupach Liego narastaja problemy tech-
niczne wynikajace z ich ztozonej struktury. W szczeg6lnosci mocno komplikuje sie
operacja mnozenia w pierScieniu Burnside’a, ktéra w tym przypadku wymaga dodat-
kowych, nietrywialnych przeksztatceni G-komplekséw, niezbednych do przeprowadze-
nia rozkladu wyniku mnozenia na sume typéw orbitowych.

Niemniej sagdzimy, ze przy wykorzystaniu udowodnionego przez P. Barlomiejczy-
ka w [7] twierdzenia typu Hopfa (dotyczacego dowolnej zwartej grupy Liego) oraz od-
powiedniego uog6lnienia pojecia odwzorowan standardowych, mozliwe jest przepro-
wadzenie alternatywnego dowodu wilasnosci produktowej stopnia wspétzmiennicze-
go takze w przypadku dziatania dowolnej zwartej grupy Liego, w sposéb analogiczny

do przedstawionego w rozprawie.

Wykrywanie rozwiazan okresowych ukladow hamiltonowskich

Uwazamy, ze zdefiniowany przez nas stopien Degg1 mozna zastosowac do poszukiwa-
nia okresowych rozwigzan uktadow hamiltonowskich. Ogoélna idea potencjalnego wy-
korzystania stopnia do takiego zagadnienia zostata opisana w poprzednim rozdziale.
Przypuszczamy, Ze za pomocg stopnia Degg1 mozna przeprowadzi¢ alternatywne
dowody niektérych z klasycznych twierdzen z prac [20, 66, [88], a by¢ moze réwniez

poprawi¢ te wyniki, ostabiajac ich zalozenia lub wzmacniajac teze (np. wykazujgc nie
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tylko istnienie, ale i liczbe rozwigzan okresowych). Najlepiej dopasowane do tego typu

ponownej analizy wydaje si¢ twierdzenie Changa.

Twierdzenie 6.1 (Chang, [20]). Zatézmy, ze funkcja H € C2(R*",R) spetnia zalozenia:
1. H(0)=0,VH(0)=0,Hess H(0) =0, H(z) = 0.
2. Hz)=L|zI*dlalzl = R,R>0,7y€(1,2).

Woéwczas uktad hamiltonowski z = ¢V H(z) posiada nietrywialne rozwiqzanie 2m -okre-

sowe.

Oryginalny dowo6d powyzszego twierdzenia opiera sie na zastosowaniu twierdze-
nia typu mini-max. Wydaje sig, ze punktem wyjScia do przeprowadzenia alternatywne-
go dowodu przy uzyciu naszego stopnia bytoby zdefiniowanie funkcji ¢ petniacej role
wzorcowego hamiltonianu. Mowiac $cislej, dla danego hamiltonianu H spelniajacego
zalozenia twierdzenia Changa, nalezatoby okresli¢ funkcje ¢ przyjmujaca za argument
modut |z| w R?", ktéra mialaby doé¢ zblizona ,charakterystyke orbit okresowych”.

Wydaje sig, ze naturalnym kandydatem do roli wzorcowego hamiltonianu jest funk-
cja

H(z) = alzl (6.1)
dla odpowiednio dobranych parametréow a i p > 2. Gradient tej funkcji jest réwny
VH(z)=ap|z|P~ ' z.

Kolejnym krokiem byloby odpowiednie dobranie dziedziny, a nastepnie obliczenie

wartoéci stopnia wzorcowego odwzorowania h(z) = —Jz— VH(z). Naszym celem jest

uzyskanie wartos$ci Degg1 (h) #0. Oznaczmy
e Q:={zeR?"|r<|zI<R}
e U:={ze H'(SL,R?") | z(SH) =« Q.

Woéwczas, w przypadku H(z) zadanego takim wzorem jak w oraz przyjeciu zbioru
U jako dziedziny odwzorowania h, przypuszczamy, ze Degz1 (h) = n-[S'/E] € 4(SH).
Koricowa cze$¢ dowodu opierataby sie na pokazaniu, ze odwzorowania h(z) oraz
f(z) = —Jz—VH(z) sg otopijne w pewnym otoczeniu zbioru miejsc zerowych funkcji
h. To zagwarantowatoby, Ze stopien Degz1 (f) jest r6zny od zera, a w rezultacie uktad
hamiltonowski z Twierdzenia posiada rozwigzanie okresowe. Warto jednak pod-
kresli¢, ze wykazanie nietrywialno$ci rozwigzan okresowych wymagatoby dodatkowej

argumentacji.
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Uog6lniona normalizacja

W pracy [10] zaproponowaliémy mozliwe uog6lnienie wlasnosci normalizacji stopnia
Degg (Remark 5.1). Po péZniejszej analizie okazalo sie jednak, ze w obecnym sformu-
towaniu hipoteza ta jest falszywa. Wynika to z tego, Ze opisane tam odwzorowanie nie
zawsze jest gradientowe (a zatem jego stopien nie jest okreslony). Pomimo podjetych
proéb, z powodu trudnosci technicznych dotychczas nie udato nam sie uzyskac proste-
go opisu normalizacji w ogélniejszym przypadku, gdy zbidr zer rozwazanego odwzo-

rowania stanowi pojedyncza, nietrywialng orbite dziatania grupy G.
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