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Recenzja rozprawy doktorskiej Pani mgr. Gabrieli
Luczynskiej pt. “Ergodyczno$é oraz twierdzenie graniczne
dla stochastycznych ukladéw dynamicznych na okregu”

51 stronicowa rozprawa ma charakter malej monografii. Posdwiecona jest wlasno-
Scig ergodycznym ukladéw dynamicznych zadanych przez losowe iterowanie odwzo-
rowan okregu S§'. Tematyka jest ciekawa i trudna. Prace na podobne tematy po-
jawiaja sie w najlepszych czasopismach. Pani Luczyniska uzywa nowoczesnych i
zaawansowanych metod matematycznych. Rozprawa §wiadczy, ze Doktorantka bar-
dzo dobrze rozumie ta tematyke.

W pierwszych dwéch rozdzialach podano podstawowe definicje: stochastycznego
ukladu dynamicznego, operatora Markowa—Fellera, miary niezmienniczej. Podano
kilka klasycznych twierdzen: Prochorowa o ciasnosci, Krylowa-Bogolubowa o istnie-
niu miary niezmienniczej, indywidualne twierdzenie ergodyczne Kakutaniego. Roz-
dziat drugi zawiera kilka nowszych wynikéw; podano defincje e-wlasnosci, asympto-
tycznej e-wlasnoéci, e-wilasnosci wedlug Sredniej. Sg to pojecia wprowadzone przez
Promotora Profesora Szarka kilka lat temu. Dowdd Lematu 2.8 jest prostszy niz w
oryginalnej pracy Komorowskiego, Peszata 1 Szarka z 2010. Podobnie dowdd Le-
matu 2.12 o asymptotycznej stabilnosci. Pierwsze dwa rozdzialy sa bardzo dobrze
zredagowane. Wyniki sg znane ale dowody sa znacznie uproszczone i dopracowane.

Podstawowe wyniki rozprawy przedstawione sa w Rozdzialach 3 1 4. Rozdziat
3 pos$wiecony jest jedynoSci miary niezmienniczej. Sa dwa wazne eleganckie wy-
niki. Twierdzenie 3.3 gwarantuje e-wlasnogé i jedynoéé miary niezmienniczej przy
zalozeniu, ze zbidr odwrotnosci elementéw pélgrupy homeomorfizméw G (w skrécie
G~} dziala minimalne. Oczywiscie istnienie miary niezmienniczej wynika z twier-
dzenia Krylowa-Bogolubowa. Duzym problemem jest pokazanie jedyno$ci. Dowéd
twierdzenia jest pomystowy i trudny. Pewne elementy przypominaja mi argumenty
przedstawione przez Promotora Profesora Tomasza Szarka na Seminarium Proba-
bilistycznym IMPAN kilka lat temu. Drugi wynik; Twierdzenie 3.4 gwarantuje je-
dynoé¢ miary niezmienniczej przy zalozeniu, ze G dziala minimalnie. O podobnym
wyniku slyszalem na wspomnianym seminarium, ale przytoczony dowdd wydaje sie
by¢ znacznie prostszy (podobnie jak poprzedniego twierdzenia) i bardzo pomyslowy.
Nalezy wspomnieé¢, ze minimalnosé jest bardzo naturalnym zalozeniem. Twierdzenia
sa ogdlne 1 w takiej ogdlnosci trudno bedzie je poprawié.
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W Rozdziale 3.3 podano ciekawy przyklad ukladu, dla ktérego stosuje sie Twier-
dzenie 3.4. Mianowicie, polgrupa generowana jest przez rodzine

(A =(1—=Nhy dlade[o,1/2),
P27 ) dla A € [1/2, 1],

gdzie hy, ho, h3 sa zadanymi odwzorowaniami o gestych orbitach. Pozostala czesé
Rozdzialu 3 poswiecona jest asymptotycznej stabilnodci. Podano przykiad uktadu,
w ktérym pélgrupa dziala minimalne ale, ktéry nie jest asymptotyczne stabilny. Na,
koniec pokazano jak zmodyfikowaé przyklad by uzyskaé asymptotyczna stabilnogé.
W trakcie obrony poprosze o dokladniejsze oméwienie tego fragmentu bo w tym
punkcie tok rozumowania nie jest dla mnie jasny. Bylo to dla mnie zaskoczeniem
bo pozostale fragmenty sa napisane bardzo klarownie.

W ostatnim rozdziale (Rozdzial 4) udowodniono Centralne Twierdzenie Gra-
niczne (CTG) oraz Prawo Iterowanego Logarytmu (PIL) dla spaceréw losowych po
okregu. Wydaje mi sie, Zze najwazniejszym i catkowicie oryginalnym wynikiem jest
kluczowy Lemat 4.5 o “zwezaniu”. Dowdd lematu jest trudny i bardzo pomystowy.
Korzystajac z ogdlnych wynikéw Derredica i Lina z 2003 r. udowodniono Twier-
dzenie 4.9 o CTG. Podobnie korzystajac z wynikéw Zhao i Woodroofa z 2008 r.,
udowodniono Twierdzenie 4.10 o PIL. Wyniki sa bardzo mocne, ciekawe i trudne.

Pani Luczyniska jest autorka pracy z Statystics and Probabability Letters z 2021
r. oraz wspolautorka pracy z J. Stat. Phys. z 2022 r. Zaréwno Statistics and
Probabilility Letters jak i J. Stat. Physics sa renomowanymi czasopismami.

Przedstawione wyniki sa bardzo trudne i eleganckie. Prezentacja jest bardzo
logiczna i przemyslana. Autorka powinna jednak skomentowaé jak przedstawione
rezultaty sa zwiazane z wynikami z jej publikacji. Zwykle w rozprawach doktorskich
omawia sie wyniki opublikowane w jednej lub kilku pracach. Autorka powinna
skonfrontowaé swoje rezultaty z wynikami otrzymanymi w cytowanych w rozprawie
pracach Tomasza Szarka i Anny Zdunik.

Ostatecznie jednak nie mam watpliwo$ci, ze przedstawiona praca jest bardzo
dobra rozprawa doktorska, ktéra spelnia wszystkie wymagania i wnioskuje o jej

przyjecie.
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