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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Gabrieli Luczynskiej.

Tematem recenzowanej rozprawy sa badania dynamiki stochastycznej genero-
wanej przez pewng polgrupe G homeomorfizméw okregu. Termin “dynamika
stochastyczna” przybiera rézne znaczenia, warto wiec od razu wyjasnié, ze
chodzi tu o skladanie losowych ciagéw elementéw z G wybieranych nieza-
leznie wedtug pewnej ustalonej miary probabilistycznej na G. Mozna zatem
rzec, ze mamy do czynienia z produktem prostym deterministycznej dynamiki
polgrupy G i procesu stochastycznego na polgrupie, w odréznieniu od rozpa-
trywanego niekiedy produktu sko$nego, w ktérym losowany kolejny element
ciggu iteracji zaleze¢ moze takze od polozenia w przestrzeni fazowej, ktora
w tym przypadku jest okrag. Kolejnym aspektem, na ktoéry warto zwrdcié
uwage jest brak zalozen o gladkosci dla elementéw z G, co nie pozwala na
bezposrednie zastosowanie wiekszosci narzedzi teorii uktadéw dynamicznych.
Gdyby jednak na moment zalozyc, ze elementy G sa dyfeomorfizmami, to ich
dynamika bytaby niehiperboliczna. W przypadku tylko cigglym mozna nato-
miast méwié o braku chaosu i ten wlasnie niechaotyczny aspekt omawianego
ukladu jest kolejng warta odnotowania cecha omawianego problemu.

Rozprawa udziela odpowiedzi na dwa naturalne pytania pojawiajgce sie w
zwigzku z omawianym ukladem. Pierwsze dotyczny istnienia i jedynosci
miary niezmienniczej dla odpowiadajacego tej dynamice operatora Fellera P.
Operator ten latwo mozna zrozumie¢ w terminach znanego z dynamiki de-
terministycznej operatora Perrona-Frobeniusa zadajaego ewolucje rozktadow
prawdopodobieristwa na okregu pod dziataniem dynamki, przy dodatkowym
zalozeniu nieosobliwosci metrycznej elementéw potgrupy G. W przypadku



stochastycznym dzialanie tego operatora na ustalonej mierze nalezy nastep-
nie usredni¢ stosownie do zadanego rozktadu prawdopodobieristwa na grupie.
Operator Fellera ma swoj operator pre-dualny, ktéry z kolei mozna rozumieé
jako uérednienie operator6w Koopmana odpowiadajacych elementom G.

Pierwszym gtéwnym rezultatem rozprawy jest Twierdzenie 3.4 orzekajace, ze
jesli tylko polgrupa G dziala minimalnie z prawdopodobiefistwm 1, to ist-
nieje dokladnie jedna miara niezmiennicza dla operatora Fellera. Sam ten
rezultat nie jest nowy, poniewaz pojawia sie w pracy D. Maliceta z roku 2017
cytowanej w rozprawie jako pozycja [31]. Nowy jest dowéd, o czym jeszcze
bede pisal. W kontekscie dynamiki gladkiej rezultat ten nie jest nieoczeki-
wany, poniewaz wynika z ogélnej tzw. zasady niezmienniczosci dla miar o
niedodatnim wykladniku Lapunowa. Jednym z osiagnie¢ pracy Maliceta byto
pozbycie sig zalozen o gtadkosci, przy czym postuzyl sie rozumowaniem po-
chodzacym z pracy A. Avili i M. Viany. Avila to juz laureat medalu Fieldsa,
co sygnalizuje, ze mamy do czynienia z problematyka nietrywialna i ciekaws.
Rezulatow o jedynej mierze niezmiennej i stabilnodci stochastycznej nie brak
w teorii ukladéw dynamicznych, nalezy zatem podkreslié tu niechaotyczny
charakter ukladu. Méwiac w przenos$ni, dynamika pélgrupy nie miesza orbit
1 przez to zagadnienie istnienia i jednoznaczno$ci miary niezmienniczej jest
subtelniejsze niz w przypadku chociazby niejednostajnie hiperbolicznym.

Druga grupa rezultatow dotyczy centralnego twierdzenia granicznego i prawa
iterowanego logarytmu dla ciggu zmiennych losowych generowanego przez
pewng dowolng funkcje lipszycowska przylozona do iteracji punktu przez lo-
sowy ciag elementow z G. Sg to twierdzenia 4.9 i 4.10 z rozprawy, a zalozyc
w nich trzeba oprécz wspomnianej minimalnosci dzialania G takze i to, ze
jej elementy nie majg wspodlnej miary niezmienniczej. Tych rezultatéw brak
we wspomniane]j pracy Maliceta, natomiast dowody przytoczone w rozprawie
opieraja si¢ na wykazanej tamze wlasnosci kontrakeji prawie na pewno. Wta-
sno$¢ ta polega na tym, ze kazdy punkt ma otoczenie, ktoéry przy iterowaniu
losowym ciggiem z G prawie na pewno kurczy sie wyktadniczo i to w usta-
lonym stosunku. Wtasnie ta wlasnos¢ kontrakeji wymaga braku wspolnej
miary niezmienniczej, a koniecznoéé¢ tego warunku wida¢ od razu, jesli roz-
wazy¢ polgrupe skladajacy sig ze sztywnych obrotow, dla ktérej oczywiscie
zadnej kontrakcji by¢é nie moze.

W podsumowaniu tej wstepnej dyskusji problematyki rozprawy stwierdzié
wypada, ze jej przedmiot jest ciekawym, glebokim i przez to waznym pro-
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blemem teorii, ktéry przyciaggnatl uwage silnych matematykéw. Uzyskane
rezultaty sg wprawdzie tylko czesciowo nowe, ale naturalne i pelne, bez czy-
nienia sztucznych zalozen. Jako dodatkowe potwierdzenie tej opinii moze
stuzyé fakt, ze czesé rezultatow rozprawy zostala opublikowana wspoélnie z
promotorem w dobrym periodyku rangi miedzynarodowej, jakim jest Journal
of Statistical Physics - jest to pozycja [30] w rozprawie.

Od tej ogdlnej charakterystyki osiagnietych rezultatéw przejdzmy do bardziej
szczegblowego opisu zawartosci rozprawy. Rozdzial pierwszy to ogbélne wpro-
wadzenie i opis osiggnietych rezultatéow. Jest on raczej skrotowy w porow-
naniu z typowsg rozprawg doktorska, w ktorej z reguly znajdujemy obszerne
omoéwienie na tle literatury przedmiotu. Rozdzial drugi zawiera podstawowe
fakty i twierdzenia, z ktérych korzysta sie w rozprawie. Robi wrazenie zwie-
ztego 1 kompletnego, chociaz jak to zwykle bywa trudno zadowolié czytelnika
we wszystkim - troche sie zastanawialem nad gestoscia funkeji lipszcowskich
w C°(X,R) w dowolnej przestrzeni metrycznej, ktéry to fakt jest przywolany
bez odnosnika do literatury. Rozdzial trzeci to dowod twierdzenia o istnieniu
i jednoznacznosci miary niezmienniczej. Jak juz wspomnialem, sam ten fakt
nie jest nowy. Nowy jest tutaj dowod oparty na tzw. e-wtasnos$ci wprowadzo-
nej miedzy innymi przez promotora pracy. e-wlasnos¢ w punkcie polega na
tym, ze obrazy dowolnej funkeji lipszycowskiej pod dziataniem iteracji opera-
tora pre-dualnego sg jednakowo ciggle w tym punkcie. O ile dow6d Maliceta
jest dosé posrednig adaptacja zasady niezmienniczosci do uktadu, ktory nie
jest gladki, to podejécie autorki jest bardziej bezprosrednie, co daje prostszy
dow6d. Wprowadzony jest przy tym stabszy wariant e-wlasnosci w érednie;j.
Nastepnie trzeba wykazaé¢, ze zachodzi ona dla omawianego ukladu i impli-
kuje potrzebne fakty o mierze niezmienniczej. Jest to robione bezposrednimi
oszacowaniami. Na koniec tego rozdziatu znajdujemy przyklady zastosowan
uzyskanych rezultatow, a w szczegdlnosci w odniesieniu do asymptotycznej
stabilnosci badanego uktadu polegajacej na tym, ze dowolna miara zbiega do
miary niezmiennicze]j przy iterowaiu operatora Fellera. Rozdzial czwarty jest
poswiecony centralnemu tweirdzeniu granicznemu i prawu iterowanego loga-
rytmu. Wyniki te sg oparte na zastosowaniu ogdélnych faktéow dotyczacych
stochastycznych ukladéw dynamicznych popartych oszacowaniami opartymi
na wilasnosci kontrakeji. Kluczowym oryginalnym elementem wydaje sie tu
lemat 4.5.Pod koniec nastepuje ponowne nawigzanie do przyktadu z rozdziatu
poprzedniego, tym razem w kontekscie rezultatéw uzyskanych w rozdziale
czwartym.



Nowy dowdd istnienia i jednoznacznosci w rozdziale trzecim uwazam za war-
tosciowy wklad w rozwoj teorii. Dobrze jest mie¢ bardziej bezposrednie i
prostsze podejscie, nawet jesli w danym momencie nie prowadzi ono do do-
datkowych rezultatow. Wyniki rozdzialu czwartego sg nowe. Odwolanie si¢
do ogdlnych mocnych twierdzen wymagato solidnej znajomosci teorii. Na
poziomie technicznym rozwazania sg przedstawione na ogé! starannie i czy-
telnie. Idea uwiklanego oszacowania na wielko$¢ a, w dowodzie lematu 4.5
bardzo mi sie podoba, chociaz zdefiniowanie tej wielkosci na samym poczatku
dowodu nie bylo najlepszym pomystem redakcyjnym - kiedy w koncu si¢ po-
jawila u dotu str. 40, to juz tej definicji nie pamietalem i zajelo mi nieco
czasu jej odszukanie. Inna uwaga techniczna dotyczy formuty na érodku str.
41, w ktoérej pojawiaja sie miary p z = i y na przemian u goéry i u dotu.
Wydaje mi sie, ze ze wzgledu na wystepujaca tam caltke podwojng wyrazenie
to powinno mieé¢ charakter kwadratowy, a zatem powinien pojawic¢ si¢ czion
mieszany z z i y raz u gory i raz u dotu, wspéleznynnik 32 itd. Jakkolwiek
to w koricu jest, nie ma istotnego znaczenia dla dowodu, poniewaz pojawia
sie nietrywialne oszacowanie na czlon z z i y u dotu, prowadzace dalej do
wspomnianego juz uwiklanego oszacowania na a,.

Po tych uwagach technicznych nie rzutujacych na oceng wartosci rozprawy
musze jednak da¢ wyraz rzeczywistemu rozczarowaniu przyktadami, gtéwnie
w podrozdziale 3.3. Przyklad z wypukla kombinacjg ustalonych homeomor-
fizméw jest naturalny, ale raczej nie pomystowy czy ciekawy. Natomiast
watpliwosci budza rozwazania dotyczace asymptotycznej stabilnosci. Kontr-
przyklad na $rodku strony 31 jest napisany niestarannie. Nie doszukalem si¢
defincji funkeji, czy tez rodziny funkcji gy, a pisanie o “iterowaniu odlegtosci”
to zargon studencki, ktory nie powinien wystepowaé w rozprawie doktor-
skiej. W koricu nie jestem nawet pewien, czy ten kontrprzyklad rozumiem -
wydaje sie, ze chodzi tu o polgrupe skladajacy sie z iteracji ustalonego sztyw-
nego obrotu o kat niewymierny, ktora rzeczywiscie dziata minimalnie, ale nie
asymptotycznie stabilna. Z kolei nastepujacy potem przyktad pozytywny tez
nie zadowala, choé¢ tu przynajmniej mozna formalnie go zrozumieé¢. Wydaje
sie jednak, ze jest zbyt trywialny, bo dla poétgrupy ztozonej ze sztywnych
obrotéw o katy z pewnego odcinka asymptotyczng stabilnosc mozna uzyskaé
rozwazaniami duzo prostszymi. W takiej sytuacji P"d, jest rozkladem sumy
n niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie jednostajnym,
nastepnie zrzutowanym na okrag. W takiej sytuacji zbieznos¢ do miary gra-
nicznej, ktora tez nie jest jakim$ tajemniczym obiektem tylko miarg Lebes-
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guc’a, wynika z zastosowania centralnego twierdzenia granicznego w wersji
z podstawowego kursu rachunku prawdopodobienstwa. Co wreszcie bardzo
dziwne to fakt, ze rozprawa zawiera wynik Maliceta cytowany jako twierdze-
nie 4.1, ktory jest w oczywisty sposob bliski asymptotycznej stabilnodci. By¢
moze w ogole ja implikuje i wtedy znaczenie przykladéw z podrozdziatu 3.3
byloby jasniejsze, poniewaz ze wzgledu na miare niezmiennicza wspélna dla
calej potgrupy wynik ten si¢ do niech nie stosuje. Nie znalazlem jednak na
ten temat zadnego komentarza w rozprawie.

Pozostaje zastanowi¢ nad tym, czy rozprawa speinia warunki stawiane w
przewodzie doktorskim. Sadze, ze najlepiej bedzie si¢ odwola¢ do kryterium
ustawowego, zawartego w art. 187 punktach 1i 2. Odpowiednio, rozprawa
powinna stanowi¢ oryginalne rozwigzanie problemu naukowego, jak réwniez
wykazywaé¢ wiedze teoretyczng doktoranta i umiejetnoéé¢ samodzielnego pro-
wadzenia pracy badawczej. Przymiotnik “oryginalny” w jezyku potocznym
miewa rézne znaczenia, ale w tym przypadku oznacza tyle co “nie znany
wezesniej”, a zatem rozwiazanie problemu znanego juz wczesniej nie znang
poprzednio metoda jest oryginalne. Zacznijmy od tej przestanki, ktéra moze
budzi¢ watpliwosci, dotyczacej wykazania sie przez autorke samodzielnoscig
w pracy naukowej. Rozprawa jest stosunkowo krétka. Po pominigciu stron
wstepnych i spisu literatury liczy ona 40 stron. Jeszcze z tego sporo sta-
nowi rekapitulacja rezultatow z innych prac, na przyktad aparatu uzytego
w rozdziale czwartym. Z reguly, i niewatpliwie jest tak w tym przypadku,
istotny jest wklad promotora w ogélng koncepcje pracy. Dodajmy, ze jej
wyniki dotyczace twierdzen granicznych zostaly opublikowane jako praca
wspolna. Tym samym materiatu stanowigcego samodzielny wkiad dokto-
rantki nie zostaje tak wiele. Dobrg okazja do wykazania przez doktoranta
wlasnego wktadu bywa rozwazanie przyktadow lub innych zagadnieri dookota
glownych wynikéw rozprawy. Jak jednak wspomnialem, w tej rozprawie dys-
kusja o przykladach odbiega od ogoélnego jej poziomu. Pozostaje oprzec sig
na szczegotowych rozwazaniach dotyczacych e-wlasnosci w rozdziale trzecim,
oraz pewnych fragmentéw rozdziatlu czwartego, np. lematu 4.5. Robia one
wrazenie pomystowych i mozna przyjaé, ze s wlasnym wkiadem autorki.
Dodatkowo wyniki z rozdziatu trzeciego ukazaly sie¢ jako praca samodzielna.
W ten sposéb mozna uznaé, ze przestanka o samodzielnosci jest spelniona
przynajmniej w stopniu wystarczajacym. Sytuacje poprawia fakt, ze pozo-
stale warunki ustawowe sg spelnione bez watpliwosci lub z nadmiarem. I tak,
mamy tu nie tylko oryginalne rozwigzanie problemu naukowego, ale doda¢



mozna, ze problem ten jest wazny i gleboki, a uzyskane rozwigzanie pelne.
Wobec zaawansowanego aparatu matematycznego pracy nie sposob tez wat-
pi¢, ze doktorantka wykazala sie wysokim poziomem wiedzy teoretycznej.

Whnioskuje zatem o uznanie, ze przedstawiona rozprawa odpowiada warun-
kom ustawy i dopuszczenie doktorantki do dalszych etapéw przewodu dok-
torskiego.

prof. dr hab. Grzegorz Swiatek
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