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tematach, a opieka i zaangazowanie kadry akademickiej stale inspirowaly mnie do

poszerzania wiedzy, co zaowocowalo rozpoczeciem studiow doktoranckich.

Dziekuje pracownikom i studentom Uniwersytetu Gdanskiego, a takze moim wspot-
pracownikom i pracodawcom. Bez ich wsparcia i elastycznego podejscia, taczenie

studiow doktoranckich oraz pracy zawodowej bytoby duzo trudniejsze.

Na koniec pragne podziekowa¢ mojemu promotorowi, Profesorowi Tomaszowi Szar-
kowi, z ktorym mozliwo$¢ wspoltpracy jest dla mnie niezwykle cenna i wartosciowa.
Dziekuje za wiare w moje mozliwosci, za wyrozumialo$¢, za spojrzenie na §wiat i za
jakze nieoceniona pomoc naukowsa. Dzieki temu przygotowywanie niniejszej rozpra-
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Streszczenie

W pracy badane sg wtlasnosci stochastycznego uktadu dynamicznego ztozonego
z losowych homeomorfizmoéow okregu. Glownym zatozeniem jest wlasno$¢ minimal-
nosci dzialania takiego uktadu (z ktorej wynika gestosé orbit). Ponadto uktad ten
generuje operator Fellera, a takze spacer losowy po okregu. Dla danego operatora Fel-
lera pokazana zostata jednoznacznos$¢ miary niezmienniczej (ergodycznej). Ponadto
dla tancucha Markowa odpowiadajacego danemu spacerowi losowemu po okregu
dowiedzione zostaly: centralne twierdzenie graniczne oraz prawo iterowanego loga-
rytmu. Twierdzenia te zachodza dla dowolnej scentrowanej funkcji lipschitzowskiej

i dla kazdego punktu startowego tancucha Markowa.

Rozdzial pierwszy wprowadza gtowne obiekty oraz twierdzenia, ktore sg przed-

miotem badan w dalszej czesci pracy.

W rozdziale drugim przedstawione sa wtasnosci stochastycznych uktadéw dyna-
micznych na ogoélnych przestrzeniach polskich lub zwartych, w tym wtasnosci doty-
czace operatoréw Markowa-Fellera oraz istnienia miary niezmienniczej.

Rozdzial trzeci poSwiecony jest istnieniu jedynej miary niezmienniczej dla opera-
tora Fellera generowanego przez stochastyczny uktad dynamiczny ztozony z losowych
homeomorfizmoéw okregu, przy zatozeniu minimalnoéci dzialania uktadu. W dowo-
dzie wykorzystana zostata e-wtasno$é. Przedstawione sa takze przykltady zastoso-
wania glownego twierdzenia oraz warunki wystarczajacego na to, aby rozwazany

operator Fellera byl asymptotycznie stabilny.

Rozdzial czwarty zawiera dowody centralnego twierdzenia granicznego oraz prawa
iterowanego logarytmu dla tancucha Markowa odpowiadajacego spacerowi losowe-
mu generowanemu przez stochastyczny uktad dynamiczny ztozony z losowych home-
omorfizméw okregu, przy zalozeniu minimalnosci dziatania uktadu. Oba twierdzenia
zastaly wykazane dla dowolnej scentrowanej funkcji lipschitzowskiej i dla kazdego
punktu startowego laricucha Markowa. W dowodzie centralnego twierdzenia gra-
nicznego wykorzystane zostalty wyniki Y. Derrienica i M. Lina, a w dowodzie prawa
iterowanego logarytmu — wyniki O. Zhao i M. Woodroofe’a. W rozdziale przedsta-

wiony zostal takze przyklad zastosowania dowiedzionych twierdzen granicznych.
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Abstract

In the paper, the properties of stochastic dynamical system consisting of random
circle homeomorphisms are studied. The main assumption is that the system acts
minimally (which implicates that its orbits are dense). Moreover, this system gene-
rates Feller operator as well as random walk on the circle. For the Feller operator,
the existence of unique (ergodic) invariant measure has been shown. Furthermore,
for Markov chain corresponding to the random walk on the circle, the central limit
theorem and the law of iterated logarithm have been proven. These theorems are
satisfied for arbitrary centered Lipschitz function and for every starting point of the

Markov chain.

The first chapter introduces the main objects and theorems which are the subject

of the research in further parts of the work.

In second chapter, the properties of stochastic dynamical systems on general
polish or convex spaces are presented, including the properties of Markov-Feller

operators and the existence of invariant measure.

The third chapter is devoted to the existence of unique invariant measure for the
Feller operator generated by stochastic dynamical system consisting of random circle
homeomorphisms and acting minimally. The e-property is used in the proof. Also,
the examples of application of the main theorem as well as the sufficient conditions

for the Feller operator to be asymptotically stable are presented.

The fourth chapter includes the proofs of the central limit theorem and the law of
the iterated logarithm for Markov chain corresponding to the random walk generated
by stochastic dynamical system consisting of random circle homeomorphisms and
acting minimally. Both theorems are proved for arbitrary centered Lipschitz function
and for every starting point of the Markov chain. In the proof of the central limit
theorem, the results of Y. Derrienic and M. Lin were used, and in the proof of the
law of the iterated logarithm, the results of O. Zhao and M. Woodroofe were applied.

In this chapter, the example of application proven limit theorems is also presented.
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Rozdzial 1
Wprowadzenie

Praca jest po$wiecona wtasno$ciom stochastycznych ukladéw dynamicznych na
okregu. Do badania tych wtasnosci mozna wykorzysta¢ operatory Markowa, dzia-
tajace na miarach skoriczonych. Dla takich operatoréw czesto stawia sie pytanie
o istnienie miar niezmienniczych, ktore sa gtéwnym przedmiotem badan teorii ergo-
dycznej. Przy naszych zalozeniach samo istnienie miary niezmienniczej jest zapew-
nione, poniewaz dzialamy na przestrzeni zwartej, a rozpatrywany operator Markowa
jest jednoczesnie operatorem Fellera. Wyzwaniem, przed ktéorym stoimy, jest nato-
miast wykazanie jedynosci miary niezmiennicznej i przedstawiamy to przy minimal-
nych zatozeniach. Ponadto w pracy zbadamy twierdzenia graniczne dla tanicucha
Markowa generowanego przez spacer losowy, odpowiadajacy zadanemu stochastycz-
nemu uktadowi dynamicznemu. W tym przypadku przedstawimy dowod centralnego
twierdzenia granicznego i prawa iterowanego logarytmu nie tylko dla stacjonarne-
go tancucha Markowa, ale takze dla tanicucha Markowa startujacego z dowolnego
punktu na okregu.

Wrtasnosci uktadéw dynamicznych sg szeroko badane na réznych przestrzeniach.
W pracy zajmujemy sie uktadami generowanymi przez losowe homeomorfizmy okre-
gu. Kluczowym zatozeniem jest wtasnos¢ minimalnosci dziatania takiego uktadu
(implikujacej gestosé orbit). W dowodzie istnienia jedynej miary niezmienniczej ko-
rzystamy z e-wlasnosci oraz jej zmodyfikowanej wersji, powstalej na potrzeby tych
badan. Dowodzac twierdzen granicznych, wykorzystujemy wyniki Y. Derrienica oraz
M. Lina, a takze O. Zhao oraz M. Woodroofe’a.

1.1 Stochastyczne uklady dynamiczne

Uktady dynamiczne moga podlegaé¢ losowym zaburzeniom, wynikajacym na przy-

ktad z czynnikéw zewnetrznych lub ze zmienno$ci ich parametréow. Mimo wystepo-



1.1. STOCHASTYCZNE UKLADY DYNAMICZNE

wania zaburzen, rozwd6j takich ukladéw nadal moze by¢ na pewnym poziomie prze-
widywalny. Badaniem statystycznych wtasnosci uktadéw dynamicznych zajmuje sie
teoria ergodyczna. Odkrycia dokonywane w tym obszarze maja znaczenie nie tylko
w matematyce, ale takze w dziedzinach nauki takich jak fizyka, biologia czy chemia
(zobacz np. [26]).

Teorie stochastycznych uktadéw dynamicznych mozemy okreslié jako badajaca
niezalezne losowe kompozycje transformacji danej przestrzeni. Jednym z podstawo-
wych modeli ilustrujacych to zjawisko jest tak zwany iterowany uktad funkcyjny
(z prawdopodobienistwem). Sktada sie on z rodziny odwzorowan danej przestrzeni
oraz przyporzadkowanych im prawdopodobienstw. Ewolucja rozktadu zmieniajace-
go sie w kolejnych krokach nastepuje w wyniku losowego wyboru przeksztalcen.
Teoria iterowanych uktadéw funkcyjnych na ogo6t zajmuje sie wlasnosciami dziatan
generowanych przez skoniczone rodziny transformacji. W pracy nie ograniczamy sie
do tego zalozenia. Zbiér generatorow bedzie mogt by¢ nieskoriczony, w tym takze
nieprzeliczalny.

Rozwo6j w czasie stochastycznego uktadu dynamicznego mozna opisa¢ za pomoca
procesu stochastycznego. Jednym ze znanych modeli jest proces Markowa, opisujacy
uktad, w ktorym dany stan zalezy tylko od stanu bezposrednio go poprzedzajace-
go, a nie zalezy natomiast od stanéw wczesniejszych. Naturalne wydaje sie pytanie
o stabilnos¢ takiego uktadu, czyli o to, czy niezaleznie od rozktadu poczatkowego
rozklad procesu stochastycznego zbiega wraz z uptywem czasu do tej samej miary
(stacjonarnej).

Przyjrzyjmy sie blizej zjawisku badanemu w pracy. Niech (G, o) bedzie topolo-
giczna polgrupa o elementach 7z grupy odwzorowan pewnej przestrzeni zwartej S,
w ktorej istnieje porzadek. Zbior generatorow poétgrupy G moze by¢ nieskonczony,
w tym nieprzeliczalny. Niech dana bedzie pewna miara probabilistyczna v na G.
Trojke (S, G, v) nazywaé bedziemy stochastycznym uktadem dynamicznym. Uktad
ten generuje lewostronny spacer losowy po S. Przez taki spacer rozumiemy loso-
wy ciagg w — (9" )nen elementéw G zdefiniowany na przestrzeni probabilistyczne;j

(Q,P) = (GN, v®N) nastepujaco: dla w = (g, )neny € Q oraz n € N

gl = gn O+ 04

Zwieniczeniem pracy jest dowiedzenie centralnego twierdzenia granicznego oraz
prawa iterowanego logarytmu (oba twierdzenia dla procesu startujacego z punk-
tu) dla tancucha Markowa odpowiadajacego zadanemu spacerowi losowemu, gene-
rowanemu przez stochastyczny uktad dynamiczny (S', G, v), gdzie G jest polgrupa

homeomorfizmoéw okregu.
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ROZDZIAY, 1. WPROWADZENIE

1.2 Twierdzenia graniczne

Istotnym zagadnieniem dotyczgcym proceséw stochastycznych sg wlasnosci ich
rozkltadow granicznych. Do najstynniejszych twierdzen w tej dziedzinie nalezg cen-
tralne twierdzenie graniczne oraz prawa wielkich liczb, a takze prawo iterowanego
logarytmu. Centralne twierdzenie graniczne okresla warunki, w ktorych rozktad od-
powiednio unormowanej sumy niezaleznych zmiennych losowych zbiega stabo do roz-
ktadu normalnego. Twierdzenie to jest istotne, poniewaz wynika z niego, ze metody
statystyczne oraz teorii prawdopodobienstwa, majace zastosowanie wobec zmien-
nych losowych o rozktadzie normalnym, moga by¢ takze wykorzystane w przypad-
kach innych typoéw rozktadow.

Przed podaniem twierdzenia przypomnimy, czym jest staba zbiezno$¢ miar.

Definicja 1.1. Niech (S, B(S)) bedzie metryczna przestrzenia mierzalna, gdzie B(S)
jest o-algebra zbioréw borelowskich. Méwimy, ze cigg dodatnich miar probabilistycz-
nych (1, )nen, na przestrzeni (S, B(S)) zbiega stabo lub wedtug rozktadu do dodatnie;
miary probabilistycznej p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej ograniczonej, ciagtej
funkcji f : S — R zachodzi

[t —= [ fan

n—oo

Uwaga 1.2. Jest wiele sposobéw metryzowania stabej zbieznosci. Jednym z nich
jest uzycie metryki Wassersteina dy, zdefiniowanej nastepujaco. Niech (S, d) bedzie

zwartg przestrzenig metryczng. Dla dowolnych miar p;, po ograniczonych na S

3

gdzie supremum jest rozwazane po wszystkich funkcjach lipschitzowskich na S o sta-

dy (1, p2) = SUP{‘/ @dpy — / edps
© S S

tej Lipschitza mniejszej lub réwnej 1. Metryka Wassersteina zalezy wiec od metryki
d. Mimo tego zbieznos¢ w stabej topologii jest rbwnowazna zbieznosSci w metryce

Wassersteina.

Wiecej na temat metryk w kontekscie stabilnosci uktadu mozna przeczytad
w ksiazce [34], ktorej autorem jest bulgarski matematyk Svetlozar Rachev.

Jednym z gléwnych zagadnien naszej pracy jest centralne twierdzenie graniczne.
W swej pierwotnej wersji zostato ono sformutowane dla ciggu niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie, X, Xs, . ... Jezeli rozktad tych zmiennych
ma warto§¢ oczekiwang m oraz skoficzong wariancje o2, to rozklad zmiennej lo-
sowej kil(Xk —m)/y/n przy n — oo zbiega stabo do N(0,0?), czyli do rozkladu

normalnego o $redniej 0 oraz wariancji o2.
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1.2. TWIERDZENIA GRANICZNE

Przytoczyliémy wersje centralnego twierdzenia granicznego dla zmiennych loso-
wych o jednakowym rozktadzie. Wariantow tego twierdzenia powstato jednak wiele.
W przypadku centralnego twierdzenia granicznego dla taricuchéw Markowa, mozemy
sprowadzi¢ je do poszukiwan granicy

X x )12
g, [£O) o)

n— o0 \/ﬁ ’

gdzie (X, )nen jest tancuchem Markowa odpowiadajacym stochastycznemu uktadowi

dynamicznemu (S, G, v), a ¢ jest dowolna funkcja Lipschitza scentrowana wzgledem
miary niezmienniczej p, dla operatora Markowa P odpowiadajacego (S, G, v). Wte-
dy zachodzi staba zbieznos¢

QO(X1> +oee @(Xn) stabo
\/ﬁ n— o0

Mozemy zauwazy¢, ze powyzsza zalezno$¢ jest podobna do pierwotnej wersji central-

N(0,0%).

nego twierdzenia granicznego, lecz dotyczy nie tylko dowolnego tancucha Markowa,
ale ponadto przetransponowanego przez funkcje ¢, tak zwana obserwable.

Mowiac o twierdzeniach granicznych, trudno nie wspomnie¢ o mocnym prawie
wielkich liczb. Zachodzi ono, gdy scentrowany i usredniony ciag zmiennych loso-
wych zbiega do zera z prawdopodobienstwem 1. W pracy nie przedstawiamy dowo-
du mocnego prawa wielkich liczb, poniewaz przy naszych zatozeniach jest to prosta
konsekwencja znanych twierdzen (zobacz na przyktad [6]).

Kolejnym twierdzeniem granicznym, ktére wykazemy, jest prawo iterowanego lo-
garytmu. Opisuje ono rozmiar fluktuacji spaceru losowego. Podczas gdy prawa wiel-
kich liczb mowia o zbieznosci sredniej okreslonych zmiennych losowych do zera (za-
rowno prawie wszedzie, jak i z prawdopodobienistwem 1), za$ centralne twierdzenie
graniczne traktuje o sumie zmiennych losowych, skalowanej przez n=/2, ktorej roz-
ktad zbiega do rozktadu normalnego (a tym samym gorna granica skalowanej sumy
zmiennych losowych zbiega do nieskoriczonosci), prawo iterowanego logarytmu poda-
je warunki zbiezno$ci sumy zmiennych losowych prawie na pewno do 1. Uzyskujemy
to za pomoca skalowania przez (UW)A. Dzieki temu prawo iterowanego
logarytmu rozroznia zbiezno$é¢ prawie wszedzie i zbieznos¢ z prawdopodobieristwem
1, czego nie widzi mocne prawo wielkich liczb.

W swej pierwotnej wersji prawo iterowanego logarytmu dotyczy ciagu nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie, Xi, X5, .... Jedli ten roz-
ktad posiada wartos¢ oczekiwang 0 oraz wariancje rowna 1, to gérna granica ciagu
<j: > Xk> /+v/2nloglogn przy n — oo wynosi 1 prawie na pewno.

Podobme jak dla centralnego twierdzenia granicznego, mozna rozwaza¢ prawo

iterowanego logarytmu dla tancuchéow Markowa. Wtedy dla wprowadzonego wyzej

12



ROZDZIAY, 1. WPROWADZENIE

tancucha Markowa (X,,),en granica gorna

X X,
limsupw( )+ 4ol ):O'>O

n—00 v2nloglogn

istnieje z prawdopodobienistwem 1.

W pracy dowodzimy centralnego twierdzenia granicznego oraz prawa iterowanego
logarytmu dla taricucha Markowa odpowiadajacego spacerowi losowemu sktadajace-
mu si¢ z losowych homeomorfizméw okregu, z grupy Homeo(S'). Wyniki dotycza
takze wlasnosci granicznych w przypadku, gdy tancuch Markowa startuje z dowol-

nego punktu na okregu, a nie tylko z rozktadu stacjonarnego.
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Rozdziat 2

Podstawowe wlasnosci ukltadow

dynamicznych

Zanim przejdziemy do badan na okregu S*, ktore sa gléwnym wynikiem pracy,
przedstawimy ogoélne wtasnosci operatorow Markowa i innych obiektow, ktére nas
interesuja, na przestrzeniach metrycznych polskich (osrodkowych i zupelnych). Dla

niektorych wlasnosci bedziemy wymagali, aby przestrzen byta zwarta.

2.1 Operatory Markowa-Fellera

Niech (S,d) bedzie przestrzenia metryczng polska. Przez B(z,r) oznaczaé be-
dziemy otwarta kule o srodku w x € S i promieniu r > 0, czyli B(z,r) ={y € S :
d(x,y) < r}. Przez |J| rozumiemy Srednice zbioru J C S, czyli kres gorny odleglosci
miedzy dwoma dowolnymi punktami w J:

|J| = sup d(z,y).
r,yeJ

Przez C(S) oznacza¢ bedziemy przestrzen funkcji ciagtych na S o wartosciach
w R, wyposazona w norme supremum || - ||. Przez M(S) rozumiemy zbior wszyst-
kich miar skoficzonych, okreslonych na o-algebrze zbiorow borelowskich B(S). Niech
My (S) € M(S) bedzie zbiorem wszystkich miar probabilistycznych.

Dla kazdej ograniczonej funkcji borelowskiej f : S — R i kazdej miary u € M(S)

wprowadzamy oznaczenie:

(o) = [ T@p(da).

Oznaczenie to, w dalszych cze$ciach pracy nalezy rozumieé¢ jako odnoszace sie do
aktualnie rozwazanej przestrzeni S. Zatem w rozdziale 3 powyzsza catka bedzie po

okregu S*.
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ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE WELASNOSCI UKEADOW DYNAMICZNYCH

Odwzorowanie P : M(S) — M(S) nazywamy operatorem Markowa, jesli posiada

nastepujace wtlasnosci:
L. Vaper, Vunemes) Plap+ Bn) = aPu+ BPn,
2. Yuems) Pu(S) = u(S).

Operator Markowa P nazywamy operatorem Fellera, jesli istnieje liniowy operator
U:C(S)— C(S) o whasnosci

Vieos)Vuemes) (Uf, ) = (f, Pp).

Operator P jest operatorem dualnym do U, natomiast U nazywamy operatorem
predualnym do P. Operator U mozna naturalnie rozszerzy¢ na przestrzen B(S)
wszystkich ograniczonych funkeji borelowskich. W dalszej czeSci pracy bedziemy
przyjmowali, ze mamy rozszerzony operator U.

Miare p € M(S) nazywamy niezmienniczg (lub doktadniej P-niezmienniczq),
jesli Pu = p. Miara ta jest ergodyczna, gdy kazda U-niezmiennicza funkcja f € C(S)
jest u—p.w. stala.

Operator Markowa P nazwiemy asymptotycznie stabilnym, jesli posiada jedyna
miare niezmiennicza p, € M;(S) i ponadto dla kazdej miary u € M;(S) ciag
(P")nen zbiega stabo do .., czyli

Yscws) lm [ f@)P u(de) = [ f@)p.(do),

Operatory Markowa na przestrzeniach polskich, a takze istnienie dla nich miar

niezmienniczych, sa przedmiotem badan miedzy innymi w pracy [37].

2.2 Miara niezmiennicza na zbiorze zwartym

Niech ©® € M;(S). Rodzine miar © nazywamy ciasng, jezeli dla kazdego ¢ > 0
istnieje zbior zwarty K C S taki, ze u(K) > 1 — e dla wszystkich p € ©.

Uwaga 2.1. W szczegblnosci na przestrzeni polskiej rodzina miar jednoelementowa
© = {u} jest ciasna. Wynika to bezposrednio z lematu Ulama, ktory mowi, ze jesli
mamy dodatnia skonczona miare borelowska u € M(S) na przestrzeni polskiej S,
to dla kazdego £ > 0 istnieje zbiér zwarty K C S taki, ze u(S\ K) < e.

Z pojeciem ciasno$ci zwigzane jest twierdzenie Prochorowa, ktore wskazuje zalez-
no$¢ miedzy ciasno$cia miar a staba zbieznoScia w przestrzeni miar probabilistycz-

nych. W pracy skorzystamy z ponizszego sformulowania twierdzenia Prochorowa.
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2.2. MIARA NIEZMIENNICZA NA ZBIORZE ZWARTYM

Twierdzenie 2.2 (Twierdzenie Prochorowa). Niech (pi,)nen bedzie ciggiem miar
probabilistycznych na przestrzeni metrycznej (S,d). Jezeli rodzina {p, : n € N}
jest ciasna, to dany cigg miar posiada podcigg stabo zbiezny, czyli istnieje miara

probabilistyczna u € My(S) taka, ze p,, — p stabo przy ny — oco.

Dowdd twierdzenia Prochorowa mozna znalezé¢ w [5].

Zauwazmy, ze na przestrzeni zwartej kazda rodzina miar jest ciasna. Od teraz
bedziemy zakladaé, ze (S, d) jest zwarta przestrzenia metryczna.

Jednym z kluczowych odkryé¢, z ktorych korzystamy w pracy, jest twierdzenie
Krylowa-Bogolubowa o istnieniu miary niezmienniczej. Oryginalnie twierdzenie to
dotyczylo operatora transportu miary (tw. 2.3 ponizej). W pracy bedziemy korzystac¢
z wersji tego twierdzenia sformutowanej dla operatoréow Fellera, dlatego podamy ja
nizej wraz z dowodem (tw. 2.4). Dowod jest analogiczny jak w przypadku operatora

transportu miary.

Twierdzenie 2.3 (Twierdzenie Krytowa-Bogolubowa dla operatora transportu mia-
ry). Niech (S,d) bedzie zwartq przestrzenig metryczng i niech T : S — S bedzie
funkcjq ciggtq. Wtedy T posiada niezmienniczq borelowskq miare probabilistyczng,
czyli istnieje miara p € My(S) taka, Ze dla dowolnego A € B(S)

i (T71(A)) = u(A).

Twierdzenie 2.4 (Twierdzenie Krylowa-Bogolubowa). Niech (S, d) bedzie zwartg
przestrzeniqg metryczng, o P : M(S) — M(S) — operatorem Fellera okreslonym na
borelowskich miarach skoniczonych zdefiniowanych na tej przestrzeni. Wtedy P po-
stada przynagmniej jedng niezmienniczg miare probabilistyczng, czyli istnieje miara

€ My(S) taka, ze dla dowolnego A € B(S)

Dowdd. Ustalmy p € M;(S). Poniewaz S jest zbiorem zwartym, to rodzina

P ce. 4 pn—l
{un::M+ potoct M:nEN}
n

jest ciasna rodzing miar probabilistycznych. Z twierdzenia Prochorowa (tw. 2.2) ciag
miar (i, )nen posiada zatem podciag stabo zbiezny, czyli istnieje miara p, € M;(S)
taka, ze dla pewnego podciagu (ny)gen zachodzi

:M+Pﬂ++Pnk—1M stabo

T %
Ny, ng— 00
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ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE WELASNOSCI UKEADOW DYNAMICZNYCH

Zauwazmy, ze

M+Pu+...+Pnk*1M
_PLL+P2M++PnkM_ Pnkll M stabo
—~ = fln, + - = =22,
N N ng Ne—0

Bez trudu sprawdzamy, ze operator Fellera P jest operatorem stabo ciaglym, wiec

i wobec tego

[]

W pracy skorzystamy takze ze zmodyfikowanej wersji twierdzenia ergodyczne-
go Birkhoffa, znanej tez jako indywidualne twierdzenie ergodyczne lub twierdzenie
ergodyczne Kakutaniego ([18, Theorem 1], zobacz tez [41, Theorem 5.2.4.]), ktore

dotyczy operatora U i zbiezno$ci po trajektoriach.

Twierdzenie 2.5 (Indywidualne twierdzenie ergodyczne, |18, Theorem 1]). Niech
(S, d) bedzie zwartq przestrzeniq metryczng. Niech P bedzie operatorem Fellera z ope-
ratorem predualnym U 1 niech p bedzie miarg niezmienniczqg dla P. Dla kazdej funk-
cji mierzalnej © ograniczonej f 1S — R istnieje funkcja mierzalna i ograniczona
g:S — R taka, ze:

fW) +Ufy) +---+ U f(y)

n n—oo

9(y) dla p—p.w. y.

Ponadto jesli u jest miarg ergodyczng, to

fW)+Uf(y)+---+ U fy)

n n—00

(f,n) dla p-—p.w.y.

Poniewaz przestrzen S jest zwarta, kazdy operator Fellera posiada przynajmniej
jedna miare niezmiennicza z twierdzenia Krylowa-Bogolubowa (tw. 2.4). Zauwazmy,
ze aby udowodni¢ jedynos$¢ miary niezmienniczej, mozna wykazac istnienie jedynej
miary ergodycznej, poniewaz miary ergodyczne sa punktami ekstremalnymi zbioru
wszystkich miar niezmienniczych (|1, Theorem 19.25]). Ponadto dla kazdej miary
niezmienniczej p istnieje reprezentujaca ja miara p, na zbiorze wszystkich miar

ergodycznych &£ na S, taka, ze dla kazdego zbioru mierzalnego A

u(A) = [ n(A)p,(dn).
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Inaczej mowiac, kazda miara niezmiennicza jest kombinacja wypukla miar ergo-
dycznych (niezmienniczych). Pelne twierdzenie mozna znalezé w monografii Viany
i Oliveiry, [40, Theorem 5.1.3].

Pierwotnie wlasno$¢ dekompozycji miary udowodnit Rohlin dla uktadéw dyna-
micznych ([35], zobacz tez [40]). Pozniej zagadnieniem zajmowali sie miedzy innymi
Kifer i Pirogov ([19]). W pracy odwolujemy si¢ do twierdzenia opracowanego przez
D. Worma, dlatego ze zajmowal si¢ on zagadnieniem szczegétowo pod katem miar

niezmienniczych dla operatoréw Markowa.

2.3 Jedyno$¢ miary niezmienniczej, e-wlasnosé

Jedng z istotnych wtasnosci pomocnych w dowodzie istnienia jedynej miary nie-
zmienniczej jest tak zwana e-wtasnos¢ dla operatorow Markowa. Zostata ona wpro-

wadzona w pracy [23]. Przez (S, d) nadal rozumiemy zwarta przestrzenia metryczna.

Definicja 2.6. Mowimy, ze operator Fellera P : M(S) — M(S) posiada e-wltasnosé
w punkcie z € S, jesli dla dowolnej funkeji Lipschitza ¢ : S — R zachodzi

lim sup |U"¢(x) — U"p(y)| =0, (2.3.1)

YT neN

gdzie U jest operatorem predualnym do P.

Jezeli operator Fellera P : M(S) — M(S) bedzie posiadaé e-wtasnosé¢ w kazdym
punkcie x € S, to bedziemy mowi¢ po prostu, ze P posiada e-wlasnosé.
Znanym faktem, pomocnym przy wykazaniu e-wtasnosci dla P, jest ponizsze

stwierdzenie.

Fakt 2.7. Jesli przy zadanej metryce operator P posiada e-wtasno$é, to posiada jg

takze w metryce rownowazne;.

Dowdd. Poniewaz przestrzen S jest zwarta, to funkcje Lipschitza sa geste w C/(.5).
Zatem warunek (2.3.1) jest spelniony dla kazdej funkcji ciaglej w odpowiadajacej

metryce, a tym samym dla kazdej funkcji ciagtej w metryce rownowaznej. O]

Symbolem supp p bedziemy oznaczali no$nik miary u, to znaczy
supp == {x € S : =0 u(B(z,r)) > 0}.

Zauwazmy, ze supp p jest zbiorem domknietym.
Z kolei symbolem supp f dla funkcji f : S — R bedziemy oznaczali jej nosnik, to

zZnaczy

supp f :={x € S: f(z) # 0}.
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Lemat 2.8. Niech P bedzie operatorem Fellera, ktory posiada e-wlasnosé. Wtedy
dla dowolnych dwdch roznych miar ergodycznych p,n € M(S) zachodzi warunek

supp p Nsuppn = 0.

Dowadd. Niech P bedzie operatorem Markowa, a U — operatorem predualnym do
P. Przypusémy, ze istnieje x € supp p Nsuppn, gdzie p i 1 sa dwiema réznymi pro-
babilistycznymi miarami ergodycznymi na S. Dla dowolnej funkeji lipschitzowskiej

¢ : S — R, na mocy indywidualnego twierdzenia ergodycznego (tw. 2.5), zachodza

zbieznosci:
+U +ee+ Ut
©(y) e(y) p p(y) — (p,uy dla p—p.w. y, (2.3.2)
U o4 pynt
o(z) + Up(2) —; + ©(2) — (p,m) dlan-—p.w. z. (2.3.3)

Ustalmy € > 0. Poniewaz P posiada e-wlasnos¢, to dowolnie blisko x znajdziemy
y € supp i oraz z € suppn takie, ze zachodza odpowiednio warunki (2.3.2) i (2.3.3)

oraz dla dowolnego n € N
|Up(z) — Up(y)| < e oraz |U"p(x) —U"p(z)| < e. (2.3.4)

Poniewaz € > 0 byl dowolny, to ze zbieznosci (2.3.2) i (2.3.3) otrzymujemy, ze dla
funkcji lipschitzowskiej ¢ : S — R zachodzi

(@, 1) = {(p,m).

Poniewaz ¢ byta dowolng funkcjg lipschitzowska, to warunek ten prowadzi do row-
nosci miar. Istotnie, gdyby u # mn, istniatlby zbiér domkniety A C S, taki, ze
n(A) < n(A) lub n(A) < wu(A). Zalozmy pierwsza z tych nieréwnosci. Z ciaglo-

Sci miary istnieje wowczas £ > 0 takie, ze
H(AS) < n(A), (2.3.5)

gdzie A = {z € S : d(z,A) < &} oznacza {-otoczke zbioru A. Oczywiscie A jest
zbiorem otwartym, wiec borelowskim.

Niech A = max {O, 1-— %d(x, A)} Wowczas
Ta<h <
i wobec tego

n(A) < (. n) = (p, ) < p(A%),

co przeczy warunkowi (2.3.5).
Druga nieréwnosé, n(A) < p(A), wykluczamy analogicznie. W ten sposob kon-

czymy dowod réwnosci p = ). O]
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2.3. JEDYNOSC MIARY NIEZMIENNICZEJ, E-WELASNOSC

Wprowadzmy nastepujace definicje.

Definicja 2.9. Moéwimy, ze operator Fellera P z operatorem predualnym U posiada
asymptotyczng e-wtasnosé w Sredniej w punkcie x € S, jezeli dla kazdej funkcji

Lipschitza ¢ : S — R zachodzi

> (Urelx) = Ure(y))

k=1

:07

L 1
lim lim sup —
Y= n—ooo N

gdzie U jest operatorem predualnym do P.

Definicja asymptotycznej e-wtasnosci w sredniej opiera sie na e-wtasnosci w sensie

Ceséaro i zostala wprowadzona przez D. Worma w [41].

Definicja 2.10. Méwimy, ze operator Fellera P z operatorem predualnym U posiada
e-wtasnosé w sensie Cesdro w punkcie x € 5, jezeli dla kazdej funkeji Lipschitza
¢ S — R zachodzi

, 1
lim sup —
Y7TneN N

=0,

> (Uolo) - U%)

k=1

gdzie U jest operatorem predualnym do P.

W przypadku gdy operator P bedzie posiadal asymptotyczna e-wtasnosé w $red-
niej lub e-wlasnos$¢ w sensie Cesaro w kazdym punkcie x € S, bedziemy moéwié po
prostu, ze operator P posiada odpowiednio asymptotyczng e-wtasnosé w sredniej

lub e-wlasnos$é¢ w sensie Cesaro.

Uwaga 2.11. Zauwazmy, ze w lemacie 2.8 zamiast e-wlasnosci wystarczy zatozyé,
ze operator P posiada e-wlasnosé w sensie Cesaro lub asymptotyczng e-wlasnosé

w Sredniej.

Podana e-wlasnosé w sensie Ceséro jest silniejsza od asymptotycznej e-wlasnosci
w $redniej; ta jednak wystarczy do udowodnienia gtoéwnego twierdzenia dotyczacego
istnienia miary niezmienniczej przy naszych zatozeniach. Pomocny w tym bedzie

ponizszy lemat.

Lemat 2.12. Niech P bedzie operatorem Fellera i niech . € My (S) bedzie ergodycz-
ng miarg niezmienniczq dla P. Jesli P posiada asymptotyczng e-wtasnosé w Sredniej

w punkcie x € SUPP s, Lo cigg (Tll > Pkéx) zbiega stabo do ..
k=1 neN

Dowdd. Niech P bedzie operatorem Fellera z miara ergodyczng pu, € M1(S). Wezmy

dowolny punkt x € supppus i zalézmy, ze P posiada asymptotyczna e-wtasnosé

w $redniej w punkcie x. Ustalmy funkcje lipschitzowska ¢ : S — R. Poniewaz P
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posiada asymptotyczng e-wlasno$¢ w Sredniej w punkcie x € supp ps, to zachodzi

warunek

lim lim sup 1 zn: (Ukw(x) — ngo(y))‘ =0, (2.3.6)

Y=7T p—osoco N b—1

gdzie U jest operatorem predualnym do P.
Podobnie jak w dowodzie lematu 2.8, z indywidualnego twierdzenia ergodycznego
(tw. 2.5) zachodzi zbieznos¢

oe(y) +Up(y) +---+ U o(y)

n n—oo

(p, ps) dla p,—p.w. y. (2.3.7)

Ustalmy ¢ > 0. Z warunku (2.3.6) wynika, ze dowolnie blisko = € supp p. znajdziemy
y € supp /. speliajacy warunek (2.3.7) oraz Ny € N takie, ze dla wszystkich n > Ny
zachodzi

1 n

— 13" (UFp(z) = Ure(y)

L e

< €.

Dzieki temu

1 n
limsup|Zng0 z:U’IC ‘—limsup
=1

n—oo n =1 n—o0

Przy € — 0 otrzymujemy

LS URela) — ()| =0

lim

n—oo

Stad, ze zbieznosci (2.3.7) oraz korzystajac z tego, ze Up(z) = (U, d,) = (p, Pd.),

otrzymujemy
1 n
lim —ZUk = lim —ZUk = lim =Y (g, P"6,) = (¢, ),

gdzie U%p := . Poniewaz ¢ byla dowolng funkcja lipschitzowska, dostajemy staba
zbieznos¢
k slabo
N Z P, 7 [,
=1

co konczy dowdd.
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Rozdzial 3
Ergodycznosé uktadu na okregu

W niniejszym rozdziale przeprowadzimy dowdd istnienia jedynej miary niezmien-
niczej dla operatora Markowa generowanego przez stochastyczny uktad dynamiczny
ztozony z losowych homeomorfizmoéw okregu. Podobny wynik uzyskany dla iterowa-
nego uktadu funkcyjnego generowanego przez nieprzeliczalng rodzine homeomorfi-
zmoOw okregu, o zadanej gestosci prawdopodobienstwa, opublikowany zostal w pracy

[29]. Uogoblniamy tamten wynik, przyjmujac stabsze zalozenia.

3.1 Nieskoniczona rodzina funkcji na okregu

Uktady losowe na okregu sg przedmiotem badan od wielu lat — patrz |2, 12, 13,
33, 38]. Na ogot zakladane byto, ze uktad funkcyjny sktada sie ze skorczenie wielu
transformacji. Niedawno D. Malicet w pracy [31] udowodnit istnienie jedynej mia-
ry niezmienniczej (ergodycznej) dla iterowanych uktadow funkcyjnych na okregu,
nie zaktadajac, ze rodzina transformacji jest skoniczona lub przeliczalna. W dowo-
dzie skorzystal z zasady niezmienniczosci uzyskanej przez A. Avile i M. Viane (zob.
[3]). W ponizszych badaniach wykorzystujemy natomiast e-wtasnos¢, ktora zosta-
la wprowadzona w [23] oraz niezaleznie w [27]. Jest to bardzo uzyteczne narzedzie
przy badaniu ergodycznych wtasnosci operatorow Markowa (por. [41]). Pokazemy,
ze e-wlasno$¢ moze by¢ tatwo zweryfikowana i uzyta do wykazania jedynosci miary
niezmienniczej przy naszych zaltozeniach.

Podobne zagadnienia dotyczace synchronizacji (rozumianej jako zbieznosé orbit
startujacych z roznych punktow, iterowanych przez ten sam ciagg losowych transfor-
macji) sg ostatnio przedmiotem intensywnych badan. A.J. Homburg w [17]| rozsze-
rzyl okrag do zwartej rozmaitosci, podczas gdy A. Gorodetski i V. Kleptsyn w [15]
badaja problem synchronizacji, rozwazajac nie tylko rézne przestrzenie (w tym tez

okrag), ale takze wyzsze wymiary.
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3.2 Dowdd jedynosci miary niezmienniczej

Przez S! bedziemy oznaczaé okrag z orientacja przeciwng do ruchu wskazowek ze-
gara. Dla z,y € S! przez [z, y| oznaczamy domkniety przedzial miedzy z a y zgodnie
z orientacja okregu. Odleglosé miedzy x a y oznaczamy przez d(x,y) i definiujemy
jako dtugosé¢ krotszego z przedziatow [x,y] i [y,z|. Zalozmy bez strat ogolnosci,
ze dhugosé okregu jest rowna 1. Metryka d jest rownowazna metryce euklidesowej.
Oczywiscie (S, d) jest przestrzenig metryczng zwarta.

Rozwazamy topologiczng polgrupe (G, o) generowana przez pewna rodzine ho-
meomorfizméw okregu. Niech v bedzie miara probabilistyczna zdefiniowana na G,
czyli [ov(dg) = 1. Miara v generuje na G lewostronny spacer losowy, czyli ciag
w = (g0)nen elementow losowych o wartosciach w G, zdefiniowany na przestrzeni

probabilistycznej (Q,P) = (GY, v®N) nastepujaco: dla w = (gn)neny € Q oraz n € N

g, = GgnO--0g1.

Poprzez dziatanie G okreslamy wtedy wszystkie zlozenia postaci g/, n € N, w € €.

Stochastyczny uktad dynamiczny (S!, G, v) generuje operator Markowa P postaci

VaenssnVaces Pr(A) = [ p(g™ (4)m(dg).

Operator P jest operatorem Fellera. Jego operator predualny U : B(S!) — B(S!)

jest postaci .
YyenisVaes: Uf(@) = [ flg(a)v(dg).

Zauwazmy, ze P oraz U sa v-u$rednieniami deterministycznych operatoréw indu-
kowanych przez homeomorfizmy g € G.

Wprowadzimy teraz pojecie minimalnosci dzialania G' przy zadanej mierze pro-
babilistycznej v, co bedziemy rozumieli takze jako minimalnos$¢ dziatania stocha-

stycznego ukladu dynamicznego (S', G, v).

Definicja 3.1. Niech dana bedzie polgrupa G elementéw z przestrzeni Homeo(S?).
Niech v bedzie miara probabilistyczng zdefiniowana na G. Powiemy, ze G dziala
minimalnie (lub ze dziatanie G jest minimalne), jezeli dla kazdego niepustego zbioru
A € B(SY) z faktu, ze g(A) C Adlav-p.w. g € G, wynika ze A = S’

Uwaga 3.2. Niech ¥ bedzie rodzing generatoréw grupy G. Jesli rodzina ta jest skon-
czona (patrz np. [31]), a jej generatorom przyporzadkowane jest dodatnie prawdopo-
dobienstwo, to dzialanie G jest minimalne wtedy i tylko wtedy, gdy orbita kazdego
punktu jest gesta. Przez orbite punktu z € S! rozumiemy zbiér startujacych z nie-

go trajektorii, czyli {gw(x) eSt:we U \I/”} Rownowaznie, G dziala minimalnie,
n=0
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gdy dla kazdego zbioru A C S!, ktory jest domkniety i W-niezmienniczy (g(A) C A
dla kazdego g € W), zachodzi albo A = (), albo A = S'. Zauwazmy, ze jezeli ro-
dzina generatoréw W jest nieprzeliczalna, a miara probabilistyczna jest dowolna, to
wtedy nadal z minimalnosci dziatania G wynika gestosé¢ kazdej orbity. W odwrotng
strone jednak zaleznos¢ nie zachodzi, poniewaz orbita punktu na okregu moglaby
by¢ gesta jedynie ze wzgledu na specyficzny generator w zbiorze W, ktory nie nale-
zy do suppv. W takim przypadku nie mozemy wnioskowa¢ minimalno$ci dzialania,
gdyz nie mamy wystarczajacych informacji na temat homeomorfizmoéw z supp v, dla

ktorych zachodzi poprzednik implikacji podanej w definicji 3.1.

Wtasnos¢ minimalnodci dzialania postuzy nam do udowodnienia e-wlasnosci
i w konsekwencji jedynosci miary niezmienniczej dla odpowiedniego operatora Fel-
lera. Zalezno$é te opisuje ponizsze twierdzenie. Wskazmy jeszcze, ze przez G—! ro-
zumiemy zbiér homeomorfizméw bedacych odwrotnodciami elementéw z G, czyli
G = {g7! : g € G}. Ponadto miare dla stochastycznego uktadu dynamicznego
(S', G, ) definiujemy nastepujaco: 7(g~') := v(g) dla kazdego ¢! € G~1.

Twierdzenie 3.3. Niech dana bedzie potgrupa G elementdw z przestrzeni Homeo(S!)
i niech v bedzie miarq probabilistyczng zdefiniowang na G. Jezeli G dziata mini-
malnie, to operator Fellera P odpowiadajgcy stochastycznemu uktadowi dynamicz-

nemu (S', G, v) posiada e-wlasnosé oraz ma jedyng miare niezmienniczq.

Dowdd. Dla stochastycznego ukladu dynamicznego (S',G™',70), gdzie v(g7!) =
v(g) dla kazdego ¢g~' € G™1, niech P bedzie odpowiadajacym mu operatorem Felle-

ra, czyli

VyemisVacasy Pr(A) = [ p(g(A)v(dg)

Niech [i bedzie miara niezmiennicza dla P. Taka miara istnieje na mocy twierdzenia
Krytowa-Bogolubowa (tw. 2.4), poniewaz okrag S! jest zwarty.
Potgrupa G~! dziala minimalnie, zatem kazdy niepusty zbior A € B(S'), dla
ktorego
g A CA dlav-op.w. g,

spetnia A = S*.
Pokazemy, ze supp i = S'. Mamy

1 = fi(supp fi) = Pfi(supp fi) = /G fi (g(supp 1)) v(dg).

Stad wynika

fi(g(supp 1)) =1 = fi(supp /i) dla v—p.w. g.
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zbior g(supp fi) jest domkniety, a supp i jest najmniejszym domknietym zbiorem
pelnej miary, wiec g(supp ji) D supp ji dla v—p. w. g. Stad g~ (supp ji) C supp ji dla
v-p.w. ¢g. Z minimalnodci dzialania G~! otrzymujemy supp ji = S*.

W nastepnym kroku pokazemy, ze miara [i jest bezatomowa. W tym celu zal6zmy
nie wprost, ze fi posiada przynajmniej jeden atom i niech u € S' bedzie atomem
o najwiekszej mierze i({u}) > 0. Taki atom istnieje, poniewaz i jest miara proba-
bilistyczna, a wige skoriczong. Rozwazmy zbior W = {v € St : i({v}) = a({u})}

wszystkich atoméw o najwickszej mierze. Miara fi jest niezmiennicza dla P, zatem

p({v}) = Pi{e}) = [ il{g(®)Dv(dg)

dla kazdego v € W. Z definicji v oraz W otrzymujemy, ze dla kazdego v € W

a{g(v)}) = p({v}) dlav-p.w. g,

a wiec g(v) € W dla v—p.w. g. Zbiér W musi by¢ skoniczony, a g € G s3 home-
omorfizmami, zatem dla v—prawie wszystkich g zachodzi g(W) = W i wobec tego
g ' (W) = W. Przeczy to minimalnosci dziatania G~!, poniewaz W = W # S’
PokazalisSmy wiec, ze [i jest miarg bezatomowa.

W kolejnym kroku wykazemy e-wilasnoé¢ dla P. Zdefiniujmy funkcje y : S'x St —
R, nastepujaco:

Vayest X(2,y) := min{p([z,y]), a([y, z]) }-

Dzieki temu, ze miara fi jest bezatomowa i jej nognikiem jest S, mozna tatwo poka-
zac, ze funkcja y jest metryka, a ponadto zbieznosé¢ w x jest rownowazna zbieznosci
w d.

Niech ¢ : S — R bedzie funkcjg Lipschitza wzgledem metryki x, czyli

Vayest () — ()] < x(x,y). (3.2.1)

Ustalmy z,y € S*. Z wlasnosci (3.2.1) oraz definicji operatora U mamy

|Ugp(x) — Up(y)| < / lp(g(z)) — @(g(y))lv(dg) <

Analogicznie

|Up(x) — Up(y)| </ lp(g()) — w(g(y))lv(dg) <
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Stad dla dowolnych z,y € S! dostajemy

Up(x) = Up(y)| < min{pa([z,y]), a(ly, 2])} = x(z,y).
Iterujac powyzsza nier6wnosé, otrzymujemy |U"p(x) — Up(y)| < x(x,y) dla kaz-
dego n € N i dla dowolnych z,y € S. Stad wnioskujemy, ze dla dowolnych z,y € S*

0 < lim sup [U"p(x) — Up(y)| < lim x(z,y) = 0.

Y7% neN

Dla dowolnie wybranej funkcji lipschitzowskiej wzgledem metryki y i dla kazdego
x € S' uzyskaliémy e-wlasnogé dla operatora P,

lim sup [U"p(x) — U"p(y)| = 0.

YT neN

Metryka x jest rownowazna metryce d, wiec na mocy faktu 2.7 operator P posiada
e-wlasnos¢ w metryce d.

Mozemy przej$¢ do ostatniej czesci dowodu, w ktorej wykazemy jedynos$é¢ miary
niezmienniczej dla operatora Fellera P. Zal6zmy nie wprost, ze istnieja dwie rézne
miary P-niezmiennicze p,v € M;(S'). Operator P posiada e-wlasno$é, wiec z le-
matu 2.8

supp i Nsuppv = 0.
Niech O bedzie zbiorem wszystkich otwartych odcinkéow I C S'\ (supp p U suppv)
takich, ze jezeli I = (a,b) to albo a € suppp i b € suppwv, albo a € suppv ib €

supp .
Nogniki miar p i v sg domkniete i rozltaczne, wiec istnieje I € O takie, ze

fullo) = nf (1) > 0.

Pokazemy, 7ze g(supp p) C supp p dla v—prawie wszystkich g € G. Wiemy, 7e

1 = p(supp ) = Pu(supp p) = /GM (gfl(SUPp H)) v(dg),

a wiec
p (g (suppp)) =1 dlav-p.w. g,
skad
g(supp ) C suppp dla v—p.w. g.
W ten sam sposob otrzymujemy, ze g(suppv) C suppuv dla v—prawie wszystkich
g € G. Zatem oznacza to, ze dla v—prawie kazdego g € G przedzial g(ly) posiada
oba konce w no$nikach p oraz v (kazdy koniec w innym no$niku).
Pokazemy, ze g(1y) € O dla v—prawie kazdego g € G. Wybierzmy dowolnie g € G.

Poniewaz przedzial g(ly) ma v-prawie na pewno jeden koniec w suppp a drugi
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koniec w supp v, to istnieje J € O takie, ze J C g(ly). Z definicji I, dostajemy, ze
fi(lo) < fi(J) < i(g(Lo)), a wige

f(ly) < fi(g(ly)) dla v—p.w. g. (3.2.2)

Poniewaz [i jest niezmiennicza, mamy

= [l (9(1s)) = )] v(dg).

Laczac powyzsze z wlasnoscia (3.2.2), dostajemy

fi(lo) = p(g(lo)) dlav-—p.w. g, (3.2.3)

co oznacza, ze g(Ip) € O dla v—prawie wszystkich g € G.

Okreslmy Z :={J € O : a(J) = i(ly) }. Zbiér T jest skoniczony, poniewaz sktada
sie z otwartych, roztacznych przedzialow o tej samej dodatniej mierze, a miara i
jest ograniczona.

Pokazemy, ze g(Z) C Z dla v—prawie wszystkich g € G. Ustalmy przedzial J € 7
oraz wezmy dowolne g € G. Przedzial g(J) ma v—prawie na pewno korice zaréwno

W supp /4, jak i w suppv. Wtedy istnieje M € O takie, ze M C g(J). Zatem

i(J) = f(lo) < (M) < i(g(J)).

Podobnie jak (3.2.3) otrzymujemy, ze

p(J) = i(g(J)) dlav-p.w. g.

Whioskujemy, ze g(J) € O oraz g(J) € Z, co oznacza, ze g(Z) C Z dla v—prawie
wszystkich g. Zbior 7 jest skonczony, zas g € GG s3 homeomorfizmami, wiec otrzy-
mujemy, ze g(Z) = Z dla v—prawie kazdego g € G.

Zdefiniujmy jeszcze E jako zbior wszystkich koncow przedzialow z Z. Podobnie
jak Z, zbior E jest skonczony. Elementy zbioru Z sa roztaczne, wiec g(E) = E dla

v-prawie kazdego g € G. Zbior E jest domkniety, niepusty i w szczegolnosci
-1
g (E)CFE dlav—p.w. g,

ale £ # S!. Fakt ten przeczy zalozeniu o minimalnoéci dziatania G~!. Zatem P
posiada jedyna miare niezmienniczg i dowod zostal ukoriczony.

]
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Kolejne twierdzenie wigze minimalnos$é¢ dzialania oraz istnienie jedynej miary nie-

zmienniczej dla odpowiadajacego operatora Fellera.

Twierdzenie 3.4. Niech dana bedzie potgrupa G elementow z przestrzeni Homeo(S?!)
@ niech v bedzie miarg probabilistyczng zdefiniowang na G. Jezeli G dziata minimal-
nie, to operator Fellera P odpowiadajgcy stochastycznemu uktadowi dynamicznemu

(S', G, v) posiada jedyng miare niezmienniczq.

Dowdd. Niech P oraz P beda operatorami Fellera odpowiadajacymi odpowiednio
stochastycznym uktadom dynamicznym (S', G, v) oraz (S!,G™1, 1), gdzie, przypo-
mnijmy, 7(g7"!) := v(g) dla kazdego g~' € G~'. Z twierdzenia 3.3 operator P posia-
da jedyna miare niezmiennicza, ktorg oznaczymy jako fi. Z dowodu twierdzenia 3.3
mozemy wywnioskowaé, ze P posiada jedyna miare niezmiennicza, jesli supp i = S.

Zalozmy wiec, ze supp ji # S'. Istnieje zatem przedziat (a,b) C S'\ supp fi. Dla

=(g1,...,9,) € G" przyjmijmy oznaczenie g, = g, o - -- 0 g;. Zauwazmy, ze

fll(a,)) = Pil(a,b)) = [ lg((a,b)v(dg) = 0.

Zatem dla v—prawie wszystkich ¢ € G mamy [i(g((a,b))) = 0. Poprzez analogie dla
kolejnych iteracji otrzymujemy, ze dla kazdego n € N i dla v®"—prawie wszystkich

w € G™ zachodzi

filg.((,0))) = 0. (3.2.4)

Dla n € N niech 2 bedzie zbiorem tych w € G, dla ktorych wlasnosé (3.2.4)
jest spetniona. Oczywiscie v9"(Q*) = 1 dla kazdego n € N. Zdefiniujmy zbior

So=U U g((a,b))
n=1weQ}
Zbior Sy jest sumg przedzialow otwartych, wiec jest otwarty.
W nastepnym kroku pokazemy asymptotyczng e-wlasnos¢ w sredniej dla P. Wy-
bierzmy dowolnie punkt = € (a,b) oraz otwarty przedzial I taki, ze I C (a,b). Ciag

<711 znj 15’“590) zbiega stabo do fi, poniewaz [i jest jedyna miarg niezmiennicza dla
k=1 72 neN
operatora P.

Poniewaz fi(]) = 0, mozemy wybraé¢ taka funkcje h € C(S'), dla ktorej supph C
(a,b) oraz 1; < h. Niech U bedzie operatorem predualnym do P. Wtedy

n

Z<h P*6,) —— (h, i) = 0.

SRS

— LS, P <

k=1

3\'—‘

1~
N U*14(z
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Ponadto zachodzi

— Z U*14(x

:le / /]lf(gflO--'Oggl(f))V(dgl)'--V(dgk):
- ii / /ﬂgko--ogl(n(fﬁ)V(dgl) .- v(dgy) = (325)
::Lkz:/ /ﬂ{x}(gko"'091([))’/((191)--"/(‘1%):

:fz/ /n{x} 9.(D) v**(dg.).

Niech ¢ : S' — R bedzie funkcja lipschitzowska o stalej Lipschitza L. Ustalmy
e > 0 i wybierzmy skonczony zbior {zo,...,xn} C S' taki, ze d(z;,zi41) < £
dla kazdego ¢ € {0,..., N}, przy czym zx,1 = o. Korzystajac z rownosci (3.2.5),

otrzymujemy

Z/ /Il{xo ..... en} (90(1) v¥*(dgs) —— 0. (3.2.6)

n—o0

Niech U bedzie operatorem predualnym do P. Stosujac (3.2.6), mamy

lim sup 1 zn: (ngo(x) — ngo(y)) <

n—oo T |
<lmsip 32 / - [ lolana) = o)l ) <
hmsup / /d 9(2); 90 (y)) v (dw) <

n—00 nkl

< limsup — Z/ /[ + Lag,...an} (9 (D)) | ¥

n—oo

= lim sup <; ) + lim — Z / /ﬂ{zo ..... zn} (9, (1)) v®*(dw) =

n—00 n—>oonk1
=e+L-0=-c¢.

Z dowolnosci wyboru € oraz przedziatu I C (a,b) otrzymujemy, ze operator P po-
siada asymptotyczna e-wlasnosé w sredniej w dowolnym punkcie z € (a,b). Niech
s € My (Sh) bedzie ergodyczna miarg niezmiennicza dla P. Polgrupa G dziala mi-
nimalnie, wiec supp u. = S' i w konsekwencji (a,b) C supp j.. Zatem z lematu 2.12
dla kazdego x € (a,b) ciag (Tll i Pk5x> zbiega stabo do pu.. To oznacza, ze .,
jest jedyna (ergodyczna) miaradkr:ilezmiengiegzq dla P, co konczy dowdd.

O
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Uwaga 3.5. Zauwazmy, ze z dowodu e-wlasnosci, przeprowadzonego podczas dowo-
dzenia twierdzenia 3.3, wynika, ze operator P jest nierozszerzajgcy wzgledem me-
tryki Wassersteina zdefiniowanej na (S', x), czyli dla dwoch miar probabilistycznych

(1 1 po zachodzi
dw (Ppiy, Ppz) < dw (g, p2),

gdzie y jest metryka wprowadzona w dowodzie. To spostrzezenie przyda nam sie

w dalszych rozwazaniach na temat asymptotycznej stabilnosci operatora P.

3.3 Przyklady zastosowania twierdzenia o jedynej

mierze niezmienniczej

Przyjrzyjmy sie przyktadom zastosowania twierdzenia 3.4.

Niech A = [0,1] i niech p : A — R, bedzie gestoscia prawdopodobieristwa,
czyli [{ p(A\)dA = 1. Dla kazdego A € [0,1/2) definiujemy funkcje gy : S' — S
nastepujaco:

Veest ga(x) := Ahy(x) + (1 — N)ho(x),

gdzie hy i hy s dwoma réznymi homeomorfizmami okregu, przy czym na potrzeby
tej definicji utozsamiamy okrag S z grupa ilorazows R/Z, czyli z odcinkiem [0, 1)
z utozsamionymi koricami. Niech hs : S' — S! bedzie homeomorfizmem o gestej
orbicie dla pewnego punktu na okregu (a wiec dla wszystkich punktow). Dla kazdego
A € [1/2,1] przyjmijmy gy := hs. Oczywiscie funkcje gy sa homeomorfizmami na S!.

Rozwazmy stochastyczny uktad dynamiczny (St, G, v), gdzie G jest polgrupa ge-
nerowang przez rodzing ¥ = {g\},.,, a v jest miara probabilistyczng zadang przez
gestosé p, to znaczy v({gr: A € [0,1]}) = 5 p(u)du. (Pare (¥, p) nazywamy itero-
wanym uktadem funkcyjnym). Ponadto niech v({gy : A € [1/2,1]}) > 0, co zapewni
nam, ze G dziala minimalnie.

Zalozenia twierdzenia 3.4 sa spelnione, wiec operator Fellera P odpowiadajacy
stochastycznemu uktadowi dynamicznemu (S', G, v), bedacy postaci

ViemshVaessy Pr(A) = /01 1(g5 ' (A))p(\)dA

posiada jedyna miare niezmiennicza zalezng od definicji funkcji hy, hs, hg oraz ge-

stosci p.

Asymptotyczna stabilnos§é
Dla opisanego operatora Fellera rozwazymy jeszcze warunki wystarczajace na to,
aby uzyska¢ asymptotyczna stabilno$¢. Przypomnijmy, ze operator P jest asympto-

tycznie stabilny, gdy posiada jedyna miare niezmiennicza i, € M;(S!) i dla kazdej
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miary pu € M;(S!) ciag (P™u)nen zbiega stabo do p,, czyli

Yseow Jim [ f@)Pu(da) = [ ) (da) (33.1)

W poprzednim rozdziale wykazaliS$my, ze miara niezmiennicza dla operatora Mar-
kowa jest jedyna przy naszych zalozeniach. Pozostaje pytanie, kiedy warunek (3.3.1)
jest spelniony. Mozemy zauwazy¢, ze nawet przy zalozeniu minimalnosci dzialania
jesteSmy w stanie skonstruowaé¢ operator, ktory nie jest asymptotycznie stabilny.
Naszkicujemy ponizej taki przyktad.

Rozwazmy operatory T, : S' — S! postaci T, (z) = 24+ v mod 1 dla z € S,
gdzie v € R. W tym celu okrag S' mozemy znéw rozumieé¢ jako grupe ilorazows
R/Z. Wtedy T, jest tak zwanym podniesieniem, czyli operatorem obrotu punktu z
na okregu S' o kat ~.

Niech A = [0,1] i niech p : A — R, bedzie gestoscia prawdopodobienstwa, czyli
Jo p(A\)dX = 1. Niech v bedzie miara probabilistyczna okreslong przez gestosé p,
to znaczy v({gx : A € [0,#]}) = Ji p(u)du. Zauwazmy, 7e dla dowolnych A € A oraz
v, 0 € R zachodzg wtasnosci:

AT, 4+ (1 = N Ty = Tyt (1-2)05
vneN T,:L - Tnfy.

(3.3.2)

Dla ustalonego % operator 75 € Homeo(S'). Jezeli ¥ ¢ Q, to orbity funkeji
gr = T5, A € A, sa geste, a tym samym poélgrupa G generowana przez rodzi-
n¢ {Ja} e dziala minimalnie. Spetnione sa zalozenia twierdzenia 3.4, zatem dla
danego stochastycznego uktadu dynamicznego (S!, é, v) istnieje jedyna miara nie-
zmiennicza.

Niech P oznacza operator Fellera generowany przez (S, G, v). Zauwazmy, ze jezeli
wezmiemy dwa rézne punkty z,y € S' oraz odpowiadajace im miary Diraca, o, dy,
to niezaleznie jak dtugo bedziemy iterowac odleglosé P, od 15"(5y, nigdy nie zblizy
sie ona dowolnie blisko zera, poniewaz obracamy zbiory o ten sam ustalony kat 7.
Nie mozemy natomiast uzyskaé¢ dwoch ciggdéw zbieznych do réznych miar, poniewaz
w naszym przypadku miara niezmiennicza jest jedyna. Zatem warunek (3.3.1) nie
jest spelniony.

Przedstawiony szkic dowodu wskazuje, ze do uzyskania asymptotycznej stabil-
no$ci operatora Fellera P generowanego przez stochastyczny uktad dynamiczny
(S',G,v), gdzie G dziala minimalnie, potrzeba dodatkowych zalozen. Rozpatrzy-
my ponizszy przypadek.

Ustalmy i 6 takie, ze v —6 ¢ Q i rozpatrzmy rodzine ¥ funkcji gx := Thy4a-10,
A € A. Funkcje te sa homeomorfizmami okregu, a poniewaz v —0 ¢ Q, to v ¢ Q lub
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0 ¢ Q. Ten fakt oznacza, ze orbity funkcji g, sa geste, a tym samym potgrupa G
generowana przez rodzine W dziatla minimalnie. Jak powyzej, spetnione sa zatozenia
twierdzenia 3.4, zatem dla danego stochastycznego ukladu dynamicznego (S', G, v)
istnieje jedyna miara niezmiennicza, [i.

Aby wykazaé¢ asymptotyczng stabilno$é, skorzystamy z nastepujacego twierdze-
nia, pochodzacego od A. Lasoty i J.A. Yorke’a, |28, Theorem 9.1]| (zobacz takze |28,

Theorem 4.1| wraz z dowodem), podanego dla okregu.

Twierdzenie 3.6 (Lasota-Yorke, |28, Theorem 9.1|). Niech dana bedzie przestrzen
metryczna (S',d) oraz nierozszerzajqcy operator Fellera P. Zaldimy, ze dla do-
wolnego ¢ > 0 istnieje takie o > 0, ze dla dowolnych miar probabilistycznych
1, po € My (Sh) istniejg ng € N oraz zbidr mierzalny A € B(S') o wltasnosci |A| < e
takie, ze

P™ui(A) > a oraz P™us(A) > a. (3.3.3)

Wiedy operator P jest asymptotycznie stabilny.

Niech P bedzie operatorem Fellera odpowiadajacym stochastycznemu uktadowi
dynamicznemu (S, G, v). Zauwazmy, ze operator P jest nierozszerzajacy, zgodnie
7z uwagg 3.5. Nierozszerzalno$¢ operatora P otrzymujemy w dowodzie twierdzenia
3.3 przy nowej metryce y, w ktorej dlugos¢ S' moze juz nie by¢ rowna 1. Poniewaz
wnioskowanie wymagaloby jedynie skalowania, bez strat ogélnosci przyjmijmy, ze
dhugos¢ okregu wynosi 1 takze w metryce y.

Ustalmy € > 0. Podzielmy okrag S' na N odcinkéw, I, ..., Iy, z czego kazdy o
dtugosci /4 (jesli potrzeba, ¢ mozemy pomniejszy¢, aby N = 4 /e bylo catkowite).
Oznaczmy ten podzial jako P := {Iy,...,Iy}. Bez strat ogolnosci wybierzmy I

oraz I». Poniewaz G dziala minimalnie, znajdziemy ng € N oraz ciagi losowe w;, =

"

(gXlag/\’Q; R 7g)\;10)7 Wpy = (g)\/1/7 [VEREE ,g)\%()) c G takie, 7e
G, © o gx (1) Mgy oo gur(l2) # 0. (3.3.4)

Przyjmijmy oznaczenia: guy,, := gx,, © -0 gx OV Guy, 1= gxy, © -+ © oy Zachodzi
(Gry (1) U g, ()| < /4 +2/4 = /2.

Zauwazmy ponadto, ze dowolnie blisko kazdego z ciagéow w;, i w;, znajdziemy inne

ciagi spelniajace wlasnosé (3.3.4). Zatem

(1/®n0 ® I/®n°) ((w/ WZO) € G x G™ : g, (Iy) Ugwéio (Iy)] < 5) > 01, 1, (3.3.5)

no’ ng

dla pewnego 07, 1, > 0. Dla kazdej pary odcinkow I, I; € P znajdziemy takie 07, 1,
aby spetniona byta nieréwnosé (3.3.5). Poniewaz podzial P jest skoriczony, mozemy
okresli¢ § = min{élk’h : Ik,ll c ,P} > 0.
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Wezmy dowolne dwie miary juy, s € M;(S'). Dla kazdej z tych miar znajdziemy
odcinek podzialu P o mierze wiekszej lub rownej 1/N. Bez strat ogdlnosci, niech to
beda odcinki odpowiednio I oraz I5.

Polozmy a := §/N oraz niech A := gy (1)U guy (I2), gdzie |[A] < e. Wtedy dla
kazdego i € {1,2}

Propa(A) = [+ [ palon? (ADvo (deng) = 1/N 6 =
G"o

Spetnione sg zatem zatozenia twierdzenia 3.6, a wiec operator P jest asympto-
tycznie stabilny, czyli zachodzi zbieznosé (3.3.1) do jedynej miary niezmiennicze]

Hose
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Rozdzial 4
Twierdzenia graniczne na okregu

W nastepujacej czedci przyjrzymy sie blizej wlasno$ciom spaceru losowego zdefi-
niowanego na Homeo(S'), a dokladniej zachowaniom granicznym laricucha Marko-
wa, odpowiadajacego temu spacerowi losowemu. Udowodnimy centralne twierdze-
nie graniczne oraz prawo iterowanego logarytmu zaréwno dla tancucha startujacego
z rozktadu stacjonarnego, jak i z dowolnego punktu na okregu. W pracy nie do-
wodzimy mocnego prawa wielkich liczb, poniewaz wynika ono z og6lnych wtasnosci
lanicuchow Markowa na przestrzeniach zwartych (zobacz wyniki Breimana w [6]),
a ponadto dowod mozna przeprowadzi¢ analogicznie, jak w pracy |38, Proposition

16], korzystajac z twierdzenia ergodycznego Birkhoffa.

Dowod centralnego twierdzenia granicznego opiera sie na wyniku Y. Derrienica
i M. Lina ([11]), ktéry uogdlnia metode aproksymacji martyngatowej M.I. Gordina
i B.A. LifSica ([14]), oraz na podejsciu zaproponowanym przez M. Maxwella i M. Wo-
odroofe’a dla ergodycznych stacjonarnych taricuchow Markowa (|32]). Te wyniki po-
zwalaja przy naszych zatozeniach udowodni¢ centralne twierdzenie graniczne dla
tancucha Markowa startujacego z u.—prawie kazdego punktu, gdzie u, oznacza je-
dyna miare niezmiennicza. Dzieki temu, ze uktad dziala minimalnie, otrzymujemy
centralne twierdzenie graniczne dla tanicucha Markowa o dowolnym punkcie starto-
wym na okregu (ang. quenched central limit theorem).

W ostatnich latach centralne twierdzenie graniczne zostato dowiedzione dla roz-
nych niestacjonarnych procesow Markowa w [8, 16, 24, 25, 39|. Wiecej informacji
mozna znalez¢ w ksiazce T. Komorowskiego et al. [21], gdzie opisane zostaly szcze-
goly ostatnich osiggnie¢. Opracowane zostalo takze podejscie dla martyngatow. Roz-
wineli je Kozlov (|22]), a takze Kipnis i Varadhan ([20]), niezaleznie proponujac
og6lng metode dowiedzenia centralnego twierdzenia granicznego dla addytywnych

funkcjonatow tancuchéw Markowa.

Z kolei O. Zhao i M. Woodroofe sformutowali w [42] warunki wystarczajace do
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tego, aby zachodzito prawo iterowanego logarytmu dla stacjonarnych tancuchow
Markowa. Korzystajac ze wspomnianych rezultatow D. Maliceta (|31]), mowiacych,
ze losowe iteracje zwezaja mate przedziaty z prawdopodobieristwem 1, otrzymuje-
my prawo iterowanego logarytmu dla tancucha Markowa startujgcego z dowolnego

punktu na okregu.

4.1 Spacer losowy i lanicuch Markowa na okregu

Niech (S!, G,v) bedzie stochastycznym uktadem dynamicznym, przy czym (G, o)
niech bedzie topologiczna potgrupg homeomorfizmoéw okregu. Przypomnijmy, ze (le-
wostronny) spacer losowy generowany przez ten uklad rozumiemy jako losowy ciag
w — (g")nen elementow G zdefiniowany na przestrzeni probabilistycznej (2, P) =

(GN,v®N), gdzie dla w = (gp)nen € Q oraz n € N przyjmujemy

G = gnO---00.

Od dawna badanie wtasnosci tego typu spacerow losowych jest atrakcyjna ga-
lezia analizy stochastycznej (patrz [10, 31, 33|). W szczegdlnosci D. Malicet, we
wspominanej juz pracy [31], wykazal, ze badane spacery losowe przy raczej malo
restrykcyjnych zatozeniach zwezaja z prawdopodobieristwem 1 odpowiednio mate
przedzialty.

W pracy prezentujemy badania nad centralnym twierdzeniem granicznym oraz
prawem iterowanego logarytmu dla odpowiedniego tanicucha Markowa startujacego
zarowno z rozktadu stacjonarnego, jak i z dowolnego punktu na okregu.

Bedziemy badali twierdzenia graniczne dla tancucha Markowa (X,),en, O praw-
dopodobieristwie przejscia 7 : St x B(S') — [0, 1] postaci 7(x, A) = Pé,(A), gdzie
P : M(SY) — M(S') jest operatorem Markowa (odpowiadajacym spacerowi loso-

wemu w — (g7 )nen) danym w postaci
Viems)Vaensty Pru(A) = /M(gfl(A))V(dg)-
G

Jak w poprzednim rozdziale, P jest operatorem Fellera i jest dualny do operatora

U postaci
YyenisnVacs: Uf(2) = [ F(g(x))v(dg),
G

gdzie, przypomnijmy, B(S!) oznacza zbior wszystkich ograniczonych funkcji bore-
lowskich na S!.
Rozklad taiicucha Markowa (X, ),en, 0 poczatkowym rozkladzie v zadany jest

przez miare probabilistyczng P, na przestrzeni mierzalnej ((SI)N, B(Sl)®N) taka, ze

P, [ Xni1 € AlX,, =z]=7n(x,A) oraz P,[X, € A] =v(A),
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4.1. SPACER LOSOWY I LANCUCH MARKOWA NA OKREGU

gdzie x € S! oraz A € B(S!). Istnienie P, wynika z twierdzenia Kolmogorowa o ist-
nieniu procesu (zobacz [4]). Jesli rozklad poczatkowy v jest rowny mierze niezmien-
nicznej lub ergodycznej operatora P (o ile taka miara istnieje), taricuch Markowa
nazywamy odpowiednio stacjonarnym lub ergodycznym. Wartos¢ oczekiwana wzgle-
dem P, oznaczamy E,,.

Zauwazmy, ze jezeli laficuch Markowa startuje z punktu x € S', czyli X, = =,
to wtedy X, (w) = ¢"(z). Rozklad odpowiadajacy takiemu lancuchowi oznaczamy
P, := Ps_, gdzie §, jest miarg Diraca w x € S*.

Ponadto mozna zauwazy¢, ze P,(-) = [ P, (-)pu(dx) oraz E, () = [g Ez(-)pe(da).
Dla n € Noraz Ay, ..., A, € B(S') mamy

P,((X1,...,Xn) €A x -~ x A,) =

= [ L (Gh(@), gl () =

= (0 @ P)((4:w) : (), -, g5 (Y) € Ar x - x Ay) =

= [+ [ Mt (92(@), - gn o0 gu(@)w(dgy) - v(dgn).
o

(4.1.1)

Zatem
E(H(X1,. o X)) = [+ [Hgi(@),o guo--ogi(@)v(dg) - v(dgn) (412
o

E,(H(Xy,...,X,)) =
://.../H(gl(x)7...,gno...ogl(:L‘))l/(dgl)..-y(dgn),u(dx)
st G

n

(4.1.3)

dla dowolnej ograniczonej funkcji borelowskiej H : (S*)” — C.

Spacer losowy w — (g%)nen nazywamy niezdegenerowanym na G, jesli kazdy
otwarty podzbiér G posiada dodatnie prawdopodobieristwo osiagniecia przez ten
spacer losowy. Innymi stowy G jest jednocze$nie swoja najmniejsza pod-potgrupa
zawierajaca supp v. Dowolny spacer losowy na Homeo(S!) jest niezdegenerowany na
pewnej polgrupie. Mowimy, ze niezdegenerowany spacer losowy w +— (g7 )nen na G
nie posiada niezmienniczej miary probabilistycznej na S', jesli nie istnieje miara pro-
babilistyczna niezmiennicza wzgledem kazdego elementu G (czyli nie istnieje miara
 taka, ze p(A) = u(g~'(A)) dla kazdego g € G i zbioru mierzalnego A C S!).

Bedzie mowili, ze spacer losowy generowany przez (S', G, v) dziata minimalnie,
kiedy GG dziala minimalnie.

D. Malicet w pracy [31| udowodnil nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.1 (Malicet, [31, Theorem C, Corollary 2.6]). Niech w — (¢")nen be-
dzie niezdegenerowanym spacerem losowym na pdétgrupie G grupy Homeo(S!), dzia-
tajgcym minimalnie na S' i nie posiadajgcym niezmienniczej miary probabilistycznej

na S'. Wtedy dla kazdego x € S' zachodzi staba zbieznoscé

tab
prg, abe,

n—oo

gdzie p. € My(SY) jest jedyng miarq stacjonarng (niezmienniczq) dla P. Co wiecey,

zbieznosé ta jest jednostajna, co oznacza, ze dla dowolnej funkcji o € C(S!)

sup
zeSt

— 0. (4.1.4)

/ pd (P"0,) — / ed .
St st

4.2 Lematy pomocnicze

W dowodzie centralnego twierdzenia granicznego oraz prawa iterowanego loga-
rytmu kluczowg role petni¢ bedzie wyrazenie

sup sup zn:Uigp(:E) —ZUic,o(y) , (4.2.1)

neN z,yeSt ;=1 i=1
gdzie ¢ : S' — R jest dowolng funkcja Lipschitza. Pokazemy, ze wyrazenie (4.2.1)
jest ograniczone.
Przypomnijmy jeszcze, ze $rednice przedziatu J na okregu oznaczamy przez |J|
i definiujemy jako

|J| = sup d(z,y).
zyeJ

Na poczatku przytoczmy wynik D. Maliceta.

Lemat 4.2 (Malicet, [31, Theorem A|). Przy zatozZeniach twierdzenia 4.1 dla kazdego

2, €St idlaP-p.w. w € Q istnieje otoczenie I punktu x, takie, ze
Vnen g5 < ¢",
gdzie q € (0,1) zalezy tylko od spaceru losowego w — (g)nen-
7 twierdzenia 4.1 tatwo wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.3. Przy zatozeniach twierdzenia 4.1 dla dowolnych przedziatow otwar-
tych Iy, I C S, gdzie Iy C I, istnieje K € N takie, ze dla kazdego x € S*

PXo,(I) > “(2]0)

Dowdd. Ustalmy dodatnia, ciagta i ograniczona przez 1 funkcje ¢ taka, ze suppp C I
oraz p(z) = 1 dla kazdego = € Iy. Zastosowanie (4.1.4) koniczy dowod. O
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7 drugiej strony, z lematu 4.2 mamy:

Whiosek 4.4. Niech spetnione bedq zatozenia twierdzenia 4.1 i niech x, € S'. Wtedy
istniejq: otoczenie I punktu x., zbior Qo C Q, spetniajgcy P(Qy) > 0, oraz pewna
stata q € (0,1), takie, ze dla wszystkich n € N oraz w € Qg

g (D] < q"
Ponadto P(Qy) — 1 przy |I| — 0.
Nastepujacy lemat jest kluczowy dla dalszych rozwazan.

Lemat 4.5. Niech spetnione bedqg zatozenia twierdzenia 4.1 i niech ¢ : St — R bedzie
funkcjq Lipschitza. Wtedy istnieje stata C > 0 taka, Ze dla dowolnych x,y € S* oraz

dowolnego n € N zachodzi

n n

Y Ulp(z) = Ule(y)

i=1 i=1

< C.

Dowdd. Niech ¢ : S! — R bedzie funkcjg Lipschitza ze stalg Lipschitza L. Definiu-

jemy
a, == sup sup > U'p(z) = > U'p(y)|, neN.
z,yeSt m<n | ;=1 i=1

Oczywiscie a,, < 2nl|¢|| dla wszystkich n € N.

Niech pu, bedzie jedyng miarag stacjonarng (niezmiennicza) dla P. Korzystajac
z wniosku 4.4, wybieramy otoczenie I pewnego punktu x, € supp i, ¢ € (0, 1) oraz
Qo C Q, dla ktorego « := P(£2g) > 0, takie, ze dla wszystkich n € N oraz w €

mamy
lgo(I)] < q".

Niech Iy C I bedzie otwartym otoczeniem punktu z, takim, ze I, C I, i niech
B = p«(lp)/2. Oczywiscie 8 > 0, poniewaz ., € Supp fis.
Wybierzmy K € N takie, ze dla kazdego x € S*

PR, (1) > B,
z wniosku 4.3. Dla kazdego = € S' mozemy zapisaé
PE6, = Bug + (1 — B)u”, (4.2.2)

gdzie p, u® € My (Sh) oraz supp p, C I. W istocie, wystarczy zdefiniowa¢ miare

_ PE(ANT)
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oraz okresli¢ p* wzorem

Vaenist) #5(A) = ——(PX0,(A) — Bua(4)).

1
1-p
Oczywiscie p, € M;(S!) oraz suppp, C I. Poniewaz dla wszystkich A € B(S!)
zachodzi

PR3, (A) > PRS,(ANT) = PRG,(Dta(A) > Bua(A)
to miara p® jest nieujemna i w konsekwencji u” € M(S').
Dla m > K, korzystajac z (4.2.2), mamy

S i) / S Uip(2) PR 4, (d2) —

i=K+1 G o=l

5[5 Ul + (1-8)- [ % Uplopd:)

17,1 Sl’Ll

(4.2.3)

W dalszej czesci bedziemy uzywac nastepujacej notacji. Przez () okreslamy pro-

jekcje Qg na G", przy n € N, czyli
Qp = {(wl,...,wn)GG":(wl,...,wn) XGNQQO#Q)}.

Oszacujemy teraz wyrazenie

—f:lUiso(w)’

dla dowolnych z,w € I. Dla g = (g1, ..., 9m) € G™, m > 1 polozmy

m

Sm(zw;8) ==Y (#lgio- -0 g1(2)) = @lgio -+ 0 qa(w))).

i=1
Dla r < n mamy
T

> (in(z) — Ui@(w))‘ = |/"'/Sr(27w;g)’/®r(dg) <
o

=1

/ /S z,w; g)v® (dg)| + / /S z,w; g)r® (dg)| =: T+11.

Najpierw oszacujemy catke II. Dla k < r zdefiniujmy
b= {(wl, W) €EGT (wry e we1) € QT (Wi wk) € Q'g}

Zbior (), zawiera wszystkie ciagi posiadajace pierwsze k — 1 elementéw z pewnego

T
ciagu z €, lecz rézniace si¢ z nim na k-tym miejscu. Zauwazmy, ze G" \ Qf = kgl G,
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oraz GiNGY = () przy i # j. Latwo wida¢, ze v (G"\ Q) < P(Q\ Qo) = 1-P(Qp) =
1—a.

Dalej niech G’,;“C bedzie projekcia G}, na k pierwszych wspotrzednych, czyli
Kk = {(wl, o wp) €EGF 3wy, Wiy Wiy -, wy) € G};}

Wtedy widzimy, ze G}, = G£|k x G"7* oraz poniewaz zbiory G% dla k € {1,...,r}

sa roztaczne, to

) (dg)| -

Il = /---/Sr(z,w;g)vw(dg) < XT:

T =

Rozwazmy pojedynczy sktadnik powyzszej sumy. Dla k € {1,...r} z twierdzenia
Fubiniego

/.../Sr(z,w;g)vw(dg) =
&

(4.2.4)
_/ / (/ /S 2, w; 8)v(dgr41) - - (dgr)) v(dgr) - - - v(dgp).
k\k Gr—k
Aby oszacowa¢ wewngtrzme calki, ustalmy g = (g1, ., gx) 0raz & = (gr+1,- -+, gr).

Ponadto niech Z := gy 0---0g(2) oraz w := gy o - -+ 0 g1 (w). Wtedy mamy

[+ [z wig™r P ag) =

Gr—k

= / . -/(Sk(z, w; g) + Sp—g-1(2,W; §)) v(dgrs1) - - - v(dg,) =
Gr—k

= Sk(z7w;g)+/"'/Sr—k—1(27w;g>y<dgk+l>"'V(dgr)

Gr—k

i w konsekwencji

/---/ST(z,w; g)v® (dg)| =
/ / Sz, wig) +/ /Sr b2 g ’”(dg)) vH(dg)| <

Gr—k

/ / 1Sk (2, w; 8)| + a,_i)v®F(dg) </ / 1Sk(z, w; &)| + a,)r®*(dg) <

GZ\k Gk\k
< (L(1+q+q2+...+qk_1)+an> V®k< 2|k) < (1561—1-@”) l/®k< Z|k>
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Stad

B\ steomaan) < & (7 o) o (00) <

L L
< +ay, - y®k n <7+an-(1—a).

7 drugiej strony caltke I mozemy latwo oszacowaé¢ przy pomocy wniosku 4.4.
Rzeczywiscie

1/.../Sr(z,w;g)l/®’"(dg) <L(l—|—q+q2+...—|—q7"_l) <iq.

Stad dla z,w € I

2L
<I—|—H<17+(ln(1—0z).

m—K

S (U(z) - Ww))| 1 (42 1y () +

i=1

m—K

S (Uip(z) - Up(w >>\m<dz>uy<dw><

i=1

<q—|—am(1—ﬁa)\1ﬁl—;+an( —5@),

poniewaz supp fi, 1 supp p, zawieraja si¢ w /. Oczywiscie dla m < K mamy

m

Y (Ulo(x) = Ulp(y))

i=1

< 2K]e]l-

Stad otrzymujemy

m

ZUZ —> U'e(y)

=1

26L
< 15 q—i—2K||goH+an(1—ﬁa)

sup
m<n

a poniewaz x,y € S' byly dowolne, dostajemy

2
n < L 4 2Kl + a1 = o).

Stad

2L 2K ||l
a(l —q) B

co konczy dowdd. O]

ap < =: C dla wszystkich n € N,
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Lemat 4.5 pelni kluczowa role w dowodzie centralnego twierdzenia granicznego
oraz prawa iterowanego logarytmu dla zadanego procesu stochastycznego. Istotna
cechg w dowodzie jest fakt, ze jezeli odlegto$¢ miedzy iteracjami dwoch roéznych
punktow, x i y, zbiega do 0, to caly odcinek [z,y] sie zweza. Lemat mogltby zostac¢
sformutowany takze dla losowych odwzorowan odcinka, jednak ten przypadek zostat
juz w pelni zanalizowany w pracach [8] i [9].

Jak juz zostato wspomniane, do dowodu centralnego twierdzenia granicznego ko-
rzystamy z wynikéw Derrienica i Lina w [11]. Zauwazmy jednak, ze z przeprowa-
dzonych do tej pory rozwazan wynika dodatkowo zaleznos¢ opisana w ponizszym
twierdzeniu. Na jej podstawie takze mozna wykazaé¢ centralne twierdzenie granicz-
ne, korzystajac wtedy z wynikow Gordina i LifSica w [14] (zobacz [30, Theorem
10]).

Twierdzenie 4.6. Niech spetnione bedg zatozenia twierdzenia 4.1 i niech ¢ : S* — R
bedzie dowolng funkcjq Lipschitza. Wtedy funkcja ¢ jest L*(u.) — kobrzegiem, czyli
o € (I - U)LA ().

Dowdd. Ustalmy funkcje Lipschitza ¢ : S — R. Bez strat ogolnoSci przyjmijmy, ze
stata Lipschitza funkeji ¢ jest rowna 1. Niech C' > 0 bedzie takie, ze | Y1, U'p(z) —
"o Ulp(y)| < C dla dowolnych z,y € S! oraz n € N, zgodnie z lematem 4.5.

Mamy )
;wwwzm( /w Dnldz))| <
/ ;ng( )| pa(dz2) < C.

7 twierdzenia w |7, Theorem 2] wynika, ze istnieje ¢ € L*(u.) takie, ze ¢ =
Y — U1, co konczy dowdd. O]

Uwaga 4.7. Operator P, dualny do U, posiada jedyna miare ergodyczng pu, oraz
supp i« = S', a wiec funkcja ¢ w powyzszym dowodzie nalezy do C(S!), zgodnie

z wynikami Schwartza w [36].

4.3 Centralne Twierdzenie Graniczne

W nastepujacym rozumowaniu skorzystamy z wynikow Y. Derrienica oraz M.
Lina (zobacz [11]), ktorzy podali warunki dostateczne dla centralnego twierdzenia

granicznego dla procesu startujacego z p,—prawie kazdego punktu z.

Twierdzenie 4.8 (Derrienic-Lin, [11, Theorem]). Niech (X, )nen, bedzie stacjonar-

nym i ergodycznym tancuchem Markowa o przestrzeni standw (S,S, p). Niech ¢ €
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L2(y) oraz [(z)u(dz) = 0. Okreslmy S,(v) = 7=t 0(Xy). Jezeli istnieje stata
a€ (O, 1) taka, Ze Hzn;l = 0(n%), to wtedy o*(;p) := lim - LEp, (Su()?)

Pllr2u)
istnieje 1 jest skoriczona. Jednoczesnie dla p-prawie wszystkich x € S cigg S\/(i" zbie-

ga stabo wzgledem miary P, do rozktadu normalnego N'(0,0%(p)), chyba ze o*(¢) = 0

— wtedy otrzymujemy miare Diraca w 0.

Twierdzenie 4.9. Niech w — (g )nen bedzie niezdegenerowanym spacerem losowym
na potgrupie G grupy Homeo(SY), dziatajgcym minimalnie na S' oraz nieposiadajg-
cym niezmienniczej miary probabilistycznej na S'. Wtedy dla dowolnej funkcji Lip-
schitza ¢ : S' — R takiej, ze [s1 pdp. = 0, gdzie p. jest jedyng miarg niezmienniczq

dla P, oraz dla dowolnego x € S* granica

[90(92(56)) + -
Jn

istnieje i jest skoriczona. Ponadto jesli 0® > 0, to

0% := lim Ep,,

n—oo

+ 90(9&(1’))]2

lim P (w c . PloL@) +;/-ﬁ-+ P(90(7)) _ a) _ \/%/; ey (131)

dla wszystkich a € R oraz v € St. Jezeli o = 0, to ciqg

o(gh(x)) + -+ p(gh(x))
Jn

zbiega stabo do 0.

Dowdd. Ustalmy funkcje Lipschitza ¢ : S — R. Bez strat ogoélnosci przyjmijmy, ze
stata Lipschitza funkecji ¢ wynosi 1. Niech C' > 0 bedzie takie, ze | >7—5 Urp(z) —
S Ukp(y)| < O dla wszystkich z,y € S' oraz n € N, zgodnie z lematem 4.5.

n 1

S
k=0
St k=0

W szezegdlnodci || 7 Urp| = O(n®) dla 0 < a < 1/2. Z twierdzenia 4.8 wynika,

Mamy

S

)| s (dz) < C.

ze o istnieje i jest skoniczona, za$ wyrazenie (4.3.1) zachodzi dla p, —p.w. x € Sl

W szczegolnosei dla j, —p.w. € S! mamy

(it(p(gg(x)) + o+ go(g&)(x))) P(dw) = exp <—;t202> for tcR.

lim [ exp
n—oo 9

vn
Ustalmy y € S' oraz € > 0. Z lematu 4.2 (zobacz takze wniosek 4.4) istnieja:
otoczenie I punktu y oraz Qy C €, dla ktorego P(29) > 1 — /4, takie, ze

Vnevaer ’QZ(I)' < qn
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dla pewnego ¢ € (0,1). Poniewaz w — (¢g7)nen dziala minimalnie, otrzymujemy

p«(I) > 0. Mozemy wiec wybra¢ « € I takie, ze (4.3.1) zachodzi. Zdefiniujmy zbior

Qpy o= {w € Q= g5z, v < ¢}

Wtedy dla wszystkich ¢ € R mamy

/exp< RECHED) +---+<P(gi(:v))> P(dw)+

\/ﬁ
_/ exp (itw(gﬁ(y)) +o 4 w(gi,(y))> P(dw)

\/ﬁ

o, Z d (g5 (), gt (y)) P(dw) +2(1 — P(Qa,)) <

<

W
t

Zatem, poniewaz warunek (4.3.1) jest spelniony, ostatecznie dostajemy

12 Lo(gh(y) + -+ o(gh(y)
e 2 —/Qexp (Zt \/ﬁ )P(dw) <€

Poniewaz ¢ > 0 byl dowolny, dowod jest skoriczony. O]

(q+q + - +q”) +2(1 —P(Q)) <

lim sup

n—oo

4.4 Prawo Iterowanego Logarytmu

Dowod twierdzenia opiera sie na wyniku O. Zhao oraz M. Woodroofe’a (zobacz
[42]), gdzie przedstawiony jest warunek wystarczajacy, aby dla stacjonarnego pro-
cesu Markowa zachodzito prawo iterowanego logarytmu.

Przez || - ||12(p) bedziemy oznaczaé norme w L*(P).

Glowny wniosek dowiedziony przez Zhao i Woodroofe’a, ktory wykorzystamy przy

naszych warunkach, brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 4.10 (Zhao-Woodroofe, [42, Theorem 1, Corollary 1]). Niech (Y,)nez
bedzie scentrowanym, catkowalnym z kwadratem, stacjonarnym @ ergodycznym pro-
cesem. Okreslmy S, :=Y1+---+Y,. Zatézimy, ze V), = g()z'k) k € Z, gdzie (Xn)nez
jest stacjonarnym i ergodycznym taricuchem Markowa. Niech Fo = o(.. X1, XO)

Jezeli zachodzi

Z(log”) IE (S0l Fo)lz2(r) < oo, (4.4.1)

to wtedy z prawdopodobienstwem 1
lim su L =
nﬂoop V2nloglogn

dla pewnego o € [0, 0).
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Prawo iterowanego logarytmu przy naszych zatozeniach przyjmuje ponizsza po-

stac.

Twierdzenie 4.11. Niech w +— (g)nen bedzie niezdegenerowanym spacerem loso-
wym na potgrupie G grupy Homeo(S'), dziatajacym minimalnie na S' i nieposia-
dajgeym niezmienniczej miary probabilistycznej na S. Wtedy dla dowolnej funkcji
Lipschitza ¢ : S — R takiej, ze [ pdp. = 0, gdzie p, jest jedyng miarg niezmien-

niczq dla P, oraz dla dowolnego x € S' istnieje granica gérna

lim sup e(gi(x)) + -+ o(gh(x))

n—oo Vv2nloglogn

Dowdd. Niech (X,,)nen, bedzie stacjonarnym tanicuchem Markowa odpowiadajacym

=0c>0 P-p.w.

danemu niezdegenerowanemu spacerowi losowemu. Niech ¢ bedzie funkcja Lipschit-
za spelniajaca warunek [j, pdp. = 0 1 niech (Xn)nez bedzie stacjonarnym er-
godycznym lanicuchem Markowa (o rozkladzie p,) na pewnej przestrzeni proba-
bilistycznej (Q,]—N" , If”) o zadanym prawdopodobienstwie przejscia P. Istnienie tego
tanicucha Markowa wynika z twierdzenia Kolmogorowa o istnieniu procesu ([4]).
Okreslmy Y, = ¢(X,), n € Z, i zauwazmy, ze (Y,)ncz takze jest stacjonarnym
taficuchem ergodycznym. Okreslmy S, = Y, +--- + Y; dla n € N. Niech F, =
o Ko X omin X1 K0).

Z lematu 4.5 wynika istnienie dodatniej stalej C' takiej, ze

hEE

L) < C  dla wszystkich n € N.
Jox

7 drugiej strony mamy

IE(SuFo) 2y = [ B (Ra) 4+ -+ oK) Xo = @) P (da) =

[0,1]

= Jou U™ () 4 - - + Up(z))|? s (d) = || ZUJ'@H%Q(M*),

j=1
a zatem s
;Z:l (loin> ’ HE(Sn’fO) L2y < O
7 twierdzenia 4.10 wynika, ze
lim sup gp(Xl) tot QO(XH) =0 Pp.w.

n—oo Vv2nloglogn

Laticuch (X, )nen, oraz stacjonarny tancuch (X,).ey, maja ten sam rozktad P,

dlatego

X X,
limsup<p( D)+ o >:a P, —Dp-w.

n—oo Vv2nloglogn
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lub réwnowaznie

lim sup o(gh(x)) + -+ o(gh(x))

n—oo Vv2nloglogn

Ustalmy = € S'. Z wniosku 4.4 istniejg takie otoczenie I, punktu x oraz taki zbior

=0 P®u,pw.

Q;, C Q, speliajacy P(Qr,) > 0, ze

lim [P0+t ol (@) Pl £t ol gy

n—00 Vv2nloglogn v2nloglogn

dla wszystkich w € Qg oraz y € I,. Ponadto P(Q;,) — 1 przy |I,| — 0 z wniosku

4.4. Poniewaz w + (g")nen dziala minimalnie, supp . = S'. Stad dla dowolnie

malego otoczenia [, punktu x istnieje takie y € I, ze

lim sup POEW) +--- + Plou(y) _

n—oo V2nloglogn

W konsekwencji, korzystajac z (4.4.2), dostajemy

limsup e(gi(x)) + -+ o(gh(x))

n—00 Vv2nloglogn

co koriczy dowdod. O

=0 P-p.w,

4.5 Przyklad zastosowania twierdzen granicznych

Rozwazmy przyktad z rozdziatu 3.3 z niewielkimi modyfikacjami.

Niech A = [0,1] i niech p : A — R, bedzie gestoscia prawdopodobieristwa,
czyli [y p(A)dA = 1. Dla kazdego A € [0,1/2) definiujemy funkcje gy : S* — S
nastepujaco:

Veest ga(x) := Ahy(z) 4+ (1 — N ha(z),

gdzie hy i hy s dwoma réznymi homeomorfizmami okregu, przy czym znoéw S! utoz-
samiamy z grupa ilorazowsa R/Z. Niech hsz : S' — S! bedzie homeomorfizmem o ge-
stej orbicie dla pewnego punktu na okregu (a wiec dla wszystkich punktoéw okregu).
Ponadto niech hy : S' — S! bedzie homeomorfizmem o mierze niezmienniczej roznej
od miary niezmienniczej dla funkcji h3. Takie miary istnieja z twierdzenia Krytowa-
Bobolubowa (tw. 2.3), jako ze funkcje hs i hy sa ciagle. Dla kazdego A € [1/2,3/4)
przyjmijmy g, := hs, a dla kazdego A\ € [3/4,1] niech g\ := hy. Oczywiscie dla
kazdego A € A funkcje g\ sa homeomorfizmami na S.

Rozwazmy stochastyczny uklad dynamiczny (S!,G,v), gdzie G jest polgrupa
generowang przez rodzing W = {gr},.,, @ v jest miarg probabilistyczng zadang
przez gesto$é p, to znaczy v({gx : A € [0,t]}) = fi p(u)du. Ponadto niech zachodzi
v({gr: A €[1/2,3/4)}) > 0, co zapewni nam, ze G dziala minimalnie.
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ROZDZIAY, 4. TWIERDZENIA GRANICZNE NA OKREGU

Z twierdzenia 3.4 operator Fellera P odpowiadajacy stochastycznemu uktadowi

dynamicznemu (S', G, v) i bedacy postaci

1
Viems)Vaensty Pr(A) = /0 (g (A))p(A)dA

posiada jedyna miare niezmiennicza.

Niech w — (g")nen bedzie niezdegenerowanym spacerem losowym na potgrupie G.
Dzieki powyzszym zalozeniom dziala on minimalnie na S' oraz nie posiada wspolnej
miary niezmienniczej na S'. Niech ¢ : S! — R bedzie funkcja Lipschitza taka, ze
Jg1 edp. = 0, gdzie pu, jest jedyna miara niezmiennicza dla P.

Na mocy twierdzenia 4.9 dla opisanego spaceru losowego zachodzi centralne twier-

dzenie graniczne, czyli dla dowolnego = € St istnieje skoriczone o2 postaci

s g [PBE) ot (g ()]
o =1 EPW [ Vﬁ% ]

n—oo

Jezeli ponadto o2 > 0, to ciag <\/1% i cp(gfj(x))) zbiega slabo do rozktadu nor-
k=1 neN
malnego N(0,0?) dla kazdego = € S'.
7 twierdzenia 4.11 wynika natomiast, ze dla opisanego spaceru losowego zachodzi

prawo iterowanego logarytmu, czyli dla dowolnego x € S! istnieje o > 0 postaci

o = Tim sup L) £+ plgu())

n—oo Vv2nloglogn

Zatem dla zaprezentowanego przyktadu zachodza twierdzenia graniczne przy nie-

P-p.w.

wielkich warunkach natozonych na generatory gy, A € A.
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