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Streszczenie

W pracy badane s¡ wªasno±ci stochastycznego ukªadu dynamicznego zªo»onego

z losowych homeomor�zmów okr¦gu. Gªównym zaªo»eniem jest wªasno±¢ minimal-

no±ci dziaªania takiego ukªadu (z której wynika g¦sto±¢ orbit). Ponadto ukªad ten

generuje operator Fellera, a tak»e spacer losowy po okr¦gu. Dla danego operatora Fel-

lera pokazana zostaªa jednoznaczno±¢ miary niezmienniczej (ergodycznej). Ponadto

dla ªa«cucha Markowa odpowiadaj¡cego danemu spacerowi losowemu po okr¦gu

dowiedzione zostaªy: centralne twierdzenie graniczne oraz prawo iterowanego loga-

rytmu. Twierdzenia te zachodz¡ dla dowolnej scentrowanej funkcji lipschitzowskiej

i dla ka»dego punktu startowego ªa«cucha Markowa.

Rozdziaª pierwszy wprowadza gªówne obiekty oraz twierdzenia, które s¡ przed-

miotem bada« w dalszej cz¦±ci pracy.

W rozdziale drugim przedstawione s¡ wªasno±ci stochastycznych ukªadów dyna-

micznych na ogólnych przestrzeniach polskich lub zwartych, w tym wªasno±ci doty-

cz¡ce operatorów Markowa-Fellera oraz istnienia miary niezmienniczej.

Rozdziaª trzeci po±wi¦cony jest istnieniu jedynej miary niezmienniczej dla opera-

tora Fellera generowanego przez stochastyczny ukªad dynamiczny zªo»ony z losowych

homeomor�zmów okr¦gu, przy zaªo»eniu minimalno±ci dziaªania ukªadu. W dowo-

dzie wykorzystana zostaªa e-wªasno±¢. Przedstawione s¡ tak»e przykªady zastoso-

wania gªównego twierdzenia oraz warunki wystarczaj¡cego na to, aby rozwa»any

operator Fellera byª asymptotycznie stabilny.

Rozdziaª czwarty zawiera dowody centralnego twierdzenia granicznego oraz prawa

iterowanego logarytmu dla ªa«cucha Markowa odpowiadaj¡cego spacerowi losowe-

mu generowanemu przez stochastyczny ukªad dynamiczny zªo»ony z losowych home-

omor�zmów okr¦gu, przy zaªo»eniu minimalno±ci dziaªania ukªadu. Oba twierdzenia

zastaªy wykazane dla dowolnej scentrowanej funkcji lipschitzowskiej i dla ka»dego

punktu startowego ªa«cucha Markowa. W dowodzie centralnego twierdzenia gra-

nicznego wykorzystane zostaªy wyniki Y. Derrienica i M. Lina, a w dowodzie prawa

iterowanego logarytmu � wyniki O. Zhao i M. Woodroofe'a. W rozdziale przedsta-

wiony zostaª tak»e przykªad zastosowania dowiedzionych twierdze« granicznych.
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Abstract

In the paper, the properties of stochastic dynamical system consisting of random

circle homeomorphisms are studied. The main assumption is that the system acts

minimally (which implicates that its orbits are dense). Moreover, this system gene-

rates Feller operator as well as random walk on the circle. For the Feller operator,

the existence of unique (ergodic) invariant measure has been shown. Furthermore,

for Markov chain corresponding to the random walk on the circle, the central limit

theorem and the law of iterated logarithm have been proven. These theorems are

satis�ed for arbitrary centered Lipschitz function and for every starting point of the

Markov chain.

The �rst chapter introduces the main objects and theorems which are the subject

of the research in further parts of the work.

In second chapter, the properties of stochastic dynamical systems on general

polish or convex spaces are presented, including the properties of Markov-Feller

operators and the existence of invariant measure.

The third chapter is devoted to the existence of unique invariant measure for the

Feller operator generated by stochastic dynamical system consisting of random circle

homeomorphisms and acting minimally. The e-property is used in the proof. Also,

the examples of application of the main theorem as well as the su�cient conditions

for the Feller operator to be asymptotically stable are presented.

The fourth chapter includes the proofs of the central limit theorem and the law of

the iterated logarithm for Markov chain corresponding to the random walk generated

by stochastic dynamical system consisting of random circle homeomorphisms and

acting minimally. Both theorems are proved for arbitrary centered Lipschitz function

and for every starting point of the Markov chain. In the proof of the central limit

theorem, the results of Y. Derrienic and M. Lin were used, and in the proof of the

law of the iterated logarithm, the results of O. Zhao and M. Woodroofe were applied.

In this chapter, the example of application proven limit theorems is also presented.
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Praca jest po±wi¦cona wªasno±ciom stochastycznych ukªadów dynamicznych na

okr¦gu. Do badania tych wªasno±ci mo»na wykorzysta¢ operatory Markowa, dzia-

ªaj¡ce na miarach sko«czonych. Dla takich operatorów cz¦sto stawia si¦ pytanie

o istnienie miar niezmienniczych, które s¡ gªównym przedmiotem bada« teorii ergo-

dycznej. Przy naszych zaªo»eniach samo istnienie miary niezmienniczej jest zapew-

nione, poniewa» dziaªamy na przestrzeni zwartej, a rozpatrywany operator Markowa

jest jednocze±nie operatorem Fellera. Wyzwaniem, przed którym stoimy, jest nato-

miast wykazanie jedyno±ci miary niezmiennicznej i przedstawiamy to przy minimal-

nych zaªo»eniach. Ponadto w pracy zbadamy twierdzenia graniczne dla ªa«cucha

Markowa generowanego przez spacer losowy, odpowiadaj¡cy zadanemu stochastycz-

nemu ukªadowi dynamicznemu. W tym przypadku przedstawimy dowód centralnego

twierdzenia granicznego i prawa iterowanego logarytmu nie tylko dla stacjonarne-

go ªa«cucha Markowa, ale tak»e dla ªa«cucha Markowa startuj¡cego z dowolnego

punktu na okr¦gu.

Wªasno±ci ukªadów dynamicznych s¡ szeroko badane na ró»nych przestrzeniach.

W pracy zajmujemy si¦ ukªadami generowanymi przez losowe homeomor�zmy okr¦-

gu. Kluczowym zaªo»eniem jest wªasno±¢ minimalno±ci dziaªania takiego ukªadu

(implikuj¡cej g¦sto±¢ orbit). W dowodzie istnienia jedynej miary niezmienniczej ko-

rzystamy z e-wªasno±ci oraz jej zmody�kowanej wersji, powstaªej na potrzeby tych

bada«. Dowodz¡c twierdze« granicznych, wykorzystujemy wyniki Y. Derrienica oraz

M. Lina, a tak»e O. Zhao oraz M. Woodroofe'a.

1.1 Stochastyczne ukªady dynamiczne

Ukªady dynamiczne mog¡ podlega¢ losowym zaburzeniom, wynikaj¡cym na przy-

kªad z czynników zewn¦trznych lub ze zmienno±ci ich parametrów. Mimo wyst¦po-
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1.1. STOCHASTYCZNE UK�ADY DYNAMICZNE

wania zaburze«, rozwój takich ukªadów nadal mo»e by¢ na pewnym poziomie prze-

widywalny. Badaniem statystycznych wªasno±ci ukªadów dynamicznych zajmuje si¦

teoria ergodyczna. Odkrycia dokonywane w tym obszarze maj¡ znaczenie nie tylko

w matematyce, ale tak»e w dziedzinach nauki takich jak �zyka, biologia czy chemia

(zobacz np. [26]).

Teori¦ stochastycznych ukªadów dynamicznych mo»emy okre±li¢ jako badaj¡c¡

niezale»ne losowe kompozycje transformacji danej przestrzeni. Jednym z podstawo-

wych modeli ilustruj¡cych to zjawisko jest tak zwany iterowany ukªad funkcyjny

(z prawdopodobie«stwem). Skªada si¦ on z rodziny odwzorowa« danej przestrzeni

oraz przyporz¡dkowanych im prawdopodobie«stw. Ewolucja rozkªadu zmieniaj¡ce-

go si¦ w kolejnych krokach nast¦puje w wyniku losowego wyboru przeksztaªce«.

Teoria iterowanych ukªadów funkcyjnych na ogóª zajmuje si¦ wªasno±ciami dziaªa«

generowanych przez sko«czone rodziny transformacji. W pracy nie ograniczamy si¦

do tego zaªo»enia. Zbiór generatorów b¦dzie mógª by¢ niesko«czony, w tym tak»e

nieprzeliczalny.

Rozwój w czasie stochastycznego ukªadu dynamicznego mo»na opisa¢ za pomoc¡

procesu stochastycznego. Jednym ze znanych modeli jest proces Markowa, opisuj¡cy

ukªad, w którym dany stan zale»y tylko od stanu bezpo±rednio go poprzedzaj¡ce-

go, a nie zale»y natomiast od stanów wcze±niejszych. Naturalne wydaje si¦ pytanie

o stabilno±¢ takiego ukªadu, czyli o to, czy niezale»nie od rozkªadu pocz¡tkowego

rozkªad procesu stochastycznego zbiega wraz z upªywem czasu do tej samej miary

(stacjonarnej).

Przyjrzyjmy si¦ bli»ej zjawisku badanemu w pracy. Niech (G, ◦) b¦dzie topolo-

giczn¡ póªgrup¡ o elementach z grupy odwzorowa« pewnej przestrzeni zwartej S,

w której istnieje porz¡dek. Zbiór generatorów póªgrupy G mo»e by¢ niesko«czony,

w tym nieprzeliczalny. Niech dana b¦dzie pewna miara probabilistyczna ν na G.

Trójk¦ (S,G, ν) nazywa¢ b¦dziemy stochastycznym ukªadem dynamicznym. Ukªad

ten generuje lewostronny spacer losowy po S. Przez taki spacer rozumiemy loso-

wy ci¡g ω 7→ (gnω)n∈N elementów G zde�niowany na przestrzeni probabilistycznej

(Ω,P) = (GN, ν⊗N) nast¦puj¡co: dla ω = (gn)n∈N ∈ Ω oraz n ∈ N

gnω := gn ◦ · · · ◦ g1.

Zwie«czeniem pracy jest dowiedzenie centralnego twierdzenia granicznego oraz

prawa iterowanego logarytmu (oba twierdzenia dla procesu startuj¡cego z punk-

tu) dla ªa«cucha Markowa odpowiadaj¡cego zadanemu spacerowi losowemu, gene-

rowanemu przez stochastyczny ukªad dynamiczny (S1, G, ν), gdzie G jest póªgrup¡

homeomor�zmów okr¦gu.
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ROZDZIA� 1. WPROWADZENIE

1.2 Twierdzenia graniczne

Istotnym zagadnieniem dotycz¡cym procesów stochastycznych s¡ wªasno±ci ich

rozkªadów granicznych. Do najsªynniejszych twierdze« w tej dziedzinie nale»¡ cen-

tralne twierdzenie graniczne oraz prawa wielkich liczb, a tak»e prawo iterowanego

logarytmu. Centralne twierdzenie graniczne okre±la warunki, w których rozkªad od-

powiednio unormowanej sumy niezale»nych zmiennych losowych zbiega sªabo do roz-

kªadu normalnego. Twierdzenie to jest istotne, poniewa» wynika z niego, »e metody

statystyczne oraz teorii prawdopodobie«stwa, maj¡ce zastosowanie wobec zmien-

nych losowych o rozkªadzie normalnym, mog¡ by¢ tak»e wykorzystane w przypad-

kach innych typów rozkªadów.

Przed podaniem twierdzenia przypomnimy, czym jest sªaba zbie»no±¢ miar.

De�nicja 1.1. Niech (S,B(S)) b¦dzie metryczn¡ przestrzeni¡ mierzaln¡, gdzie B(S)

jest σ-algebr¡ zbiorów borelowskich. Mówimy, »e ci¡g dodatnich miar probabilistycz-

nych (µn)n∈N0 na przestrzeni (S,B(S)) zbiega sªabo lub wedªug rozkªadu do dodatniej

miary probabilistycznej µ wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej ograniczonej, ci¡gªej

funkcji f : S → R zachodzi ∫
S
fdµn −−−→

n→∞

∫
S
fdµ.

Uwaga 1.2. Jest wiele sposobów metryzowania sªabej zbie»no±ci. Jednym z nich

jest u»ycie metryki Wassersteina dW zde�niowanej nast¦puj¡co. Niech (S, d) b¦dzie

zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Dla dowolnych miar µ1, µ2 ograniczonych na S

dW (µ1, µ2) := sup
ϕ

{∣∣∣∣∫
S
ϕdµ1 −

∫
S
ϕdµ2

∣∣∣∣} ,
gdzie supremum jest rozwa»ane po wszystkich funkcjach lipschitzowskich na S o sta-

ªej Lipschitza mniejszej lub równej 1. Metryka Wassersteina zale»y wi¦c od metryki

d. Mimo tego zbie»no±¢ w sªabej topologii jest równowa»na zbie»no±ci w metryce

Wassersteina.

Wi¦cej na temat metryk w kontek±cie stabilno±ci ukªadu mo»na przeczyta¢

w ksi¡»ce [34], której autorem jest buªgarski matematyk Svetlozar Rachev.

Jednym z gªównych zagadnie« naszej pracy jest centralne twierdzenie graniczne.

W swej pierwotnej wersji zostaªo ono sformuªowane dla ci¡gu niezale»nych zmien-

nych losowych o jednakowym rozkªadzie, X1, X2, . . .. Je»eli rozkªad tych zmiennych

ma warto±¢ oczekiwan¡ m oraz sko«czon¡ wariancj¦ σ2, to rozkªad zmiennej lo-

sowej
n∑
k=1

(Xk − m)/
√
n przy n → ∞ zbiega sªabo do N (0, σ2), czyli do rozkªadu

normalnego o ±redniej 0 oraz wariancji σ2.
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1.2. TWIERDZENIA GRANICZNE

Przytoczyli±my wersj¦ centralnego twierdzenia granicznego dla zmiennych loso-

wych o jednakowym rozkªadzie. Wariantów tego twierdzenia powstaªo jednak wiele.

W przypadku centralnego twierdzenia granicznego dla ªa«cuchów Markowa, mo»emy

sprowadzi¢ je do poszukiwa« granicy

σ2 := lim
n→∞

Eµ∗

[
ϕ(X1) + · · ·+ ϕ(Xn)√

n

]2

,

gdzie (Xn)n∈N jest ªa«cuchem Markowa odpowiadaj¡cym stochastycznemu ukªadowi

dynamicznemu (S,G, ν), a ϕ jest dowoln¡ funkcj¡ Lipschitza scentrowan¡ wzgl¦dem

miary niezmienniczej µ∗ dla operatora Markowa P odpowiadaj¡cego (S,G, ν). Wte-

dy zachodzi sªaba zbie»no±¢

ϕ(X1) + · · ·+ ϕ(Xn)√
n

sªabo−−−→
n→∞

N (0, σ2).

Mo»emy zauwa»y¢, »e powy»sza zale»no±¢ jest podobna do pierwotnej wersji central-

nego twierdzenia granicznego, lecz dotyczy nie tylko dowolnego ªa«cucha Markowa,

ale ponadto przetransponowanego przez funkcj¦ ϕ, tak zwan¡ obserwabl¦.

Mówi¡c o twierdzeniach granicznych, trudno nie wspomnie¢ o mocnym prawie

wielkich liczb. Zachodzi ono, gdy scentrowany i u±redniony ci¡g zmiennych loso-

wych zbiega do zera z prawdopodobie«stwem 1. W pracy nie przedstawiamy dowo-

du mocnego prawa wielkich liczb, poniewa» przy naszych zaªo»eniach jest to prosta

konsekwencja znanych twierdze« (zobacz na przykªad [6]).

Kolejnym twierdzeniem granicznym, które wyka»emy, jest prawo iterowanego lo-

garytmu. Opisuje ono rozmiar �uktuacji spaceru losowego. Podczas gdy prawa wiel-

kich liczb mówi¡ o zbie»no±ci ±redniej okre±lonych zmiennych losowych do zera (za-

równo prawie wsz¦dzie, jak i z prawdopodobie«stwem 1), za± centralne twierdzenie

graniczne traktuje o sumie zmiennych losowych, skalowanej przez n−1/2, której roz-

kªad zbiega do rozkªadu normalnego (a tym samym górna granica skalowanej sumy

zmiennych losowych zbiega do niesko«czono±ci), prawo iterowanego logarytmu poda-

je warunki zbie»no±ci sumy zmiennych losowych prawie na pewno do 1. Uzyskujemy

to za pomoc¡ skalowania przez
(
σ
√

2n log log n
)−1

. Dzi¦ki temu prawo iterowanego

logarytmu rozró»nia zbie»no±¢ prawie wsz¦dzie i zbie»no±¢ z prawdopodobie«stwem

1, czego nie widzi mocne prawo wielkich liczb.

W swej pierwotnej wersji prawo iterowanego logarytmu dotyczy ci¡gu nieza-

le»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie, X1, X2, . . .. Je±li ten roz-

kªad posiada warto±¢ oczekiwan¡ 0 oraz wariancj¦ równ¡ 1, to górna granica ci¡gu(
±

n∑
k=1

Xk

)
/
√

2n log log n przy n→∞ wynosi 1 prawie na pewno.

Podobnie jak dla centralnego twierdzenia granicznego, mo»na rozwa»a¢ prawo

iterowanego logarytmu dla ªa«cuchów Markowa. Wtedy dla wprowadzonego wy»ej

12
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ªa«cucha Markowa (Xn)n∈N granica górna

lim sup
n→∞

ϕ(X1) + · · ·+ ϕ(Xn)√
2n log log n

= σ > 0

istnieje z prawdopodobie«stwem 1.

W pracy dowodzimy centralnego twierdzenia granicznego oraz prawa iterowanego

logarytmu dla ªa«cucha Markowa odpowiadaj¡cego spacerowi losowemu skªadaj¡ce-

mu si¦ z losowych homeomor�zmów okr¦gu, z grupy Homeo(S1). Wyniki dotycz¡

tak»e wªasno±ci granicznych w przypadku, gdy ªa«cuch Markowa startuje z dowol-

nego punktu na okr¦gu, a nie tylko z rozkªadu stacjonarnego.

13



Rozdziaª 2

Podstawowe wªasno±ci ukªadów

dynamicznych

Zanim przejdziemy do bada« na okr¦gu S1, które s¡ gªównym wynikiem pracy,

przedstawimy ogólne wªasno±ci operatorów Markowa i innych obiektów, które nas

interesuj¡, na przestrzeniach metrycznych polskich (o±rodkowych i zupeªnych). Dla

niektórych wªasno±ci b¦dziemy wymagali, aby przestrze« byªa zwarta.

2.1 Operatory Markowa-Fellera

Niech (S, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ polsk¡. Przez B(x, r) oznacza¢ b¦-

dziemy otwart¡ kul¦ o ±rodku w x ∈ S i promieniu r > 0, czyli B(x, r) = {y ∈ S :

d(x, y) < r}. Przez |J | rozumiemy ±rednic¦ zbioru J ⊂ S, czyli kres górny odlegªo±ci

mi¦dzy dwoma dowolnymi punktami w J :

|J | = sup
x,y∈J

d(x, y).

Przez C(S) oznacza¢ b¦dziemy przestrze« funkcji ci¡gªych na S o warto±ciach

w R, wyposa»on¡ w norm¦ supremum ‖ · ‖. Przez M(S) rozumiemy zbiór wszyst-

kich miar sko«czonych, okre±lonych na σ-algebrze zbiorów borelowskich B(S). Niech

M1(S) ⊂M(S) b¦dzie zbiorem wszystkich miar probabilistycznych.

Dla ka»dej ograniczonej funkcji borelowskiej f : S → R i ka»dej miary µ ∈M(S)

wprowadzamy oznaczenie:

〈f, µ〉 :=
∫
S
f(x)µ(dx).

Oznaczenie to, w dalszych cz¦±ciach pracy nale»y rozumie¢ jako odnosz¡ce si¦ do

aktualnie rozwa»anej przestrzeni S. Zatem w rozdziale 3 powy»sza caªka b¦dzie po

okr¦gu S1.

14
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Odwzorowanie P :M(S)→M(S) nazywamy operatorem Markowa, je±li posiada

nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. ∀α,β∈R+∀µ,η∈M(S) P (αµ+ βη) = αPµ+ βPη,

2. ∀µ∈M(S) Pµ(S) = µ(S).

Operator Markowa P nazywamy operatorem Fellera, je±li istnieje liniowy operator

U : C(S)→ C(S) o wªasno±ci

∀f∈C(S)∀µ∈M(S) 〈Uf, µ〉 = 〈f, Pµ〉.

Operator P jest operatorem dualnym do U , natomiast U nazywamy operatorem

predualnym do P . Operator U mo»na naturalnie rozszerzy¢ na przestrze« B(S)

wszystkich ograniczonych funkcji borelowskich. W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy

przyjmowali, »e mamy rozszerzony operator U .

Miar¦ µ ∈ M(S) nazywamy niezmiennicz¡ (lub dokªadniej P -niezmiennicz¡),

je±li Pµ = µ. Miara ta jest ergodyczna, gdy ka»da U -niezmiennicza funkcja f ∈ C(S)

jest µ –p.w. staªa.

Operator Markowa P nazwiemy asymptotycznie stabilnym, je±li posiada jedyn¡

miar¦ niezmiennicz¡ µ∗ ∈ M1(S) i ponadto dla ka»dej miary µ ∈ M1(S) ci¡g

(P nµ)n∈N zbiega sªabo do µ∗, czyli

∀f∈C(S) lim
n→∞

∫
S
f(x)P nµ(dx) =

∫
S
f(x)µ∗(dx).

Operatory Markowa na przestrzeniach polskich, a tak»e istnienie dla nich miar

niezmienniczych, s¡ przedmiotem bada« mi¦dzy innymi w pracy [37].

2.2 Miara niezmiennicza na zbiorze zwartym

Niech Θ ⊂ M1(S). Rodzin¦ miar Θ nazywamy ciasn¡, je»eli dla ka»dego ε > 0

istnieje zbiór zwarty K ⊂ S taki, »e µ(K)  1− ε dla wszystkich µ ∈ Θ.

Uwaga 2.1. W szczególno±ci na przestrzeni polskiej rodzina miar jednoelementowa

Θ = {µ} jest ciasna. Wynika to bezpo±rednio z lematu Ulama, który mówi, »e je±li

mamy dodatni¡ sko«czon¡ miar¦ borelowsk¡ µ ∈ M(S) na przestrzeni polskiej S,

to dla ka»dego ε > 0 istnieje zbiór zwarty K ⊂ S taki, »e µ(S \K) < ε.

Z poj¦ciem ciasno±ci zwi¡zane jest twierdzenie Prochorowa, które wskazuje zale»-

no±¢ mi¦dzy ciasno±ci¡ miar a sªab¡ zbie»no±ci¡ w przestrzeni miar probabilistycz-

nych. W pracy skorzystamy z poni»szego sformuªowania twierdzenia Prochorowa.
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Twierdzenie 2.2 (Twierdzenie Prochorowa). Niech (µn)n∈N b¦dzie ci¡giem miar

probabilistycznych na przestrzeni metrycznej (S, d). Je»eli rodzina {µn : n ∈ N}
jest ciasna, to dany ci¡g miar posiada podci¡g sªabo zbie»ny, czyli istnieje miara

probabilistyczna µ ∈M1(S) taka, »e µnk → µ sªabo przy nk →∞.

Dowód twierdzenia Prochorowa mo»na znale¹¢ w [5].

Zauwa»my, »e na przestrzeni zwartej ka»da rodzina miar jest ciasna. Od teraz

b¦dziemy zakªada¢, »e (S, d) jest zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡.

Jednym z kluczowych odkry¢, z których korzystamy w pracy, jest twierdzenie

Kryªowa-Bogolubowa o istnieniu miary niezmienniczej. Oryginalnie twierdzenie to

dotyczyªo operatora transportu miary (tw. 2.3 poni»ej). W pracy b¦dziemy korzysta¢

z wersji tego twierdzenia sformuªowanej dla operatorów Fellera, dlatego podamy j¡

ni»ej wraz z dowodem (tw. 2.4). Dowód jest analogiczny jak w przypadku operatora

transportu miary.

Twierdzenie 2.3 (Twierdzenie Kryªowa-Bogolubowa dla operatora transportu mia-

ry). Niech (S, d) b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡ i niech T : S → S b¦dzie

funkcj¡ ci¡gª¡. Wtedy T posiada niezmiennicz¡ borelowsk¡ miar¦ probabilistyczn¡,

czyli istnieje miara µ ∈M1(S) taka, »e dla dowolnego A ∈ B(S)

µ
(
T−1(A)

)
= µ(A).

Twierdzenie 2.4 (Twierdzenie Kryªowa-Bogolubowa). Niech (S, d) b¦dzie zwart¡

przestrzeni¡ metryczn¡, a P :M(S)→M(S) � operatorem Fellera okre±lonym na

borelowskich miarach sko«czonych zde�niowanych na tej przestrzeni. Wtedy P po-

siada przynajmniej jedn¡ niezmiennicz¡ miar¦ probabilistyczn¡, czyli istnieje miara

µ ∈M1(S) taka, »e dla dowolnego A ∈ B(S)

Pµ(A) = µ(A).

Dowód. Ustalmy µ ∈M1(S). Poniewa» S jest zbiorem zwartym, to rodzina

{
µn :=

µ+ Pµ+ · · ·+ P n−1µ

n
: n ∈ N

}

jest ciasn¡ rodzin¡ miar probabilistycznych. Z twierdzenia Prochorowa (tw. 2.2) ci¡g

miar (µn)n∈N posiada zatem podci¡g sªabo zbie»ny, czyli istnieje miara µ∗ ∈M1(S)

taka, »e dla pewnego podci¡gu (nk)k∈N zachodzi

µnk =
µ+ Pµ+ · · ·+ P nk−1µ

nk

sªabo−−−−→
nk→∞

µ∗.
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Zauwa»my, »e

Pµnk = P

(
µ+ Pµ+ · · ·+ P nk−1µ

nk

)
=

=
Pµ+ P 2µ+ · · ·+ P nkµ

nk
= µnk +

P nkµ

nk
− µ

nk

sªabo−−−−→
nk→∞

µ∗.

Bez trudu sprawdzamy, »e operator Fellera P jest operatorem sªabo ci¡gªym, wi¦c

Pµnk
sªabo−−−−→
nk→∞

Pµ∗

i wobec tego

Pµ∗ = µ∗.

W pracy skorzystamy tak»e ze zmody�kowanej wersji twierdzenia ergodyczne-

go Birkho�a, znanej te» jako indywidualne twierdzenie ergodyczne lub twierdzenie

ergodyczne Kakutaniego ([18, Theorem 1], zobacz te» [41, Theorem 5.2.4.]), które

dotyczy operatora U i zbie»no±ci po trajektoriach.

Twierdzenie 2.5 (Indywidualne twierdzenie ergodyczne, [18, Theorem 1]). Niech

(S, d) b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Niech P b¦dzie operatorem Fellera z ope-

ratorem predualnym U i niech µ b¦dzie miar¡ niezmiennicz¡ dla P . Dla ka»dej funk-

cji mierzalnej i ograniczonej f : S → R istnieje funkcja mierzalna i ograniczona

g : S → R taka, »e:

f(y) + Uf(y) + · · ·+ Un−1f(y)
n

−−−→
n→∞

g(y) dla µ –p.w. y.

Ponadto je±li µ jest miar¡ ergodyczn¡, to

f(y) + Uf(y) + · · ·+ Un−1f(y)
n

−−−→
n→∞

〈f, µ〉 dla µ –p.w. y.

Poniewa» przestrze« S jest zwarta, ka»dy operator Fellera posiada przynajmniej

jedn¡ miar¦ niezmiennicz¡ z twierdzenia Kryªowa-Bogolubowa (tw. 2.4). Zauwa»my,

»e aby udowodni¢ jedyno±¢ miary niezmienniczej, mo»na wykaza¢ istnienie jedynej

miary ergodycznej, poniewa» miary ergodyczne s¡ punktami ekstremalnymi zbioru

wszystkich miar niezmienniczych ([1, Theorem 19.25]). Ponadto dla ka»dej miary

niezmienniczej µ istnieje reprezentuj¡ca j¡ miara ρµ na zbiorze wszystkich miar

ergodycznych E na S, taka, »e dla ka»dego zbioru mierzalnego A

µ(A) =
∫
E
η(A)ρµ(dη).
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Inaczej mówi¡c, ka»da miara niezmiennicza jest kombinacj¡ wypukª¡ miar ergo-

dycznych (niezmienniczych). Peªne twierdzenie mo»na znale¹¢ w monogra�i Viany

i Oliveiry, [40, Theorem 5.1.3].

Pierwotnie wªasno±¢ dekompozycji miary udowodniª Rohlin dla ukªadów dyna-

micznych ([35], zobacz te» [40]). Pó¹niej zagadnieniem zajmowali si¦ mi¦dzy innymi

Kifer i Pirogov ([19]). W pracy odwoªujemy si¦ do twierdzenia opracowanego przez

D. Worma, dlatego »e zajmowaª si¦ on zagadnieniem szczegóªowo pod k¡tem miar

niezmienniczych dla operatorów Markowa.

2.3 Jedyno±¢ miary niezmienniczej, e-wªasno±¢

Jedn¡ z istotnych wªasno±ci pomocnych w dowodzie istnienia jedynej miary nie-

zmienniczej jest tak zwana e-wªasno±¢ dla operatorów Markowa. Zostaªa ona wpro-

wadzona w pracy [23]. Przez (S, d) nadal rozumiemy zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡.

De�nicja 2.6. Mówimy, »e operator Fellera P :M(S)→M(S) posiada e-wªasno±¢

w punkcie x ∈ S, je±li dla dowolnej funkcji Lipschitza ϕ : S → R zachodzi

lim
y→x

sup
n∈N
|Unϕ(x)− Unϕ(y)| = 0, (2.3.1)

gdzie U jest operatorem predualnym do P .

Je»eli operator Fellera P :M(S)→M(S) b¦dzie posiada¢ e-wªasno±¢ w ka»dym

punkcie x ∈ S, to b¦dziemy mówi¢ po prostu, »e P posiada e-wªasno±¢.

Znanym faktem, pomocnym przy wykazaniu e-wªasno±ci dla P , jest poni»sze

stwierdzenie.

Fakt 2.7. Je±li przy zadanej metryce operator P posiada e-wªasno±¢, to posiada j¡

tak»e w metryce równowa»nej.

Dowód. Poniewa» przestrze« S jest zwarta, to funkcje Lipschitza s¡ g¦ste w C(S).

Zatem warunek (2.3.1) jest speªniony dla ka»dej funkcji ci¡gªej w odpowiadaj¡cej

metryce, a tym samym dla ka»dej funkcji ci¡gªej w metryce równowa»nej.

Symbolem suppµ b¦dziemy oznaczali no±nik miary µ, to znaczy

suppµ := {x ∈ S : ∃r>0 µ(B(x, r)) > 0}.

Zauwa»my, »e suppµ jest zbiorem domkni¦tym.

Z kolei symbolem supp f dla funkcji f : S → R b¦dziemy oznaczali jej no±nik, to

znaczy

supp f := {x ∈ S : f(x) 6= 0}.
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Lemat 2.8. Niech P b¦dzie operatorem Fellera, który posiada e-wªasno±¢. Wtedy

dla dowolnych dwóch ró»nych miar ergodycznych µ, η ∈M1(S) zachodzi warunek

suppµ ∩ supp η = ∅.

Dowód. Niech P b¦dzie operatorem Markowa, a U � operatorem predualnym do

P . Przypu±¢my, »e istnieje x ∈ suppµ∩ supp η, gdzie µ i η s¡ dwiema ró»nymi pro-

babilistycznymi miarami ergodycznymi na S. Dla dowolnej funkcji lipschitzowskiej

ϕ : S → R, na mocy indywidualnego twierdzenia ergodycznego (tw. 2.5), zachodz¡

zbie»no±ci:

ϕ(y) + Uϕ(y) + · · ·+ Un−1ϕ(y)
n

−−−→
n→∞

〈ϕ, µ〉 dla µ –p.w. y, (2.3.2)

ϕ(z) + Uϕ(z) + · · ·+ Un−1ϕ(z)
n

−−−→
n→∞

〈ϕ, η〉 dla η –p.w. z. (2.3.3)

Ustalmy ε > 0. Poniewa» P posiada e-wªasno±¢, to dowolnie blisko x znajdziemy

y ∈ suppµ oraz z ∈ supp η takie, »e zachodz¡ odpowiednio warunki (2.3.2) i (2.3.3)

oraz dla dowolnego n ∈ N

|Unϕ(x)− Unϕ(y)| < ε oraz |Unϕ(x)− Unϕ(z)| < ε. (2.3.4)

Poniewa» ε > 0 byª dowolny, to ze zbie»no±ci (2.3.2) i (2.3.3) otrzymujemy, »e dla

funkcji lipschitzowskiej ϕ : S → R zachodzi

〈ϕ, µ〉 = 〈ϕ, η〉.

Poniewa» ϕ byªa dowoln¡ funkcj¡ lipschitzowsk¡, to warunek ten prowadzi do rów-

no±ci miar. Istotnie, gdyby µ 6= η, istniaªby zbiór domkni¦ty A ⊂ S, taki, »e

µ(A) < η(A) lub η(A) < µ(A). Zaªó»my pierwsz¡ z tych nierówno±ci. Z ci¡gªo-

±ci miary istnieje wówczas ξ > 0 takie, »e

µ(Aξ) < η(A), (2.3.5)

gdzie Aξ = {x ∈ S : d(x,A) < ξ} oznacza ξ�otoczk¦ zbioru A. Oczywi±cie A jest

zbiorem otwartym, wi¦c borelowskim.

Niech h = max
{

0, 1− 1
ξ
d(x,A)

}
. Wówczas

1A ¬ h ¬ 1Aξ

i wobec tego

η(A) ¬ 〈ϕ, η〉 = 〈ϕ, µ〉 ¬ µ(Aξ),

co przeczy warunkowi (2.3.5).

Drug¡ nierówno±¢, η(A) < µ(A), wykluczamy analogicznie. W ten sposób ko«-

czymy dowód równo±ci µ = η.
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Wprowad¹my nast¦puj¡ce de�nicje.

De�nicja 2.9. Mówimy, »e operator Fellera P z operatorem predualnym U posiada

asymptotyczn¡ e-wªasno±¢ w ±redniej w punkcie x ∈ S, je»eli dla ka»dej funkcji

Lipschitza ϕ : S → R zachodzi

lim
y→x

lim sup
n→∞

1
n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
Ukϕ(x)− Ukϕ(y)

)∣∣∣∣∣ = 0,

gdzie U jest operatorem predualnym do P .

De�nicja asymptotycznej e-wªasno±ci w ±redniej opiera si¦ na e-wªasno±ci w sensie

Cesáro i zostaªa wprowadzona przez D. Worma w [41].

De�nicja 2.10. Mówimy, »e operator Fellera P z operatorem predualnym U posiada

e-wªasno±¢ w sensie Cesáro w punkcie x ∈ S, je»eli dla ka»dej funkcji Lipschitza

ϕ : S → R zachodzi

lim
y→x

sup
n∈N

1
n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
Ukϕ(x)− Ukϕ(y)

)∣∣∣∣∣ = 0,

gdzie U jest operatorem predualnym do P .

W przypadku gdy operator P b¦dzie posiadaª asymptotyczn¡ e-wªasno±¢ w ±red-

niej lub e-wªasno±¢ w sensie Cesáro w ka»dym punkcie x ∈ S, b¦dziemy mówi¢ po

prostu, »e operator P posiada odpowiednio asymptotyczn¡ e-wªasno±¢ w ±redniej

lub e-wªasno±¢ w sensie Cesáro.

Uwaga 2.11. Zauwa»my, »e w lemacie 2.8 zamiast e-wªasno±ci wystarczy zaªo»y¢,

»e operator P posiada e-wªasno±¢ w sensie Cesáro lub asymptotyczn¡ e-wªasno±¢

w ±redniej.

Podana e-wªasno±¢ w sensie Cesáro jest silniejsza od asymptotycznej e-wªasno±ci

w ±redniej; ta jednak wystarczy do udowodnienia gªównego twierdzenia dotycz¡cego

istnienia miary niezmienniczej przy naszych zaªo»eniach. Pomocny w tym b¦dzie

poni»szy lemat.

Lemat 2.12. Niech P b¦dzie operatorem Fellera i niech µ∗ ∈M1(S) b¦dzie ergodycz-

n¡ miar¡ niezmiennicz¡ dla P . Je±li P posiada asymptotyczn¡ e-wªasno±¢ w ±redniej

w punkcie x ∈ suppµ∗, to ci¡g
(

1
n

n∑
k=1

P kδx

)
n∈N

zbiega sªabo do µ∗.

Dowód. Niech P b¦dzie operatorem Fellera z miar¡ ergodyczn¡ µ∗ ∈M1(S). We¹my

dowolny punkt x ∈ suppµ∗ i zaªó»my, »e P posiada asymptotyczn¡ e-wªasno±¢

w ±redniej w punkcie x. Ustalmy funkcj¦ lipschitzowsk¡ ϕ : S → R. Poniewa» P
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posiada asymptotyczn¡ e-wªasno±¢ w ±redniej w punkcie x ∈ suppµ∗, to zachodzi

warunek

lim
y→x

lim sup
n→∞

1
n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
Ukϕ(x)− Ukϕ(y)

)∣∣∣∣∣ = 0, (2.3.6)

gdzie U jest operatorem predualnym do P .

Podobnie jak w dowodzie lematu 2.8, z indywidualnego twierdzenia ergodycznego

(tw. 2.5) zachodzi zbie»no±¢

ϕ(y) + Uϕ(y) + · · ·+ Un−1ϕ(y)
n

−−−→
n→∞

〈ϕ, µ∗〉 dla µ∗ –p.w. y. (2.3.7)

Ustalmy ε > 0. Z warunku (2.3.6) wynika, »e dowolnie blisko x ∈ suppµ∗ znajdziemy

y ∈ suppµ∗ speªniaj¡cy warunek (2.3.7) oraz N0 ∈ N takie, »e dla wszystkich n > N0

zachodzi
1
n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
Ukϕ(x)− Ukϕ(y)

)∣∣∣∣∣ < ε.

Dzi¦ki temu

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Ukϕ(x)− 1
n

n∑
k=1

Ukϕ(y)

∣∣∣∣∣ = lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Ukϕ(x)− 〈ϕ, µ∗〉
∣∣∣∣∣ ¬ ε.

Przy ε→ 0 otrzymujemy

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
k=1

Ukϕ(x)− 〈ϕ, µ∗〉
∣∣∣∣∣ = 0.

St¡d, ze zbie»no±ci (2.3.7) oraz korzystaj¡c z tego, »e Uϕ(x) = 〈Uϕ, δx〉 = 〈ϕ, Pδx〉,
otrzymujemy

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

Ukϕ(x) = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

Ukϕ(x) = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

〈ϕ, P kδx〉 = 〈ϕ, µ∗〉,

gdzie U0ϕ := ϕ. Poniewa» ϕ byªa dowoln¡ funkcj¡ lipschitzowsk¡, dostajemy sªab¡

zbie»no±¢
1
n

n∑
k=1

P kδx
sªabo−−−−→
nk→∞

µ∗,

co ko«czy dowód.
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Rozdziaª 3

Ergodyczno±¢ ukªadu na okr¦gu

W niniejszym rozdziale przeprowadzimy dowód istnienia jedynej miary niezmien-

niczej dla operatora Markowa generowanego przez stochastyczny ukªad dynamiczny

zªo»ony z losowych homeomor�zmów okr¦gu. Podobny wynik uzyskany dla iterowa-

nego ukªadu funkcyjnego generowanego przez nieprzeliczaln¡ rodzin¦ homeomor�-

zmów okr¦gu, o zadanej g¦sto±ci prawdopodobie«stwa, opublikowany zostaª w pracy

[29]. Uogólniamy tamten wynik, przyjmuj¡c sªabsze zaªo»enia.

3.1 Niesko«czona rodzina funkcji na okr¦gu

Ukªady losowe na okr¦gu s¡ przedmiotem bada« od wielu lat � patrz [2, 12, 13,

33, 38]. Na ogóª zakªadane byªo, »e ukªad funkcyjny skªada si¦ ze sko«czenie wielu

transformacji. Niedawno D. Malicet w pracy [31] udowodniª istnienie jedynej mia-

ry niezmienniczej (ergodycznej) dla iterowanych ukªadów funkcyjnych na okr¦gu,

nie zakªadaj¡c, »e rodzina transformacji jest sko«czona lub przeliczalna. W dowo-

dzie skorzystaª z zasady niezmienniczo±ci uzyskanej przez A. Avil¦ i M. Vian¦ (zob.

[3]). W poni»szych badaniach wykorzystujemy natomiast e-wªasno±¢, która zosta-

ªa wprowadzona w [23] oraz niezale»nie w [27]. Jest to bardzo u»yteczne narz¦dzie

przy badaniu ergodycznych wªasno±ci operatorów Markowa (por. [41]). Poka»emy,

»e e-wªasno±¢ mo»e by¢ ªatwo zwery�kowana i u»yta do wykazania jedyno±ci miary

niezmienniczej przy naszych zaªo»eniach.

Podobne zagadnienia dotycz¡ce synchronizacji (rozumianej jako zbie»no±¢ orbit

startuj¡cych z ró»nych punktów, iterowanych przez ten sam ci¡g losowych transfor-

macji) s¡ ostatnio przedmiotem intensywnych bada«. A.J. Homburg w [17] rozsze-

rzyª okr¡g do zwartej rozmaito±ci, podczas gdy A. Gorodetski i V. Kleptsyn w [15]

badaj¡ problem synchronizacji, rozwa»aj¡c nie tylko ró»ne przestrzenie (w tym te»

okr¡g), ale tak»e wy»sze wymiary.
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3.2 Dowód jedyno±ci miary niezmienniczej

Przez S1 b¦dziemy oznacza¢ okr¡g z orientacj¡ przeciwn¡ do ruchu wskazówek ze-

gara. Dla x, y ∈ S1 przez [x, y] oznaczamy domkni¦ty przedziaª mi¦dzy x a y zgodnie

z orientacj¡ okr¦gu. Odlegªo±¢ mi¦dzy x a y oznaczamy przez d(x, y) i de�niujemy

jako dªugo±¢ krótszego z przedziaªów [x, y] i [y, x]. Zaªó»my bez strat ogólno±ci,

»e dªugo±¢ okr¦gu jest równa 1. Metryka d jest równowa»na metryce euklidesowej.

Oczywi±cie (S1, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ zwart¡.

Rozwa»amy topologiczn¡ póªgrup¦ (G, ◦) generowan¡ przez pewn¡ rodzin¦ ho-

meomor�zmów okr¦gu. Niech ν b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ zde�niowan¡ na G,

czyli
∫
G ν(dg) = 1. Miara ν generuje na G lewostronny spacer losowy, czyli ci¡g

ω 7→ (gnω)n∈N elementów losowych o warto±ciach w G, zde�niowany na przestrzeni

probabilistycznej (Ω,P) = (GN, ν⊗N) nast¦puj¡co: dla ω = (gn)n∈N ∈ Ω oraz n ∈ N

gnω := gn ◦ · · · ◦ g1.

Poprzez dziaªanie G okre±lamy wtedy wszystkie zªo»enia postaci gnω, n ∈ N, ω ∈ Ω.

Stochastyczny ukªad dynamiczny (S1, G, ν) generuje operator Markowa P postaci

∀µ∈M(S1)∀A∈B(S1) Pµ(A) =
∫
G
µ(g−1(A))ν(dg).

Operator P jest operatorem Fellera. Jego operator predualny U : B(S1) → B(S1)

jest postaci

∀f∈B(S1)∀x∈S1 Uf(x) =
∫
G
f(g(x))ν(dg).

Zauwa»my, »e P oraz U s¡ ν-u±rednieniami deterministycznych operatorów indu-

kowanych przez homeomor�zmy g ∈ G.
Wprowadzimy teraz poj¦cie minimalno±ci dziaªania G przy zadanej mierze pro-

babilistycznej ν, co b¦dziemy rozumieli tak»e jako minimalno±¢ dziaªania stocha-

stycznego ukªadu dynamicznego (S1, G, ν).

De�nicja 3.1. Niech dana b¦dzie póªgrupa G elementów z przestrzeni Homeo(S1).

Niech ν b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ zde�niowan¡ na G. Powiemy, »e G dziaªa

minimalnie (lub »e dziaªanie G jest minimalne), je»eli dla ka»dego niepustego zbioru

A ∈ B(S1) z faktu, »e g(A) ⊂ A dla ν –p.w. g ∈ G, wynika »e A = S1.

Uwaga 3.2. Niech Ψ b¦dzie rodzin¡ generatorów grupy G. Je±li rodzina ta jest sko«-

czona (patrz np. [31]), a jej generatorom przyporz¡dkowane jest dodatnie prawdopo-

dobie«stwo, to dziaªanie G jest minimalne wtedy i tylko wtedy, gdy orbita ka»dego

punktu jest g¦sta. Przez orbit¦ punktu x ∈ S1 rozumiemy zbiór startuj¡cych z nie-

go trajektorii, czyli
{
gω(x) ∈ S1 : ω ∈

∞⋃
n=0

Ψn

}
. Równowa»nie, G dziaªa minimalnie,
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3.2. DOWÓD JEDYNO�CI MIARY NIEZMIENNICZEJ

gdy dla ka»dego zbioru A ⊂ S1, który jest domkni¦ty i Ψ-niezmienniczy (g(A) ⊂ A

dla ka»dego g ∈ Ψ), zachodzi albo A = ∅, albo A = S1. Zauwa»my, »e je»eli ro-

dzina generatorów Ψ jest nieprzeliczalna, a miara probabilistyczna jest dowolna, to

wtedy nadal z minimalno±ci dziaªania G wynika g¦sto±¢ ka»dej orbity. W odwrotn¡

stron¦ jednak zale»no±¢ nie zachodzi, poniewa» orbita punktu na okr¦gu mogªaby

by¢ g¦sta jedynie ze wzgl¦du na specy�czny generator w zbiorze Ψ, który nie nale-

»y do supp ν. W takim przypadku nie mo»emy wnioskowa¢ minimalno±ci dziaªania,

gdy» nie mamy wystarczaj¡cych informacji na temat homeomor�zmów z supp ν, dla

których zachodzi poprzednik implikacji podanej w de�nicji 3.1.

Wªasno±¢ minimalno±ci dziaªania posªu»y nam do udowodnienia e-wªasno±ci

i w konsekwencji jedyno±ci miary niezmienniczej dla odpowiedniego operatora Fel-

lera. Zale»no±¢ t¦ opisuje poni»sze twierdzenie. Wska»my jeszcze, »e przez G−1 ro-

zumiemy zbiór homeomor�zmów b¦d¡cych odwrotno±ciami elementów z G, czyli

G−1 := {g−1 : g ∈ G}. Ponadto miar¦ dla stochastycznego ukªadu dynamicznego

(S1, G−1, ν̃) de�niujemy nast¦puj¡co: ν̃(g−1) := ν(g) dla ka»dego g−1 ∈ G−1.

Twierdzenie 3.3. Niech dana b¦dzie póªgrupa G elementów z przestrzeni Homeo(S1)

i niech ν b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ zde�niowan¡ na G. Je»eli G−1 dziaªa mini-

malnie, to operator Fellera P odpowiadaj¡cy stochastycznemu ukªadowi dynamicz-

nemu (S1, G, ν) posiada e-wªasno±¢ oraz ma jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡.

Dowód. Dla stochastycznego ukªadu dynamicznego (S1, G−1, ν̃), gdzie ν̃(g−1) :=

ν(g) dla ka»dego g−1 ∈ G−1, niech P̃ b¦dzie odpowiadaj¡cym mu operatorem Felle-

ra, czyli

∀µ∈M(S1)∀A∈B(S1) P̃ µ(A) =
∫
G
µ(g(A))ν(dg).

Niech µ̃ b¦dzie miar¡ niezmiennicz¡ dla P̃ . Taka miara istnieje na mocy twierdzenia

Kryªowa-Bogolubowa (tw. 2.4), poniewa» okr¡g S1 jest zwarty.

Póªgrupa G−1 dziaªa minimalnie, zatem ka»dy niepusty zbiór A ∈ B(S1), dla

którego

g−1(A) ⊂ A dla ν –p.w. g,

speªnia A = S1.

Poka»emy, »e supp µ̃ = S1. Mamy

1 = µ̃(supp µ̃) = P̃ µ̃(supp µ̃) =
∫
G
µ̃ (g(supp µ̃)) ν(dg).

St¡d wynika

µ̃ (g(supp µ̃)) = 1 = µ̃(supp µ̃) dla ν –p.w. g.
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zbiór g(supp µ̃) jest domkni¦ty, a supp µ̃ jest najmniejszym domkni¦tym zbiorem

peªnej miary, wi¦c g(supp µ̃) ⊃ supp µ̃ dla ν –p.w. g. St¡d g−1(supp µ̃) ⊂ supp µ̃ dla

ν –p.w. g. Z minimalno±ci dziaªania G−1 otrzymujemy supp µ̃ = S1.

W nast¦pnym kroku poka»emy, »e miara µ̃ jest bezatomowa. W tym celu zaªó»my

nie wprost, »e µ̃ posiada przynajmniej jeden atom i niech u ∈ S1 b¦dzie atomem

o najwi¦kszej mierze µ̃({u}) > 0. Taki atom istnieje, poniewa» µ̃ jest miar¡ proba-

bilistyczn¡, a wi¦c sko«czon¡. Rozwa»my zbiór W = {v ∈ S1 : µ̃({v}) = µ̃({u})}
wszystkich atomów o najwi¦kszej mierze. Miara µ̃ jest niezmiennicza dla P̃ , zatem

µ̃({v}) = P̃ µ̃({v}) =
∫
G
µ̃({g(v)})ν(dg)

dla ka»dego v ∈ W . Z de�nicji ν oraz W otrzymujemy, »e dla ka»dego v ∈ W

µ̃({g(v)}) = µ̃({v}) dla ν –p.w. g,

a wi¦c g(v) ∈ W dla ν –p.w. g. Zbiór W musi by¢ sko«czony, a g ∈ G s¡ home-

omor�zmami, zatem dla ν�prawie wszystkich g zachodzi g(W ) = W i wobec tego

g−1(W ) = W . Przeczy to minimalno±ci dziaªania G−1, poniewa» W = W 6= S1.

Pokazali±my wi¦c, »e µ̃ jest miar¡ bezatomow¡.

W kolejnym kroku wyka»emy e-wªasno±¢ dla P . Zde�niujmy funkcj¦ χ : S1×S1 →
R+ nast¦puj¡co:

∀x,y∈S1 χ(x, y) := min{µ̃([x, y]), µ̃([y, x])}.

Dzi¦ki temu, »e miara µ̃ jest bezatomowa i jej no±nikiem jest S1, mo»na ªatwo poka-

za¢, »e funkcja χ jest metryk¡, a ponadto zbie»no±¢ w χ jest równowa»na zbie»no±ci

w d.

Niech ϕ : S1 → R b¦dzie funkcj¡ Lipschitza wzgl¦dem metryki χ, czyli

∀x,y∈S1 |ϕ(x)− ϕ(y)| ¬ χ(x, y). (3.2.1)

Ustalmy x, y ∈ S1. Z wªasno±ci (3.2.1) oraz de�nicji operatora U mamy

|Uϕ(x)− Uϕ(y)| ¬
∫
G
|ϕ(g(x))− ϕ(g(y))|ν(dg) ¬

¬
∫
G
χ(g(x), g(y))ν(dg) ¬

¬
∫
G
µ̃(g([x, y]))ν(dg) =

= P̃ µ̃([x, y]) = µ̃([x, y]).

Analogicznie

|Uϕ(x)− Uϕ(y)| ¬
∫
G
|ϕ(g(x))− ϕ(g(y))|ν(dg) ¬

¬
∫
G
µ̃(g([y, x]))ν(dg) = µ̃([y, x]).
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St¡d dla dowolnych x, y ∈ S1 dostajemy

|Uϕ(x)− Uϕ(y)| ¬ min{µ̃([x, y]), µ̃([y, x])} = χ(x, y).

Iteruj¡c powy»sz¡ nierówno±¢, otrzymujemy |Unϕ(x) − Unϕ(y)| ¬ χ(x, y) dla ka»-

dego n ∈ N i dla dowolnych x, y ∈ S1. St¡d wnioskujemy, »e dla dowolnych x, y ∈ S1

0 ¬ lim
y→x

sup
n∈N
|Unϕ(x)− Unϕ(y)| ¬ lim

y→x
χ(x, y) = 0.

Dla dowolnie wybranej funkcji lipschitzowskiej wzgl¦dem metryki χ i dla ka»dego

x ∈ S1 uzyskali±my e-wªasno±¢ dla operatora P ,

lim
y→x

sup
n∈N
|Unϕ(x)− Unϕ(y)| = 0.

Metryka χ jest równowa»na metryce d, wi¦c na mocy faktu 2.7 operator P posiada

e-wªasno±¢ w metryce d.

Mo»emy przej±¢ do ostatniej cz¦±ci dowodu, w której wyka»emy jedyno±¢ miary

niezmienniczej dla operatora Fellera P . Zaªó»my nie wprost, »e istniej¡ dwie ró»ne

miary P -niezmiennicze µ, υ ∈ M1(S1). Operator P posiada e-wªasno±¢, wi¦c z le-

matu 2.8

suppµ ∩ supp υ = ∅.

Niech O b¦dzie zbiorem wszystkich otwartych odcinków I ⊂ S1 \ (suppµ ∪ supp υ)

takich, »e je»eli I = (a, b) to albo a ∈ suppµ i b ∈ supp υ, albo a ∈ supp υ i b ∈
suppµ.

No±niki miar µ i υ s¡ domkni¦te i rozª¡czne, wi¦c istnieje I0 ∈ O takie, »e

µ̃(I0) = inf
I∈O

µ̃(I) > 0.

Poka»emy, »e g(suppµ) ⊂ suppµ dla ν�prawie wszystkich g ∈ G. Wiemy, »e

1 = µ(suppµ) = Pµ(suppµ) =
∫
G
µ
(
g−1(suppµ)

)
ν(dg),

a wi¦c

µ
(
g−1(suppµ)

)
= 1 dla ν –p.w. g,

sk¡d

g(suppµ) ⊂ suppµ dla ν –p.w. g.

W ten sam sposób otrzymujemy, »e g(supp υ) ⊂ supp υ dla ν�prawie wszystkich

g ∈ G. Zatem oznacza to, »e dla ν�prawie ka»dego g ∈ G przedziaª g(I0) posiada

oba ko«ce w no±nikach µ oraz υ (ka»dy koniec w innym no±niku).

Poka»emy, »e g(I0) ∈ O dla ν�prawie ka»dego g ∈ G. Wybierzmy dowolnie g ∈ G.
Poniewa» przedziaª g(I0) ma ν�prawie na pewno jeden koniec w suppµ a drugi
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koniec w supp υ, to istnieje J ∈ O takie, »e J ⊂ g(I0). Z de�nicji I0 dostajemy, »e

µ̃(I0) ¬ µ̃(J) ¬ µ̃(g(I0)), a wi¦c

µ̃(I0) ¬ µ̃(g(I0)) dla ν –p.w. g. (3.2.2)

Poniewa» µ̃ jest niezmiennicza, mamy

0 = µ̃(I0)− µ̃(I0) = P̃ µ̃(I0)− µ̃(I0) =

=
∫
G
µ̃ (g(I0)) ν(dg)−

∫
G
µ̃(I0)ν(dg) =

=
∫
G

[µ̃ (g(I0))− µ̃(I0)] ν(dg).

�¡cz¡c powy»sze z wªasno±ci¡ (3.2.2), dostajemy

µ̃(I0) = µ̃(g(I0)) dla ν –p.w. g, (3.2.3)

co oznacza, »e g(I0) ∈ O dla ν�prawie wszystkich g ∈ G.
Okre±lmy I := {J ∈ O : µ̃(J) = µ̃(I0)}. Zbiór I jest sko«czony, poniewa» skªada

si¦ z otwartych, rozª¡cznych przedziaªów o tej samej dodatniej mierze, a miara µ̃

jest ograniczona.

Poka»emy, »e g(I) ⊂ I dla ν�prawie wszystkich g ∈ G. Ustalmy przedziaª J ∈ I
oraz we¹my dowolne g ∈ G. Przedziaª g(J) ma ν�prawie na pewno ko«ce zarówno

w suppµ, jak i w supp υ. Wtedy istnieje M ∈ O takie, »e M ⊂ g(J). Zatem

µ̃(J) = µ̃(I0) ¬ µ̃(M) ¬ µ̃(g(J)).

Podobnie jak (3.2.3) otrzymujemy, »e

µ̃(J) = µ̃(g(J)) dla ν –p.w. g.

Wnioskujemy, »e g(J) ∈ O oraz g(J) ∈ I, co oznacza, »e g(I) ⊂ I dla ν�prawie

wszystkich g. Zbiór I jest sko«czony, za± g ∈ G s¡ homeomor�zmami, wi¦c otrzy-

mujemy, »e g(I) = I dla ν�prawie ka»dego g ∈ G.
Zde�niujmy jeszcze E jako zbiór wszystkich ko«ców przedziaªów z I. Podobnie

jak I, zbiór E jest sko«czony. Elementy zbioru I s¡ rozª¡czne, wi¦c g(E) = E dla

ν�prawie ka»dego g ∈ G. Zbiór E jest domkni¦ty, niepusty i w szczególno±ci

g−1(E) ⊂ E dla ν –p.w. g,

ale E 6= S1. Fakt ten przeczy zaªo»eniu o minimalno±ci dziaªania G−1. Zatem P

posiada jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡ i dowód zostaª uko«czony.
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Kolejne twierdzenie wi¡»e minimalno±¢ dziaªania oraz istnienie jedynej miary nie-

zmienniczej dla odpowiadaj¡cego operatora Fellera.

Twierdzenie 3.4. Niech dana b¦dzie póªgrupa G elementów z przestrzeni Homeo(S1)

i niech ν b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ zde�niowan¡ na G. Je»eli G dziaªa minimal-

nie, to operator Fellera P odpowiadaj¡cy stochastycznemu ukªadowi dynamicznemu

(S1, G, ν) posiada jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡.

Dowód. Niech P oraz P̃ b¦d¡ operatorami Fellera odpowiadaj¡cymi odpowiednio

stochastycznym ukªadom dynamicznym (S1, G, ν) oraz (S1, G−1, ν̃), gdzie, przypo-

mnijmy, ν̃(g−1) := ν(g) dla ka»dego g−1 ∈ G−1. Z twierdzenia 3.3 operator P̃ posia-

da jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡, któr¡ oznaczymy jako µ̃. Z dowodu twierdzenia 3.3

mo»emy wywnioskowa¢, »e P posiada jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡, je±li supp µ̃ = S1.

Zaªó»my wi¦c, »e supp µ̃ 6= S1. Istnieje zatem przedziaª (a, b) ⊂ S1 \ supp µ̃. Dla

ω = (g1, . . . , gn) ∈ Gn przyjmijmy oznaczenie gω = gn ◦ · · · ◦ g1. Zauwa»my, »e

µ̃((a, b)) = P̃ µ̃((a, b)) =
∫
G
µ̃(g((a, b)))ν(dg) = 0.

Zatem dla ν�prawie wszystkich g ∈ G mamy µ̃(g((a, b))) = 0. Poprzez analogi¦ dla

kolejnych iteracji otrzymujemy, »e dla ka»dego n ∈ N i dla ν⊗n�prawie wszystkich

ω ∈ Gn zachodzi

µ̃(gω((a, b))) = 0. (3.2.4)

Dla n ∈ N niech Ω∗n b¦dzie zbiorem tych ω ∈ Gn, dla których wªasno±¢ (3.2.4)

jest speªniona. Oczywi±cie ν⊗n(Ω∗n) = 1 dla ka»dego n ∈ N. Zde�niujmy zbiór

S0 :=
∞⋃
n=1

⋃
ω∈Ω∗n

gω((a, b)).

Zbiór S0 jest sum¡ przedziaªów otwartych, wi¦c jest otwarty.

W nast¦pnym kroku poka»emy asymptotyczn¡ e-wªasno±¢ w ±redniej dla P . Wy-

bierzmy dowolnie punkt x ∈ (a, b) oraz otwarty przedziaª I taki, »e I ⊂ (a, b). Ci¡g(
1
n

n∑
k=1

P̃ kδx

)
n∈N

zbiega sªabo do µ̃, poniewa» µ̃ jest jedyn¡ miar¡ niezmiennicz¡ dla

operatora P̃ .

Poniewa» µ̃(I) = 0, mo»emy wybra¢ tak¡ funkcj¦ h ∈ C(S1), dla której supph ⊂
(a, b) oraz 1I ¬ h. Niech Ũ b¦dzie operatorem predualnym do P̃ . Wtedy

1
n

n∑
k=1

Ũk
1I(x) =

1
n

n∑
k=1

〈
1I , P̃

kδx
〉
¬ 1
n

n∑
k=1

〈
h, P̃ kδx

〉
−−−→
n→∞

〈h, µ̃〉 = 0.
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Ponadto zachodzi

1
n

n∑
k=1

Ũk
1I(x) =

=
1
n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

1I

(
g−1

1 ◦ · · · ◦ g−1
k (x)

)
ν(dg1) . . . ν(dgk) =

=
1
n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

1gk◦···◦g1(I)(x)ν(dg1) . . . ν(dgk) = (3.2.5)

=
1
n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

1{x} (gk ◦ · · · ◦ g1(I)) ν(dg1) . . . ν(dgk) =

=
1
n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

1{x} (gω(I)) ν⊗k(dgω).

Niech ϕ : S1 → R b¦dzie funkcj¡ lipschitzowsk¡ o staªej Lipschitza L. Ustalmy

ε > 0 i wybierzmy sko«czony zbiór {x0, . . . , xN} ⊂ S1 taki, »e d(xi, xi+1) < ε
L

dla ka»dego i ∈ {0, . . . , N}, przy czym xN+1 = x0. Korzystaj¡c z równo±ci (3.2.5),

otrzymujemy

1
n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

1{x0,...,xN} (gω(I)) ν⊗k(dgω) −−−→
n→∞

0. (3.2.6)

Niech U b¦dzie operatorem predualnym do P . Stosuj¡c (3.2.6), mamy

lim sup
n→∞

1
n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(
Ukϕ(x)− Ukϕ(y)

)∣∣∣∣∣ ¬
¬ lim sup

n→∞

1
n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

|ϕ(gω(x))− ϕ(gω(y))| ν⊗k(dω) ¬

¬ lim sup
n→∞

L

n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

d (gω(x), gω(y)) ν⊗k(dω) ¬

¬ lim sup
n→∞

L

n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

[
ε

L
+ 1{x0,...,xN} (gω(I))

]
ν⊗k(dω) =

= lim sup
n→∞

(
ε

n
· n
)

+ lim
n→∞

L

n

n∑
k=1

∫
· · ·

∫
Gk

1{x0,...,xN} (gω(I)) ν⊗k(dω) =

= ε+ L · 0 = ε.

Z dowolno±ci wyboru ε oraz przedziaªu I ( (a, b) otrzymujemy, »e operator P po-

siada asymptotyczn¡ e-wªasno±¢ w ±redniej w dowolnym punkcie x ∈ (a, b). Niech

µ∗ ∈M1(S1) b¦dzie ergodyczn¡ miar¡ niezmiennicz¡ dla P . Póªgrupa G dziaªa mi-

nimalnie, wi¦c suppµ∗ = S1 i w konsekwencji (a, b) ⊂ suppµ∗. Zatem z lematu 2.12

dla ka»dego x ∈ (a, b) ci¡g
(

1
n

n∑
k=1

P kδx

)
n∈N

zbiega sªabo do µ∗. To oznacza, »e µ∗

jest jedyn¡ (ergodyczn¡) miar¡ niezmiennicz¡ dla P , co ko«czy dowód.
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Uwaga 3.5. Zauwa»my, »e z dowodu e-wªasno±ci, przeprowadzonego podczas dowo-

dzenia twierdzenia 3.3, wynika, »e operator P jest nierozszerzaj¡cy wzgl¦dem me-

tryki Wassersteina zde�niowanej na (S1, χ), czyli dla dwóch miar probabilistycznych

µ1 i µ2 zachodzi

dW (Pµ1, Pµ2) ¬ dW (µ1, µ2),

gdzie χ jest metryk¡ wprowadzon¡ w dowodzie. To spostrze»enie przyda nam si¦

w dalszych rozwa»aniach na temat asymptotycznej stabilno±ci operatora P .

3.3 Przykªady zastosowania twierdzenia o jedynej

mierze niezmienniczej

Przyjrzyjmy si¦ przykªadom zastosowania twierdzenia 3.4.

Niech Λ = [0, 1] i niech p : Λ → R+ b¦dzie g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa,

czyli
∫ 1

0 p(λ)dλ = 1. Dla ka»dego λ ∈ [0, 1/2) de�niujemy funkcj¦ gλ : S1 → S1

nast¦puj¡co:

∀x∈S1 gλ(x) := λh1(x) + (1− λ)h2(x),

gdzie h1 i h2 s¡ dwoma ró»nymi homeomor�zmami okr¦gu, przy czym na potrzeby

tej de�nicji uto»samiamy okr¡g S1 z grup¡ ilorazow¡ R/Z, czyli z odcinkiem [0, 1)

z uto»samionymi ko«cami. Niech h3 : S1 → S1 b¦dzie homeomor�zmem o g¦stej

orbicie dla pewnego punktu na okr¦gu (a wi¦c dla wszystkich punktów). Dla ka»dego

λ ∈ [1/2, 1] przyjmijmy gλ := h3. Oczywi±cie funkcje gλ s¡ homeomor�zmami na S1.

Rozwa»my stochastyczny ukªad dynamiczny (S1, G, ν), gdzie G jest póªgrup¡ ge-

nerowan¡ przez rodzin¦ Ψ = {gλ}λ∈Λ, a ν jest miar¡ probabilistyczn¡ zadan¡ przez

g¦sto±¢ p, to znaczy ν({gλ : λ ∈ [0, t]}) =
∫ t
0 p(u)du. (Par¦ (Ψ, p) nazywamy itero-

wanym ukªadem funkcyjnym). Ponadto niech ν({gλ : λ ∈ [1/2, 1]}) > 0, co zapewni

nam, »e G dziaªa minimalnie.

Zaªo»enia twierdzenia 3.4 s¡ speªnione, wi¦c operator Fellera P odpowiadaj¡cy

stochastycznemu ukªadowi dynamicznemu (S1, G, ν), b¦d¡cy postaci

∀µ∈M(S1)∀A∈B(S1) Pµ(A) =
∫ 1

0
µ(g−1

λ (A))p(λ)dλ

posiada jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡ zale»n¡ od de�nicji funkcji h1, h2, h3 oraz g¦-

sto±ci p.

Asymptotyczna stabilno±¢

Dla opisanego operatora Fellera rozwa»ymy jeszcze warunki wystarczaj¡ce na to,

aby uzyska¢ asymptotyczn¡ stabilno±¢. Przypomnijmy, »e operator P jest asympto-

tycznie stabilny, gdy posiada jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡ µ∗ ∈ M1(S1) i dla ka»dej
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miary µ ∈M1(S1) ci¡g (P nµ)n∈N zbiega sªabo do µ∗, czyli

∀f∈C(S1) lim
n→∞

∫
S1
f(x)P nµ(dx) =

∫
S1
f(x)µ∗(dx). (3.3.1)

W poprzednim rozdziale wykazali±my, »e miara niezmiennicza dla operatora Mar-

kowa jest jedyna przy naszych zaªo»eniach. Pozostaje pytanie, kiedy warunek (3.3.1)

jest speªniony. Mo»emy zauwa»y¢, »e nawet przy zaªo»eniu minimalno±ci dziaªania

jeste±my w stanie skonstruowa¢ operator, który nie jest asymptotycznie stabilny.

Naszkicujemy poni»ej taki przykªad.

Rozwa»my operatory Tγ : S1 → S1 postaci Tγ(x) = x + γ mod 1 dla x ∈ S1,

gdzie γ ∈ R. W tym celu okr¡g S1 mo»emy znów rozumie¢ jako grup¦ ilorazow¡

R/Z. Wtedy Tγ jest tak zwanym podniesieniem, czyli operatorem obrotu punktu x

na okr¦gu S1 o k¡t γ.

Niech Λ = [0, 1] i niech p : Λ → R+ b¦dzie g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa, czyli∫ 1
0 p(λ)dλ = 1. Niech ν b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡ okre±lon¡ przez g¦sto±¢ p,

to znaczy ν({gλ : λ ∈ [0, t]}) =
∫ t
0 p(u)du. Zauwa»my, »e dla dowolnych λ ∈ Λ oraz

γ, θ ∈ R zachodz¡ wªasno±ci:

λTγ + (1− λ)Tθ = Tλγ+(1−λ)θ,

∀n∈N T nγ = Tnγ.
(3.3.2)

Dla ustalonego γ̃ operator Tγ̃ ∈ Homeo(S1). Je»eli γ̃ /∈ Q, to orbity funkcji

g̃λ := Tγ̃, λ ∈ Λ, s¡ g¦ste, a tym samym póªgrupa G̃ generowana przez rodzi-

n¦ {g̃λ}λ∈Λ dziaªa minimalnie. Speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia 3.4, zatem dla

danego stochastycznego ukªadu dynamicznego (S1, G̃, ν) istnieje jedyna miara nie-

zmiennicza.

Niech P̃ oznacza operator Fellera generowany przez (S1, G̃, ν). Zauwa»my, »e je»eli

we¹miemy dwa ró»ne punkty x, y ∈ S1 oraz odpowiadaj¡ce im miary Diraca, δx, δy,

to niezale»nie jak dªugo b¦dziemy iterowa¢ odlegªo±¢ P̃ nδx od P̃ nδy, nigdy nie zbli»y

si¦ ona dowolnie blisko zera, poniewa» obracamy zbiory o ten sam ustalony k¡t γ̃.

Nie mo»emy natomiast uzyska¢ dwóch ci¡gów zbie»nych do ró»nych miar, poniewa»

w naszym przypadku miara niezmiennicza jest jedyna. Zatem warunek (3.3.1) nie

jest speªniony.

Przedstawiony szkic dowodu wskazuje, »e do uzyskania asymptotycznej stabil-

no±ci operatora Fellera P generowanego przez stochastyczny ukªad dynamiczny

(S1, G, ν), gdzie G dziaªa minimalnie, potrzeba dodatkowych zaªo»e«. Rozpatrzy-

my poni»szy przypadek.

Ustalmy γ i θ takie, »e γ−θ /∈ Q i rozpatrzmy rodzin¦ Ψ funkcji gλ := Tλγ+(1−λ)θ,

λ ∈ Λ. Funkcje te s¡ homeomor�zmami okr¦gu, a poniewa» γ− θ /∈ Q, to γ /∈ Q lub

31



3.3. PRZYK�ADY ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA O JEDYNEJ MIERZE
NIEZMIENNICZEJ

θ /∈ Q. Ten fakt oznacza, »e orbity funkcji gλ s¡ g¦ste, a tym samym póªgrupa G

generowana przez rodzin¦ Ψ dziaªa minimalnie. Jak powy»ej, speªnione s¡ zaªo»enia

twierdzenia 3.4, zatem dla danego stochastycznego ukªadu dynamicznego (S1, G, ν)

istnieje jedyna miara niezmiennicza, µ∗.

Aby wykaza¢ asymptotyczn¡ stabilno±¢, skorzystamy z nast¦puj¡cego twierdze-

nia, pochodz¡cego od A. Lasoty i J.A. Yorke'a, [28, Theorem 9.1] (zobacz tak»e [28,

Theorem 4.1] wraz z dowodem), podanego dla okr¦gu.

Twierdzenie 3.6 (Lasota-Yorke, [28, Theorem 9.1]). Niech dana b¦dzie przestrze«

metryczna (S1, d) oraz nierozszerzaj¡cy operator Fellera P . Zaªó»my, »e dla do-

wolnego ε > 0 istnieje takie α > 0, »e dla dowolnych miar probabilistycznych

µ1, µ2 ∈M1(S1) istniej¡ n0 ∈ N oraz zbiór mierzalny A ∈ B(S1) o wªasno±ci |A| ¬ ε

takie, »e

P n0µ1(A)  α oraz P n0µ2(A)  α. (3.3.3)

Wtedy operator P jest asymptotycznie stabilny.

Niech P b¦dzie operatorem Fellera odpowiadaj¡cym stochastycznemu ukªadowi

dynamicznemu (S1, G, ν). Zauwa»my, »e operator P jest nierozszerzaj¡cy, zgodnie

z uwag¡ 3.5. Nierozszerzalno±¢ operatora P otrzymujemy w dowodzie twierdzenia

3.3 przy nowej metryce χ, w której dªugo±¢ S1 mo»e ju» nie by¢ równa 1. Poniewa»

wnioskowanie wymagaªoby jedynie skalowania, bez strat ogólno±ci przyjmijmy, »e

dªugo±¢ okr¦gu wynosi 1 tak»e w metryce χ.

Ustalmy ε > 0. Podzielmy okr¡g S1 na N odcinków, I1, . . . , IN , z czego ka»dy o

dªugo±ci ε/4 (je±li potrzeba, ε mo»emy pomniejszy¢, aby N = 4/ε byªo caªkowite).

Oznaczmy ten podziaª jako P := {I1, . . . , IN}. Bez strat ogólno±ci wybierzmy I1

oraz I2. Poniewa» G dziaªa minimalnie, znajdziemy n0 ∈ N oraz ci¡gi losowe ω′n0 :=

(gλ′1 , gλ′2 , . . . , gλ′n0 ), ω
′′
n0

:= (gλ′′1 , gλ′′2 , . . . , gλ′′n0 ) ∈ G
n0 takie, »e

gλ′n0 ◦ · · · ◦ gλ′1(I1) ∩ gλ′′n0 ◦ · · · ◦ gλ′′1 (I2) 6= ∅. (3.3.4)

Przyjmijmy oznaczenia: gω′n0 := gλ′n0 ◦ · · · ◦ gλ′1 oraz gω′′n0 := gλ′′n0 ◦ · · · ◦ gλ′′1 . Zachodzi

|gω′n0 (I1) ∪ gω′′n0 (I2)| ¬ ε/4 + ε/4 = ε/2.

Zauwa»my ponadto, »e dowolnie blisko ka»dego z ci¡gów ω′n0 i ω
′′
n0

znajdziemy inne

ci¡gi speªniaj¡ce wªasno±¢ (3.3.4). Zatem

(ν⊗n0 ⊗ ν⊗n0)
(
(ω′n0 , ω

′′
n0

) ∈ Gn0 ×Gn0 : |gω′n0 (I1) ∪ gω′′n0 (I2)| ¬ ε
)
 δI1,I2 (3.3.5)

dla pewnego δI1,I2 > 0. Dla ka»dej pary odcinków Ik, Il ∈ P znajdziemy takie δIk,Il ,

aby speªniona byªa nierówno±¢ (3.3.5). Poniewa» podziaª P jest sko«czony, mo»emy

okre±li¢ δ := min{δIk,Il : Ik, Il ∈ P} > 0.
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We¹my dowolne dwie miary µ1, µ2 ∈M1(S1). Dla ka»dej z tych miar znajdziemy

odcinek podziaªu P o mierze wi¦kszej lub równej 1/N . Bez strat ogólno±ci, niech to

b¦d¡ odcinki odpowiednio I1 oraz I2.

Poªó»my α := δ/N oraz niech A := gω′n0 (I1) ∪ gω′′n0 (I2), gdzie |A| ¬ ε. Wtedy dla

ka»dego i ∈ {1, 2}

P n0µi(A) =
∫
· · ·

∫
Gn0

µi(g−1
ωn0

(A))ν⊗n0(dωn0)  1/N · δ = α.

Speªnione s¡ zatem zaªo»enia twierdzenia 3.6, a wi¦c operator P jest asympto-

tycznie stabilny, czyli zachodzi zbie»no±¢ (3.3.1) do jedynej miary niezmienniczej

µ∗.
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Rozdziaª 4

Twierdzenia graniczne na okr¦gu

W nast¦puj¡cej cz¦±ci przyjrzymy si¦ bli»ej wªasno±ciom spaceru losowego zde�-

niowanego na Homeo(S1), a dokªadniej zachowaniom granicznym ªa«cucha Marko-

wa, odpowiadaj¡cego temu spacerowi losowemu. Udowodnimy centralne twierdze-

nie graniczne oraz prawo iterowanego logarytmu zarówno dla ªa«cucha startuj¡cego

z rozkªadu stacjonarnego, jak i z dowolnego punktu na okr¦gu. W pracy nie do-

wodzimy mocnego prawa wielkich liczb, poniewa» wynika ono z ogólnych wªasno±ci

ªa«cuchów Markowa na przestrzeniach zwartych (zobacz wyniki Breimana w [6]),

a ponadto dowód mo»na przeprowadzi¢ analogicznie, jak w pracy [38, Proposition

16], korzystaj¡c z twierdzenia ergodycznego Birkho�a.

Dowód centralnego twierdzenia granicznego opiera si¦ na wyniku Y. Derrienica

i M. Lina ([11]), który uogólnia metod¦ aproksymacji martyngaªowej M.I. Gordina

i B.A. Lif²ica ([14]), oraz na podej±ciu zaproponowanym przez M. Maxwella i M. Wo-

odroofe'a dla ergodycznych stacjonarnych ªa«cuchów Markowa ([32]). Te wyniki po-

zwalaj¡ przy naszych zaªo»eniach udowodni¢ centralne twierdzenie graniczne dla

ªa«cucha Markowa startuj¡cego z µ∗�prawie ka»dego punktu, gdzie µ∗ oznacza je-

dyn¡ miar¦ niezmiennicz¡. Dzi¦ki temu, »e ukªad dziaªa minimalnie, otrzymujemy

centralne twierdzenie graniczne dla ªa«cucha Markowa o dowolnym punkcie starto-

wym na okr¦gu (ang. quenched central limit theorem).

W ostatnich latach centralne twierdzenie graniczne zostaªo dowiedzione dla ró»-

nych niestacjonarnych procesów Markowa w [8, 16, 24, 25, 39]. Wi¦cej informacji

mo»na znale¹¢ w ksi¡»ce T. Komorowskiego et al. [21], gdzie opisane zostaªy szcze-

góªy ostatnich osi¡gni¦¢. Opracowane zostaªo tak»e podej±cie dla martyngaªów. Roz-

win¦li je Kozlov ([22]), a tak»e Kipnis i Varadhan ([20]), niezale»nie proponuj¡c

ogóln¡ metod¦ dowiedzenia centralnego twierdzenia granicznego dla addytywnych

funkcjonaªów ªa«cuchów Markowa.

Z kolei O. Zhao i M. Woodroofe sformuªowali w [42] warunki wystarczaj¡ce do
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tego, aby zachodziªo prawo iterowanego logarytmu dla stacjonarnych ªa«cuchów

Markowa. Korzystaj¡c ze wspomnianych rezultatów D. Maliceta ([31]), mówi¡cych,

»e losowe iteracje zw¦»aj¡ maªe przedziaªy z prawdopodobie«stwem 1, otrzymuje-

my prawo iterowanego logarytmu dla ªa«cucha Markowa startuj¡cego z dowolnego

punktu na okr¦gu.

4.1 Spacer losowy i ªa«cuch Markowa na okr¦gu

Niech (S1, G, ν) b¦dzie stochastycznym ukªadem dynamicznym, przy czym (G, ◦)
niech b¦dzie topologiczn¡ póªgrup¡ homeomor�zmów okr¦gu. Przypomnijmy, »e (le-

wostronny) spacer losowy generowany przez ten ukªad rozumiemy jako losowy ci¡g

ω 7→ (gnω)n∈N elementów G zde�niowany na przestrzeni probabilistycznej (Ω,P) =

(GN, ν⊗N), gdzie dla ω = (gn)n∈N ∈ Ω oraz n ∈ N przyjmujemy

gnω := gn ◦ · · · ◦ g1.

Od dawna badanie wªasno±ci tego typu spacerów losowych jest atrakcyjn¡ ga-

ª¦zi¡ analizy stochastycznej (patrz [10, 31, 33]). W szczególno±ci D. Malicet, we

wspominanej ju» pracy [31], wykazaª, »e badane spacery losowe przy raczej maªo

restrykcyjnych zaªo»eniach zw¦»aj¡ z prawdopodobie«stwem 1 odpowiednio maªe

przedziaªy.

W pracy prezentujemy badania nad centralnym twierdzeniem granicznym oraz

prawem iterowanego logarytmu dla odpowiedniego ªa«cucha Markowa startuj¡cego

zarówno z rozkªadu stacjonarnego, jak i z dowolnego punktu na okr¦gu.

B¦dziemy badali twierdzenia graniczne dla ªa«cucha Markowa (Xn)n∈N0 o praw-

dopodobie«stwie przej±cia π : S1 × B(S1) → [0, 1] postaci π(x,A) = Pδx(A), gdzie

P : M(S1) → M(S1) jest operatorem Markowa (odpowiadaj¡cym spacerowi loso-

wemu ω 7→ (gnω)n∈N) danym w postaci

∀µ∈M(S1)∀A∈B(S1) Pµ(A) =
∫
G

µ(g−1(A))ν(dg).

Jak w poprzednim rozdziale, P jest operatorem Fellera i jest dualny do operatora

U postaci

∀f∈B(S1)∀x∈S1 Uf(x) =
∫
G

f(g(x))ν(dg),

gdzie, przypomnijmy, B(S1) oznacza zbiór wszystkich ograniczonych funkcji bore-

lowskich na S1.

Rozkªad ªa«cucha Markowa (Xn)n∈N0 o pocz¡tkowym rozkªadzie ν zadany jest

przez miar¦ probabilistyczn¡ Pν na przestrzeni mierzalnej
(
(S1)N,B(S1)⊗N

)
tak¡, »e

Pν [Xn+1 ∈ A|Xn = x] = π(x,A) oraz Pν [X0 ∈ A] = ν(A),
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gdzie x ∈ S1 oraz A ∈ B(S1). Istnienie Pν wynika z twierdzenia Koªmogorowa o ist-

nieniu procesu (zobacz [4]). Je±li rozkªad pocz¡tkowy ν jest równy mierze niezmien-

nicznej lub ergodycznej operatora P (o ile taka miara istnieje), ªa«cuch Markowa

nazywamy odpowiednio stacjonarnym lub ergodycznym. Warto±¢ oczekiwan¡ wzgl¦-

dem Pµ oznaczamy Eµ.
Zauwa»my, »e je»eli ªa«cuch Markowa startuje z punktu x ∈ S1, czyli X0 = x,

to wtedy Xn(ω) = gnω(x). Rozkªad odpowiadaj¡cy takiemu ªa«cuchowi oznaczamy

Px := Pδx , gdzie δx jest miar¡ Diraca w x ∈ S1.

Ponadto mo»na zauwa»y¢, »e Pµ(·) =
∫

S1 Px(·)µ(dx) oraz Eµ(·) =
∫

S1 Ex(·)µ(dx).

Dla n ∈ N oraz A1, . . . , An ∈ B(S1) mamy

Px((X1, . . . , Xn) ∈ A1 × · · · × An) =

=
∫
GN
1A1×···×An(g1

ω(x), . . . , gnω(x))ν⊗N(dω) =

= (δx ⊗ P)((y, ω) : (g1
ω(y), . . . , gnω(y)) ∈ A1 × · · · × An) =

=
∫
· · ·

∫
Gn

1A1×···×An(g1(x), . . . , gn ◦ · · · ◦ g1(x))ν(dg1) · · · ν(dgn).

(4.1.1)

Zatem

Ex(H(X1, . . . , Xn)) =
∫
· · ·

∫
Gn

H(g1(x), . . . , gn ◦ · · · ◦ g1(x))ν(dg1) · · · ν(dgn) (4.1.2)

oraz

Eµ(H(X1, . . . , Xn)) =

=
∫
S1

∫
· · ·

∫
Gn

H(g1(x), . . . , gn ◦ · · · ◦ g1(x))ν(dg1) · · · ν(dgn)µ(dx) (4.1.3)

dla dowolnej ograniczonej funkcji borelowskiej H : (S1)n → C.
Spacer losowy ω 7→ (gnω)n∈N nazywamy niezdegenerowanym na G, je±li ka»dy

otwarty podzbiór G posiada dodatnie prawdopodobie«stwo osi¡gni¦cia przez ten

spacer losowy. Innymi sªowy G jest jednocze±nie swoj¡ najmniejsz¡ pod-póªgrup¡

zawieraj¡c¡ supp ν. Dowolny spacer losowy na Homeo(S1) jest niezdegenerowany na

pewnej póªgrupie. Mówimy, »e niezdegenerowany spacer losowy ω 7→ (gnω)n∈N na G

nie posiada niezmienniczej miary probabilistycznej na S1, je±li nie istnieje miara pro-

babilistyczna niezmiennicza wzgl¦dem ka»dego elementu G (czyli nie istnieje miara

µ taka, »e µ(A) = µ(g−1(A)) dla ka»dego g ∈ G i zbioru mierzalnego A ⊂ S1).

B¦dzie mówili, »e spacer losowy generowany przez (S1, G, ν) dziaªa minimalnie,

kiedy G dziaªa minimalnie.

D. Malicet w pracy [31] udowodniª nast¦puj¡ce twierdzenie.
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Twierdzenie 4.1 (Malicet, [31, Theorem C, Corollary 2.6]). Niech ω 7→ (gnω)n∈N b¦-

dzie niezdegenerowanym spacerem losowym na póªgrupie G grupy Homeo(S1), dzia-

ªaj¡cym minimalnie na S1 i nie posiadaj¡cym niezmienniczej miary probabilistycznej

na S1. Wtedy dla ka»dego x ∈ S1 zachodzi sªaba zbie»no±¢

P nδx
sªabo−−−→
n→∞

µ∗,

gdzie µ∗ ∈M1(S1) jest jedyn¡ miar¡ stacjonarn¡ (niezmiennicz¡) dla P . Co wi¦cej,

zbie»no±¢ ta jest jednostajna, co oznacza, »e dla dowolnej funkcji ϕ ∈ C(S1)

sup
x∈S1

∣∣∣∣∣∣
∫
S1

ϕd (P nδx)−
∫
S1

ϕdµ∗

∣∣∣∣∣∣ −−−→n→∞
0. (4.1.4)

4.2 Lematy pomocnicze

W dowodzie centralnego twierdzenia granicznego oraz prawa iterowanego loga-

rytmu kluczow¡ rol¦ peªni¢ b¦dzie wyra»enie

sup
n∈N

sup
x,y∈S1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

U iϕ(x)−
n∑
i=1

U iϕ(y)

∣∣∣∣∣ , (4.2.1)

gdzie ϕ : S1 → R jest dowoln¡ funkcj¡ Lipschitza. Poka»emy, »e wyra»enie (4.2.1)

jest ograniczone.

Przypomnijmy jeszcze, »e ±rednic¦ przedziaªu J na okr¦gu oznaczamy przez |J |
i de�niujemy jako

|J | = sup
x,y∈J

d(x, y).

Na pocz¡tku przytoczmy wynik D. Maliceta.

Lemat 4.2 (Malicet, [31, Theorem A]). Przy zaªo»eniach twierdzenia 4.1 dla ka»dego

x∗ ∈ S1 i dla P –p.w. ω ∈ Ω istnieje otoczenie I punktu x∗ takie, »e

∀n∈N |gnω(I)| ¬ qn,

gdzie q ∈ (0, 1) zale»y tylko od spaceru losowego ω 7→ (gnω)n∈N.

Z twierdzenia 4.1 ªatwo wynika nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.3. Przy zaªo»eniach twierdzenia 4.1 dla dowolnych przedziaªów otwar-

tych I0, I ⊂ S1, gdzie I0 ⊂ I, istnieje K ∈ N takie, »e dla ka»dego x ∈ S1

PKδx(I)  µ∗(I0)
2

.

Dowód. Ustalmy dodatni¡, ci¡gª¡ i ograniczon¡ przez 1 funkcj¦ ϕ tak¡, »e suppϕ ⊂ I

oraz ϕ(x) = 1 dla ka»dego x ∈ I0. Zastosowanie (4.1.4) ko«czy dowód.
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Z drugiej strony, z lematu 4.2 mamy:

Wniosek 4.4. Niech speªnione b¦d¡ zaªo»enia twierdzenia 4.1 i niech x∗ ∈ S1. Wtedy

istniej¡: otoczenie I punktu x∗, zbiór Ω0 ⊂ Ω, speªniaj¡cy P(Ω0) > 0, oraz pewna

staªa q ∈ (0, 1), takie, »e dla wszystkich n ∈ N oraz ω ∈ Ω0

|gnω(I)| ¬ qn.

Ponadto P(Ω0)→ 1 przy |I| → 0.

Nast¦puj¡cy lemat jest kluczowy dla dalszych rozwa»a«.

Lemat 4.5. Niech speªnione b¦d¡ zaªo»enia twierdzenia 4.1 i niech ϕ : S1 → R b¦dzie

funkcj¡ Lipschitza. Wtedy istnieje staªa C > 0 taka, »e dla dowolnych x, y ∈ S1 oraz

dowolnego n ∈ N zachodzi ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

U iϕ(x)−
n∑
i=1

U iϕ(y)

∣∣∣∣∣ ¬ C.

Dowód. Niech ϕ : S1 → R b¦dzie funkcj¡ Lipschitza ze staª¡ Lipschitza L. De�niu-

jemy

an := sup
x,y∈S1

sup
m¬n

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

U iϕ(x)−
m∑
i=1

U iϕ(y)

∣∣∣∣∣ , n ∈ N.

Oczywi±cie an ¬ 2n‖ϕ‖ dla wszystkich n ∈ N.
Niech µ∗ b¦dzie jedyn¡ miar¡ stacjonarn¡ (niezmiennicz¡) dla P . Korzystaj¡c

z wniosku 4.4, wybieramy otoczenie I pewnego punktu x∗ ∈ suppµ∗, q ∈ (0, 1) oraz

Ω0 ⊂ Ω, dla którego α := P(Ω0) > 0, takie, »e dla wszystkich n ∈ N oraz ω ∈ Ω0

mamy

|gnω(I)| ¬ qn.

Niech I0 ⊂ I b¦dzie otwartym otoczeniem punktu x∗ takim, »e I0 ⊂ I, i niech

β := µ∗(I0)/2. Oczywi±cie β > 0, poniewa» x∗ ∈ suppµ∗.

Wybierzmy K ∈ N takie, »e dla ka»dego x ∈ S1

PKδx(I)  β,

z wniosku 4.3. Dla ka»dego x ∈ S1 mo»emy zapisa¢

PKδx = βµx + (1− β)µx, (4.2.2)

gdzie µx, µx ∈M1(S1) oraz suppµx ⊂ I. W istocie, wystarczy zde�niowa¢ miar¦

µx(A) :=
PKδx(A ∩ I)
PKδx(I)
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oraz okre±li¢ µx wzorem

∀A∈B(S1) µ
x(A) =

1
1− β

(PKδx(A)− βµx(A)).

Oczywi±cie µx ∈ M1(S1) oraz suppµx ⊂ I. Poniewa» dla wszystkich A ∈ B(S1)

zachodzi

PKδx(A)  PKδx(A ∩ I) = PKδx(I)µx(A)  βµx(A)

to miara µx jest nieujemna i w konsekwencji µx ∈M(S1).

Dla m > K, korzystaj¡c z (4.2.2), mamy

m∑
i=K+1

U iϕ(x) =
∫
S1

m−K∑
i=1

U iϕ(z)PKδx(dz) =

= β ·
∫
S1

m−K∑
i=1

U iϕ(z)µx(dz) + (1− β) ·
∫
S1

m−K∑
i=1

U iϕ(z)µx(dz).

(4.2.3)

W dalszej cz¦±ci b¦dziemy u»ywa¢ nast¦puj¡cej notacji. Przez Ωn
0 okre±lamy pro-

jekcj¦ Ω0 na Gn, przy n ∈ N, czyli

Ωn
0 :=

{
(ω1, . . . , ωn) ∈ Gn : (ω1, . . . , ωn)×GN ∩ Ω0 6= ∅

}
.

Oszacujemy teraz wyra»enie∣∣∣∣∣
n∑
i=1

U iϕ(z)−
n∑
i=1

U iϕ(w)

∣∣∣∣∣
dla dowolnych z, w ∈ I. Dla g = (g1, . . . , gm) ∈ Gm, m  1 poªó»my

Sm(z, w;g) :=
m∑
i=1

(
ϕ(gi ◦ · · · ◦ g1(z))− ϕ(gi ◦ · · · ◦ g1(w))

)
.

Dla r ¬ n mamy

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

(
U iϕ(z)− U iϕ(w)

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Gr

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣ ¬
¬

∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Ωr0

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Gr\Ωr0

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣∣ =: I+II.

Najpierw oszacujemy caªk¦ II. Dla k ¬ r zde�niujmy

Gr
k :=

{
(ω1, . . . , ωr) ∈ Gr : (ω1, . . . , ωk−1) ∈ Ωk−1

0 , (ω1, . . . , ωk) /∈ Ωk
0

}
.

Zbiór Gr
k zawiera wszystkie ci¡gi posiadaj¡ce pierwsze k − 1 elementów z pewnego

ci¡gu z Ω0, lecz ró»ni¡ce si¦ z nim na k-tym miejscu. Zauwa»my, »e Gr \Ωr
0 =

r⋃
k=1

Gr
k
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oraz Gr
i ∩Gr

j = ∅ przy i 6= j. �atwo wida¢, »e ν⊗r(Gr\Ωr
0) ¬ P(Ω\Ω0) = 1−P(Ω0) =

1− α.
Dalej niech Gr

k |k b¦dzie projekci¡ G
r
k na k pierwszych wspóªrz¦dnych, czyli

Gr
k |k :=

{
(ω1, . . . , ωk) ∈ Gk : ∃(ω1, . . . , ωk, ωk+1, . . . , ωr) ∈ Gr

k

}
.

Wtedy widzimy, »e Gr
k = Gr

k |k × Gr−k oraz poniewa» zbiory Gr
k dla k ∈ {1, . . . , r}

s¡ rozª¡czne, to

II =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
r⋃
k=1

Gr
k

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
¬

r∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Gr
k

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣∣ .

Rozwa»my pojedynczy skªadnik powy»szej sumy. Dla k ∈ {1, . . . r} z twierdzenia

Fubiniego∫
· · ·

∫
Gr
k

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg) =

=
∫
· · ·

∫
Gr
k|k

∫ · · · ∫
Gr−k

Sr(z, w;g)ν(dgk+1) · · · ν(dgr)

 ν(dg1) · · · ν(dgk).
(4.2.4)

Aby oszacowa¢ wewn¦trzne caªki, ustalmy ĝ = (g1, . . . , gk) oraz ǧ = (gk+1, . . . , gr).

Ponadto niech ž := gk ◦ · · · ◦ g1(z) oraz w̌ := gk ◦ · · · ◦ g1(w). Wtedy mamy∫
· · ·

∫
Gr−k

Sr(z, w;g)ν⊗(r−k)(dǧ) =

=
∫
· · ·

∫
Gr−k

(Sk(z, w; ĝ) + Sr−k−1(ž, w̌; ǧ)) ν(dgk+1) · · · ν(dgr) =

= Sk(z, w; ĝ) +
∫
· · ·

∫
Gr−k

Sr−k−1(ž, w̌; ǧ)ν(dgk+1) · · · ν(dgr)

i w konsekwencji∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Gr
k

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Gr
k|k

Sk(z, w; ĝ) +
∫
· · ·

∫
Gr−k

Sr−k(ž, w̌; ǧ)ν⊗(r−k)(dǧ)

 ν⊗k(dĝ)
∣∣∣∣∣∣∣∣ ¬

¬
∫
· · ·

∫
Gr
k|k

(|Sk(z, w; ĝ)|+ ar−k)ν⊗k(dǧ) ¬
∫
· · ·

∫
Gr
k|k

(|Sk(z, w; ĝ)|+ an)ν⊗k(dǧ) ¬

¬
(
L(1 + q + q2 + . . .+ qk−1) + an

)
ν⊗k

(
Gr
k |k

)
¬
(

L

1− q
+ an

)
ν⊗k

(
Gr
k |k

)
.
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St¡d

II ¬
r∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Gr
k

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
r∑

k=1

(
L

1− q
+ an

)
ν⊗k

(
Gr
k |k

)
¬

¬ L

1− q
+ an ·

r∑
k=1

ν⊗k
(
Gr
k |k

)
¬ L

1− q
+ an · (1− α).

Z drugiej strony caªk¦ I mo»emy ªatwo oszacowa¢ przy pomocy wniosku 4.4.

Rzeczywi±cie

I =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·

∫
Ωr0

Sr(z, w;g)ν⊗r(dg)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬ L
(
1 + q + q2 + . . .+ qr−1

)
¬ L

1− q
.

St¡d dla z, w ∈ I∣∣∣∣∣
n∑
i=1

U iϕ(z)−
n∑
i=1

U iϕ(w)

∣∣∣∣∣ ¬ I + II ¬ 2L
1− q

+ an(1− α).

Zatem dla n  m > K∣∣∣∣∣
m∑
i=1

(U iϕ(x)− U iϕ(y))

∣∣∣∣∣ ¬
¬ β ·

∫∫
S1×S1

∣∣∣∣∣
m−K∑
i=1

(U iϕ(z)− U iϕ(w))

∣∣∣∣∣µx(dz)µy(dw)+

+ (1− β) ·
∫∫

S1×S1

∣∣∣∣∣
m−K∑
i=1

(U iϕ(z)− U iϕ(w))

∣∣∣∣∣µx(dz)µy(dw) ¬

¬ β ·
(

2L
1− q

+ am(1− α)
)

+ (1− β) · am ¬

¬ 2βL
1− q

+ am(1− βα) ¬ 2βL
1− q

+ an(1− βα),

poniewa» suppµx i suppµy zawieraj¡ si¦ w I. Oczywi±cie dla m ¬ K mamy∣∣∣∣∣
m∑
i=1

(U iϕ(x)− U iϕ(y))

∣∣∣∣∣ ¬ 2K‖ϕ‖.

St¡d otrzymujemy

sup
m¬n

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

U iϕ(x)−
m∑
i=1

U iϕ(y)

∣∣∣∣∣ ¬ 2βL
1− q

+ 2K‖ϕ‖+ an(1− βα),

a poniewa» x, y ∈ S1 byªy dowolne, dostajemy

an ¬
2βL
1− q

+ 2K‖ϕ‖+ an(1− βα).

St¡d

an ¬
2L

α(1− q)
+

2K‖ϕ‖
βα

=: C dla wszystkich n ∈ N,

co ko«czy dowód.
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Lemat 4.5 peªni kluczow¡ rol¦ w dowodzie centralnego twierdzenia granicznego

oraz prawa iterowanego logarytmu dla zadanego procesu stochastycznego. Istotn¡

cech¡ w dowodzie jest fakt, »e je»eli odlegªo±¢ mi¦dzy iteracjami dwóch ró»nych

punktów, x i y, zbiega do 0, to caªy odcinek [x, y] si¦ zw¦»a. Lemat mógªby zosta¢

sformuªowany tak»e dla losowych odwzorowa« odcinka, jednak ten przypadek zostaª

ju» w peªni zanalizowany w pracach [8] i [9].

Jak ju» zostaªo wspomniane, do dowodu centralnego twierdzenia granicznego ko-

rzystamy z wyników Derrienica i Lina w [11]. Zauwa»my jednak, »e z przeprowa-

dzonych do tej pory rozwa»a« wynika dodatkowo zale»no±¢ opisana w poni»szym

twierdzeniu. Na jej podstawie tak»e mo»na wykaza¢ centralne twierdzenie granicz-

ne, korzystaj¡c wtedy z wyników Gordina i Lif²ica w [14] (zobacz [30, Theorem

10]).

Twierdzenie 4.6. Niech speªnione b¦d¡ zaªo»enia twierdzenia 4.1 i niech ϕ : S1 → R
b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ Lipschitza. Wtedy funkcja ϕ jest L2(µ∗)− kobrzegiem, czyli

ϕ ∈ (I − U)L2(µ∗).

Dowód. Ustalmy funkcj¦ Lipschitza ϕ : S1 → R. Bez strat ogólno±ci przyjmijmy, »e
staªa Lipschitza funkcji ϕ jest równa 1. Niech C > 0 b¦dzie takie, »e |∑n

i=0 U
iϕ(x)−∑n

i=0 U
iϕ(y)| ¬ C dla dowolnych x, y ∈ S1 oraz n ∈ N, zgodnie z lematem 4.5.

Mamy ∣∣∣∣∣
n∑
i=0

U iϕ(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

(
U iϕ(x)−

∫
S1
U iϕ(z)µ∗(dz)

)∣∣∣∣∣ ¬
¬
∫

S1

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

U iϕ(x)−
n∑
i=0

U iϕ(z)

∣∣∣∣∣µ∗(dz) ¬ C.

Z twierdzenia w [7, Theorem 2] wynika, »e istnieje ψ ∈ L2(µ∗) takie, »e ϕ =

ψ − Uψ, co ko«czy dowód.

Uwaga 4.7. Operator P , dualny do U , posiada jedyn¡ miar¦ ergodyczn¡ µ∗ oraz

suppµ∗ = S1, a wi¦c funkcja ψ w powy»szym dowodzie nale»y do C(S1), zgodnie

z wynikami Schwartza w [36].

4.3 Centralne Twierdzenie Graniczne

W nast¦puj¡cym rozumowaniu skorzystamy z wyników Y. Derrienica oraz M.

Lina (zobacz [11]), którzy podali warunki dostateczne dla centralnego twierdzenia

granicznego dla procesu startuj¡cego z µ∗�prawie ka»dego punktu x.

Twierdzenie 4.8 (Derrienic-Lin, [11, Theorem]). Niech (Xn)n∈N0 b¦dzie stacjonar-

nym i ergodycznym ªa«cuchem Markowa o przestrzeni stanów (S,S, µ). Niech ϕ ∈
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L2(µ) oraz
∫
ϕ(x)µ(dx) = 0. Okre±lmy Sn(ϕ) :=

∑n−1
k=0 ϕ(Xk). Je»eli istnieje staªa

α ∈
(
0, 1

2

)
taka, »e

∥∥∥∑n−1
k=2 U

kϕ
∥∥∥
L2(µ)

= O(nα), to wtedy σ2(ϕ) := lim
n→∞

1
n
EPµ (Sn(ϕ)2)

istnieje i jest sko«czona. Jednocze±nie dla µ-prawie wszystkich x ∈ S ci¡g Sn(ϕ)√
n

zbie-

ga sªabo wzgl¦dem miary Px do rozkªadu normalnego N (0, σ2(ϕ)), chyba »e σ2(ϕ) = 0

� wtedy otrzymujemy miar¦ Diraca w 0.

Twierdzenie 4.9. Niech ω 7→ (gnω)n∈N b¦dzie niezdegenerowanym spacerem losowym

na póªgrupie G grupy Homeo(S1), dziaªaj¡cym minimalnie na S1 oraz nieposiadaj¡-

cym niezmienniczej miary probabilistycznej na S1. Wtedy dla dowolnej funkcji Lip-

schitza ϕ : S1 → R takiej, »e
∫

S1 ϕdµ∗ = 0, gdzie µ∗ jest jedyn¡ miar¡ niezmiennicz¡

dla P , oraz dla dowolnego x ∈ S1 granica

σ2 := lim
n→∞

EPµ∗

[
ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1

ω(x))√
n

]2

istnieje i jest sko«czona. Ponadto je±li σ2 > 0, to

lim
n→∞

P
(
ω ∈ Ω :

ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(x))√

n
< a

)
=

1√
2πσ2

∫ a

−∞
e−

y2

2σ2 dy (4.3.1)

dla wszystkich a ∈ R oraz x ∈ S1. Je»eli σ = 0, to ci¡g

ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(x))√

n

zbiega sªabo do 0.

Dowód. Ustalmy funkcj¦ Lipschitza ϕ : S1 → R. Bez strat ogólno±ci przyjmijmy, »e
staªa Lipschitza funkcji ϕ wynosi 1. Niech C > 0 b¦dzie takie, »e |∑n−1

k=0 U
kϕ(x) −∑n−1

k=0 U
kϕ(y)| ¬ C dla wszystkich x, y ∈ S1 oraz n ∈ N, zgodnie z lematem 4.5.

Mamy ∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

Ukϕ(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

(
Ukϕ(x)−

∫
S1
Ukϕ(z)µ∗(dz)

)∣∣∣∣∣ ¬
¬
∫

S1

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

Ukϕ(x)−
n−1∑
k=0

Ukϕ(z)

∣∣∣∣∣µ∗(dz) ¬ C.

W szczególno±ci ‖∑n−1
k=0 U

kϕ‖ = O(nα) dla 0 < α < 1/2. Z twierdzenia 4.8 wynika,

»e σ2 istnieje i jest sko«czona, za± wyra»enie (4.3.1) zachodzi dla µ∗ –p.w. x ∈ S1.

W szczególno±ci dla µ∗ –p.w. x ∈ S1 mamy

lim
n→∞

∫
Ω

exp
(
it
ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1

ω(x))√
n

)
P(dω) = exp

(
−1

2
t2σ2

)
for t ∈ R.

Ustalmy y ∈ S1 oraz ε > 0. Z lematu 4.2 (zobacz tak»e wniosek 4.4) istniej¡:

otoczenie I punktu y oraz Ω0 ⊂ Ω, dla którego P(Ω0) > 1− ε/4, takie, »e

∀n∈N∀ω∈Ω0 |gnω(I)| ¬ qn
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dla pewnego q ∈ (0, 1). Poniewa» ω 7→ (gnω)n∈N dziaªa minimalnie, otrzymujemy

µ∗(I) > 0. Mo»emy wi¦c wybra¢ x ∈ I takie, »e (4.3.1) zachodzi. Zde�niujmy zbiór

Ωx,y := {ω ∈ Ω : |gnω([x, y])| ¬ qn}.

Wtedy dla wszystkich t ∈ R mamy∣∣∣∣∣
∫

Ω
exp

(
it
ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1

ω(x))√
n

)
P(dω)+

−
∫

Ω
exp

(
it
ϕ(gnω(y)) + · · ·+ ϕ(g1

ω(y))√
n

)
P(dω)

∣∣∣∣∣ ¬
¬ |t|√

n

∫
Ω0

n∑
k=1

d
(
gkω(x), gkω(y)

)
P(dω) + 2(1− P(Ωx,y)) ¬

¬ |t|√
n

(
q + q2 + · · ·+ qn

)
+ 2(1− P(Ω0)) ¬ |t|√

n
q(1− q)−1 + ε/2.

Zatem, poniewa» warunek (4.3.1) jest speªniony, ostatecznie dostajemy

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣e− 12 t2σ2 −
∫

Ω
exp

(
it
ϕ(gnω(y)) + · · ·+ ϕ(g1

ω(y))√
n

)
P(dω)

∣∣∣∣∣ < ε.

Poniewa» ε > 0 byª dowolny, dowód jest sko«czony.

4.4 Prawo Iterowanego Logarytmu

Dowód twierdzenia opiera si¦ na wyniku O. Zhao oraz M. Woodroofe'a (zobacz

[42]), gdzie przedstawiony jest warunek wystarczaj¡cy, aby dla stacjonarnego pro-

cesu Markowa zachodziªo prawo iterowanego logarytmu.

Przez ‖ · ‖L2(P ) b¦dziemy oznacza¢ norm¦ w L2(P ).

Gªówny wniosek dowiedziony przez Zhao i Woodroofe'a, który wykorzystamy przy

naszych warunkach, brzmi nast¦puj¡co.

Twierdzenie 4.10 (Zhao-Woodroofe, [42, Theorem 1, Corollary 1]). Niech (Yn)n∈Z
b¦dzie scentrowanym, caªkowalnym z kwadratem, stacjonarnym i ergodycznym pro-

cesem. Okre±lmy Sn := Y1 + · · ·+Yn. Zaªó»my, »e Yk = g(X̃k), k ∈ Z, gdzie (X̃n)n∈Z
jest stacjonarnym i ergodycznym ªa«cuchem Markowa. Niech F0 = σ(. . . , X̃−1, X̃0).

Je»eli zachodzi
∞∑
n=1

(
log n
n

) 3
2

‖E(Sn|F0)‖L2(P ) <∞, (4.4.1)

to wtedy z prawdopodobie«stwem 1

lim sup
n→∞

Sn√
2n log log n

= σ

dla pewnego σ ∈ [0,∞).
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Prawo iterowanego logarytmu przy naszych zaªo»eniach przyjmuje poni»sz¡ po-

sta¢.

Twierdzenie 4.11. Niech ω 7→ (gnω)n∈N b¦dzie niezdegenerowanym spacerem loso-

wym na póªgrupie G grupy Homeo(S1), dziaªaj¡cym minimalnie na S1 i nieposia-

daj¡cym niezmienniczej miary probabilistycznej na S1. Wtedy dla dowolnej funkcji

Lipschitza ϕ : S1 → R takiej, »e
∫

S1 ϕdµ∗ = 0, gdzie µ∗ jest jedyn¡ miar¡ niezmien-

nicz¡ dla P , oraz dla dowolnego x ∈ S1 istnieje granica górna

lim sup
n→∞

ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(x))√

2n log log n
= σ > 0 P –p.w.

Dowód. Niech (Xn)n∈N0 b¦dzie stacjonarnym ªa«cuchem Markowa odpowiadaj¡cym

danemu niezdegenerowanemu spacerowi losowemu. Niech ϕ b¦dzie funkcj¡ Lipschit-

za speªniaj¡c¡ warunek
∫
[0,1] ϕdµ∗ = 0 i niech (X̃n)n∈Z b¦dzie stacjonarnym er-

godycznym ªa«cuchem Markowa (o rozkªadzie µ∗) na pewnej przestrzeni proba-

bilistycznej (Ω̃, F̃ , P̃) o zadanym prawdopodobie«stwie przej±cia P . Istnienie tego

ªa«cucha Markowa wynika z twierdzenia Koªmogorowa o istnieniu procesu ([4]).

Okre±lmy Yn = ϕ(X̃n), n ∈ Z, i zauwa»my, »e (Yn)n∈Z tak»e jest stacjonarnym

ªa«cuchem ergodycznym. Okre±lmy Sn = Yn + · · · + Y1 dla n ∈ N. Niech F0 =

σ(. . . , X̃−n, X̃−n+1, . . . , X̃−1, X̃0).

Z lematu 4.5 wynika istnienie dodatniej staªej C takiej, »e

∥∥∥ n∑
i=1

U iϕ
∥∥∥
L2(µ∗)

¬ C dla wszystkich n ∈ N.

Z drugiej strony mamy

‖E(Sn|F0)‖2
L2(µ∗) =

∫
[0,1]
|E(ϕ(X̃n) + · · ·+ ϕ(X̃1)|X0 = x)|2µ∗(dx) =

=
∫

[0,1]
|Unϕ(x) + · · ·+ Uϕ(x))|2µ∗(dx) = ‖

n∑
j=1

U jϕ‖2
L2(µ∗),

a zatem
∞∑
n=1

(
log n
n

) 3
2 ∥∥∥E(Sn|F0)

∥∥∥
L2(µ∗)

<∞.

Z twierdzenia 4.10 wynika, »e

lim sup
n→∞

ϕ(X̃1) + · · ·+ ϕ(X̃n)√
2n log log n

= σ P̃ –p.w.

�a«cuch (X̃n)n∈N0 oraz stacjonarny ªa«cuch (Xn)n∈N0 maj¡ ten sam rozkªad Pµ∗ ,
dlatego

lim sup
n→∞

ϕ(X1) + · · ·+ ϕ(Xn)√
2n log log n

= σ Pµ∗ –p.w.
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lub równowa»nie

lim sup
n→∞

ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(x))√

2n log log n
= σ P⊗ µ∗ –p.w.

Ustalmy x ∈ S1. Z wniosku 4.4 istniej¡ takie otoczenie Ix punktu x oraz taki zbiór

ΩIx ⊂ Ω, speªniaj¡cy P(ΩIx) > 0, »e

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(x))√

2n log log n
− ϕ(gnω(y)) + · · ·+ ϕ(g1

ω(y))√
2n log log n

∣∣∣∣∣ = 0 (4.4.2)

dla wszystkich ω ∈ ΩIx oraz y ∈ Ix. Ponadto P(ΩIx) → 1 przy |Ix| → 0 z wniosku

4.4. Poniewa» ω 7→ (gnω)n∈N dziaªa minimalnie, suppµ∗ = S1. St¡d dla dowolnie

maªego otoczenia Ix punktu x istnieje takie y ∈ Ix, »e

lim sup
n→∞

ϕ(gnω(y)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(y))√

2n log log n
= σ.

W konsekwencji, korzystaj¡c z (4.4.2), dostajemy

lim sup
n→∞

ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(x))√

2n log log n
= σ P –p.w.,

co ko«czy dowód.

4.5 Przykªad zastosowania twierdze« granicznych

Rozwa»my przykªad z rozdziaªu 3.3 z niewielkimi mody�kacjami.

Niech Λ = [0, 1] i niech p : Λ → R+ b¦dzie g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa,

czyli
∫ 1

0 p(λ)dλ = 1. Dla ka»dego λ ∈ [0, 1/2) de�niujemy funkcj¦ gλ : S1 → S1

nast¦puj¡co:

∀x∈S1 gλ(x) := λh1(x) + (1− λ)h2(x),

gdzie h1 i h2 s¡ dwoma ró»nymi homeomor�zmami okr¦gu, przy czym znów S1 uto»-

samiamy z grup¡ ilorazow¡ R/Z. Niech h3 : S1 → S1 b¦dzie homeomor�zmem o g¦-

stej orbicie dla pewnego punktu na okr¦gu (a wi¦c dla wszystkich punktów okr¦gu).

Ponadto niech h4 : S1 → S1 b¦dzie homeomor�zmem o mierze niezmienniczej ró»nej

od miary niezmienniczej dla funkcji h3. Takie miary istniej¡ z twierdzenia Kryªowa-

Bobolubowa (tw. 2.3), jako »e funkcje h3 i h4 s¡ ci¡gªe. Dla ka»dego λ ∈ [1/2, 3/4)

przyjmijmy gλ := h3, a dla ka»dego λ ∈ [3/4, 1] niech gλ := h4. Oczywi±cie dla

ka»dego λ ∈ Λ funkcje gλ s¡ homeomor�zmami na S1.

Rozwa»my stochastyczny ukªad dynamiczny (S1, G, ν), gdzie G jest póªgrup¡

generowan¡ przez rodzin¦ Ψ = {gλ}λ∈Λ, a ν jest miar¡ probabilistyczn¡ zadan¡

przez g¦sto±¢ p, to znaczy ν({gλ : λ ∈ [0, t]}) =
∫ t
0 p(u)du. Ponadto niech zachodzi

ν({gλ : λ ∈ [1/2, 3/4)}) > 0, co zapewni nam, »e G dziaªa minimalnie.
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Z twierdzenia 3.4 operator Fellera P odpowiadaj¡cy stochastycznemu ukªadowi

dynamicznemu (S1, G, ν) i b¦d¡cy postaci

∀µ∈M(S1)∀A∈B(S1) Pµ(A) =
∫ 1

0
µ(g−1

λ (A))p(λ)dλ

posiada jedyn¡ miar¦ niezmiennicz¡.

Niech ω 7→ (gnω)n∈N b¦dzie niezdegenerowanym spacerem losowym na póªgrupieG.

Dzi¦ki powy»szym zaªo»eniom dziaªa on minimalnie na S1 oraz nie posiada wspólnej

miary niezmienniczej na S1. Niech ϕ : S1 → R b¦dzie funkcj¡ Lipschitza tak¡, »e∫
S1 ϕdµ∗ = 0, gdzie µ∗ jest jedyn¡ miar¡ niezmiennicz¡ dla P .

Na mocy twierdzenia 4.9 dla opisanego spaceru losowego zachodzi centralne twier-

dzenie graniczne, czyli dla dowolnego x ∈ S1 istnieje sko«czone σ2 postaci

σ2 := lim
n→∞

EPµ∗

[
ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1

ω(x))√
n

]2

.

Je»eli ponadto σ2 > 0, to ci¡g
(

1√
n

n∑
k=1

ϕ(gkω(x))
)
n∈N

zbiega sªabo do rozkªadu nor-

malnego N (0, σ2) dla ka»dego x ∈ S1.

Z twierdzenia 4.11 wynika natomiast, »e dla opisanego spaceru losowego zachodzi

prawo iterowanego logarytmu, czyli dla dowolnego x ∈ S1 istnieje σ > 0 postaci

σ := lim sup
n→∞

ϕ(gnω(x)) + · · ·+ ϕ(g1
ω(x))√

2n log log n
P –p.w.

Zatem dla zaprezentowanego przykªadu zachodz¡ twierdzenia graniczne przy nie-

wielkich warunkach naªo»onych na generatory gλ, λ ∈ Λ.

47



Bibliogra�a

[1] C. Aliprantis and K. Border. In�nite dimensional analysis. A hitch- hiker's

guide, Third edition. Springer, Berlin, 2006.

[2] L. Alsedá, M. Misiurewicz. Random interval homeomorphisms. Proceedings of

New Trends in Dynamical Systems, Salou, 2012. Publicacions Matemátiques,

58: 15�36, 2014.

[3] A. Ávila, M. Viana. Extremal Lyapunov exponents: an invariance principle and

applications. Invent. Math. 181(1): 115�178, 2010.

[4] R. Bass. Stochastic Processes. Cambridge: Cambridge University Press. 2011.

[5] P. Billingsley. Convergence of probability measures. Wiley-Interscience publica-

tion, 1999.

[6] L. Breiman. The strong law of large numbers for a class of Markov chains, Ann.

Math. Statist., 31: 801�803, 1960.

[7] F. Browder. On the iteration of transformations in noncompact minimal dyna-

mical systems, Proc. Amer. Math. Soc., 9: 773�780, 1958.

[8] K. Czudek, T. Szarek. Ergodicity and central limit theorem for random interval

homeomorphisms, Israel J. Math., 239(1): 75�98, 2020.

[9] K. Czudek, T. Szarek, and H. Wojewódka��ci�a»ko. The law of the iterated

logarithm for random interval homeomorphisms, Israel J. Math., 246: 47�53,

2021.

[10] B. Deroin, V. Kleptsyn, A. Navas. Sur la dynamique unidimensionnelle en régu-

larité intermédiaire. Acta Math., 199(2): 199�262, 2007.

[11] Y. Derrienic, M. Lin. The central limit theorem for Markov chains started at a

point, Probab. Theory Relat. Fields, 125: 73�76, 2003.

48



BIBLIOGRAFIA

[12] B. Deroin, V. Kleptsyn, A. Navas. Sur la dynamique unidimensionnelle en régu-

larité intermédiaire. Acta Math., 199(2): 199�262, 2007.

[13] É. Ghys. Groups acting on the circle, L'Enseignement Mathématique, 47: 329�

407, 2001.

[14] M.I. Gordin, B.A. Lif²ic. The central limit theorem for stationary Markov pro-

cesses, Soviet Math. Dokl., 19: 392�394, 1978.

[15] A. Gorodetski, V. Kleptsyn. Synchronization Properties of Random Piecewise

Isometries. Commun. Math. Phys., 345: 781-�796, 2016.

[16] J. Gulgowski, S. Hille, T. Szarek, M. Ziemla«ska. Central limit theorem for

some non�stationary Markov chains, Studia Math., 246(2): 109�131, 2019.

[17] A.J. Homburg. Synchronization in Minimal Iterated Function Systems on Com-

pact Manifolds. Bulletin of the Brazilian Mathematical Society, New Series, 49:

615-�635, 2018.

[18] S. Kakutani. Ergodic theorems and the Markov process with a stable distribution.

Proc. Imp. Acad. Tokyo, 16: 49�54, 1940.

[19] Yu.I. Kifer, S.A. Pirogov, The decomposition of quasi-invariant measures into

ergodic components. Uspekhi Mat. Nauk., 27:5(167): 239�240, 1972.

[20] C. Kipnis and S.R.S. Varadhan. Central limit theorem for additive functionals

of reversible Markov processes and applications to simple exclusions. Commun.

Math. Phys., 104(1):1�19, 1986.

[21] T. Komorowski, C. Landim, S. Olla. Fluctuations in Markov processes. Time

symmetry and martingale approximation, Springer-Verlag, Heidelberg, 2012.

[22] S.M. Kozlov. The averaging method and walks in inhomogeneous environments.

Usp. Mat. Nauk., 40(2):61�120. 1985.

[23] T. Komorowski, S. Peszat, T. Szarek. On ergodicity of some Markov processes.

Ann. Probab., 38: 1401�1443, 2010.

[24] T. Komorowski, A. Walczuk. Central limit theorem for Markov processes with

spectral gap in the Wasserstein metric, Stochastic Processes and Appl., 122:

2155�2184, 2012.

[25] A. N. Lagerås, Ö. Sten�o. Central limit theorem for contractive Markov chains,

Nonlinearity, 18: 1955�1965, 2005.

49



BIBLIOGRAFIA

[26] A. Lasota, M.C. Mackey. Cell division and the stability of cellular populations.

Journal of Mathematical Biology, 38(3): 241�261, 1999.

[27] A. Lasota, T. Szarek. Lower bound technique in the theory of a stochastric

di�erential equation. J. Di�erential Equations, 231: 513-�533, 2006.

[28] A. Lasota, J.A. Yorke. Lower bound technique for Markov operators and iterated

function systems. Random Comput. Dynam., 2: 41�77, 1994.

[29] G. �uczy«ska. Unique ergodicity for function systems on the circle. Statistics

& Probability Letters, 173: 109084, 2021.

[30] G. �uczy«ska, T. Szarek. Limits theorems for random walks on Homeo(S1).

Journal of Statistical Physics, 187: 7, 2022.

[31] D. Malicet. Random walks on Homeo(S1). Commun. Math. Phys. 356: 1083�

1116, 2017.

[32] M. Maxwell, M. Woodroofe. Central limit theorems for additive functionals of

Markov chains. Ann. Probab., 28(2): 713�724, 2000.

[33] A. Navas. Groups of circle di�eomorphisms. Chicago Lectures in Mathematics.

University of Chicago Press, 2011.

[34] S.T. Rachev. Probability Metrics and the Stability of Stochastic Models. Wiley,

Chichester. 1991.

[35] V. Rohlin. On the fundamental ideas of measure theory. Amer. Math. Soc.

Translation. 1952. New York: AMS, 1952.

[36] P. Schwartz. A cocycle theorem with an application to Rosenthal sets, Proc.

Amer. Math. Soc., 124: 3689�3698, 1996.

[37] T. Szarek. Invariant measures for nonexpansive Markov operators on Polish

spaces. Dissertationes Mathematicae, 415: 1�62, 2003.

[38] T. Szarek, A. Zdunik. Stability of iterated function systems on the circle. Bull.

Lond. Math. Soc., 48(2): 365�378, 2016.

[39] T. Szarek, A. Zdunik. The central limit theorem for iterated function systems

on the circle. Moscow Math. J., 21: 175�190, 2021.

[40] M. Viana, K. Oliveira. Foundations of Ergodic Theory. Cambridge: Cambridge

University Press. 2016.

50



BIBLIOGRAFIA

[41] D.T.H. Worm. Semigroups on Spaces of Measures. PhD thesis, Leiden Univer-

sity, Leiden, The Netherlands, 2010.

[42] O. Zhao, M. Woodroofe. Law of the iterated logarithm for stationary processes.

Ann. Probab., 36: 127�142, 2008.

51


	Wprowadzenie
	Stochastyczne układy dynamiczne
	Twierdzenia graniczne

	Podstawowe własnosci układów dynamicznych
	Operatory Markowa-Fellera
	Miara niezmiennicza na zbiorze zwartym
	Jedynosc miary niezmienniczej, e-własnosc

	Ergodycznosc układu na okregu
	Nieskonczona rodzina funkcji na okregu
	Dowód jedynosci miary niezmienniczej
	Przykłady zastosowania twierdzenia o jedynej mierze niezmienniczej

	Twierdzenia graniczne na okregu
	Spacer losowy i łancuch Markowa na okregu
	Lematy pomocnicze
	Centralne Twierdzenie Graniczne
	Prawo Iterowanego Logarytmu
	Przykład zastosowania twierdzen granicznych

	Bibliografia

